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 چکیده
معادلات . ستامورد بررسی قرار گرفته  ،هاي کربنیکامپوزیتی تقویت شده با نانولولهاي مشبک له، ارتعاشات آزاد پوسته استوانهدر این مقا

در راستاي ضخامت  هاي کربنی به صورت تک محورهگیري نانولوله. جهتشده استتعادل بر اساس تئوري برشی مرتبه اول استخراج 

. به منظور دشومحاسبه می جمع آثارهاي کربنی با استفاده از روش و مدول الاستیک کامپوزیت پلیمري تقویت شده با نانولوله شدهفرض 

براي  .شده استها استفاده اي مشبک از روش آغشته سازي، جهت برهم نهی اثر ریبدستیابی به پارامتر سفتی معادل پوسته استوانه

اي ه. مطابق نتایج به دست آمده حضور ریبشده استصحت سنجی نتایج به دست امده از نرم افزار آباکوس و مراجع معتبر استفاده 

شود، همچنین ضخامت و زوایاي ریب نیز در بهبود فرکانس مهم محیطی در سازه باعث افزایش فرکانس و کاهش جابجایی شعاعی می

 را وارده ارب اثر در شعاعی جابجایی کاهش و فرکانس افزایش و سازه تقویت در سزایی به نقش کربنی هاينانولوله حضور نیز و باشندمی

 دارد. 

 .هاي کربنی؛ ارتعاشاتهاي مشبک؛ نانولولهاستوانه کامپوزیتی؛ سازه :کلمات کلیدی
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Abstract 
In this paper, the free vibrations of a composite cylindrical grid shell reinforced with carbon nanotubes are 

investigated. Equilibrium equations are derived based on first-order shear deformation theory. The 

orientation of carbon nanotubes is assumed to be uniaxial in the direction of the assumed thickness and the 

elastic modulus of the polymer composite reinforced with carbon nanotubes is calculated using the Rule of 

mixture. In order to achieve the stiffness parameter equivalent to the shell of grid cylinders, Smeared 

method has been used to suppress the effect of ribs. Abaqus software and valid references have been used 

to validate the obtained results. According to the results, the presence of peripheral ribs in the structure 

increases the frequency and reduces the radial displacement. Also, the thickness and angles of the ribs are 

important in improving the frequency and the presence of carbon nanotubes plays an important role in 

strengthening the structure and Increases the frequency and decreases the radial displacement due to the 

applied load. 
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  مقدمه -9
ها به آن هایی هستند که شکل اولیها سازههها و پوستهورق

ها نسبت به دو بعد و ضخامت آن استترتیب تخت و خمیده 

. معیاري که براي یک ورق یا [2]دیگر بسیار کوچک است 

این است که نسبت ضخامت به  ،رودي نازک به کار میپوسته

درصد باشد. این نسبت  2تر ورق باید کمتر از طول ضلع کوچک

 رسد.در مواردي به کمتر از یک درصد نیز می

 اي یکی از پرکاربردترین اشکال به کارهاي استوانهپوسته

 در ،ها ممکن است. این پوستهاسترفته در قطعات صنعتی 

ها، زیر ي هواپیما، موشکهاي دوار، بدنههاي گاز، کورهتوربین

-سازهبه دلیل اینکه  .[1]ها و ... مورد استفاده قرار گیرد دریایی

شوند یها تحت بارهاي دینامیکی قرار دارند و دچار ارتعاش م

عی هاي طبیتشدید شناخت فرکانس و براي جلوگیري از پدیده

 . [0] استامري حیاتی و ملزم 

با  اي تقویت شدهتحلیل ارتعاشات آزاد یک پوسته استوانه

 به براي شرایط مرزي مختلف، توسط اگل 1و استرینگر 2رینگ

ها را به تقویت کنندهخود . اگل در تحلیل [2] انجام رسید

جیانگ، در پژوهشی .هاي جدا از هم در نظر گرفت صورت المان

تحلیل ارتعاشات ، یک تکنیک عددي را براي 2991در سال 

هاي عمود بر هم به اي با تقویت کنندههاي استوانهآزاد پوسته

. این تکنیک در قالب یک روش المان محدود ویژه [0] کار برد

توسعه داده شد. او با این روش توانست زمان لازم براي 

ها را کاهش دهد. تحلیل یکپارچه رفتار ارتعاشی همگرایی پاسخ

ي کامپوزیتی تقویت شده با مشبک و با اهاي استوانهپوسته

 1220هاي موجی توسط همت نژاد و همکاران در سال ریب

راي سازي بارائه گردید. ایشان در این مسیر از روش آغشته

ین ها به سفتی کل پوسته و تعیافزودن اثر سفتی تقویت کننده

اما اثرات مربوط به ریب  ،پارامتر سفتی معادل بهره بردند

، یک تکنیک 1222. در سال [2] مطالعه نکردند محیطی را

هاي نازک آغشته سازي جدید براي مدل سازي ارتعاشات ورق

هاي متقاطع توسط لوان و همکاران وي ارائه و با تقویت کننده

ها در مقایسه نتایج حاصل از این تحلیل و حل . آن[2] گردید

                                                           
1 Ring 

 امیکیهاي دینپاسخ. المان محدود دقت بالایی مشاهده کردند

پوسته تقویت شده با انحناهاي سهمی گون توسط عدالت و 

. جهت تحلیل فوق [8] ارائه گردید 1220همکاران وي در سال 

الذکر، از روش انرژي براي تعیین پارامترهاي ارتوتروپیک 

رفتار کمانشی و استاتیکی پوسته .معادل پوسته استفاده گردید

حیمی و همکاران اي مشبک کامپوزیتی توسط رهاي استوانه

مورد بررسی قرار گرفت و اثر وجود نقص در  1222در سال 

ها را بر توزیع تنش و پاسخ هاي کمانشی پوسته را مورد ریب

. شایان ذکر است که جهت انجام این [9] بررسی قرار دادند

پژوهش، یک تحلیل سه بعدي المان محدود در نرم افزار 

و خواص مورد نیاز را  هاي هندسیانسیس انجام گرفت و داده

ایشان  دند.کربا استفاده از یک نمونه رشته پیچی شده تعیین 

، تاثیر گشودگی مربع مستطیل را بر 1222همچنین در سال 

اي با هاي مشبک کامپوزیتی استوانهرفتار کمانشی سازه

 ؛هاي تجربی و المان محدود بررسی کردنداستفاده از روش

همچنین، اثر افزایش زاویه تقویت کننده و ضخامت پوسته بر 

تحت  ايهاي مشبک کامپوزیتی استوانهمقاومت کششی پوسته

بار محوري به صورت تجربی و عددي به کمک حل المان 

محدود مورد بررسی قرار گرفت. طبق انجام این پژوهش، در 

محور ریب نسبت به  هاي کم از پوسته با افزایش زاویهضخامت

-9] یابدایی و هم بار ویژه کمانش کاهش میطولی، هم بار نه

او در پژوهشی با استفاده از  ،. اسکندري جم و همکاران[21

روش المان محدود به بررسی کمانش کلی صفحات ساندویچی 

نظر به نتایج تحلیل ذکر شده، با  .با هسته مشبک پرداختند

نی ساختار افزایش ضخامت ریب و پوسته بالایی و پایی

 ؛ابدیساندویچی هسته مشبک، بار بحرانی کمانش افزایش می

هاي ، ماتریس سفتی استوانه1229همچنین ایشان در سال 

کامپوزیتی مشبک با استفاده از روش معادل را بررسی نمودند 

و تاثیر ضخامت و زوایاي ریب روي کمانش را تحت یک بار 

گر، اثر فاصله بین در پژوهشی دی .محوري فشاري بررسی کردند

هاي طولی و محیطی روي کمانش یک سازه مشبک با ریب

هاي مربعی و تحت بار محوري توسط ایشان مورد بررسی سلول

، اسکندري جم و همکاران وي، به 1222در سال  .قرار گرفت

بررسی رفتار دینامیکی یک ورق مشبک پرداختند و در این 

کر بردند. دقت نتایج ذمسیر از تئوري تغییر شکل برشی بهره 

شده با نتایج المان محدود مقایسه گردید و در نهایت تغییرات 

2 Stringer 
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. [20-20]فرکانس طبیعی به تبعیت از دیگر پارامترها ارائه شد 

هاي عمود بر هم خواص مشبک در تحلیل اشاره شده در جهت

متفاوت در نظر گرفته شد و از رویکرد ماکرومکانیک براي 

  تفاده گردید.رسیدن به نتیجه اس

به تحلیل استاتیکی ورق ، 1228ودي در سال مرادي و آقادا

هاي ساندویچی نانوکامپوزیتی مدرج تابعی تقویت شده با 

  .]22[پرداختند نانولوله هاي کربنی داراي نقص 

مشبک  اياستوانهارتعاشات آزاد پوسته در این پژوهش، 

ی و مورد بررس ،یکربن هايشده با نانولوله یتتقو یتیکامپوز

 ايمعادلات تعادل پوسته استوانهمطالعه قرار گرفته است. 

ر اساس ب یکربن هايشده با نانولوله یتتقو یتیمشبک کامپوز

 گیري . جهتشودیمرتبه اول استخراج م یبرش يتئور

ضخامت  يبه صورت تک محوره در راستا یکربن هاينانولوله

شده  یتتقو یمريپل یتکامپوز یکو مدول الاست شودیفرض م

محاسبه  جمع آثاربا استفاده از روش  نیکرب هايبا نانولوله

ه معادل پوست یبه پارامتر سفت یابی. به منظور دستدشویم

اثر  یجهت برهم نهي، مشبک از روش آغشته ساز اياستوانه

ممان و  هایبکه ر شودی. فرض مشودیاستفاده م ها یبر

 يبر مبنا یلیروش تحل یککنند. یرا تحمل م يمحور یروين

در  .گردد ی( استفاده مFSDTمرتبه اول ) یشکل برش تغییر

اثرات  یب،ر یايزوا ی،مختلف هندس يآخر اثرات پارمترها

دم ع یااثر وجود و  ی،کربن هايمختلف نانولوله يحضور درصدها

 يرو یبر یکسر حجم ینو همچن یطیمح يهایبوجود ر

فته گرقرار  یمورد بررس ،یعیو فرکانس طب ینامیکیپاسخ د

 .است

 

 معادلات خواص الاستیک  -2

هاي کربنی به ماتریس سازه، خواص الاستیک با افزودن نانولوله

هایی که براي محاسبه و کند. یکی از روشبهبود پیدا می

-تخمین اثر افزودن نانولوها بر خواص الاستیک سازه به کار می

. بر طبق این [12] است بهبودیافته Halpin-Tsai رود، معادله

 معادله:

(2) 𝐸11 = 𝜂1𝑉𝐶𝑁𝐸11
𝐶𝑁 + 𝑉𝑚𝐸

𝑚  

(1) 
𝜂2
𝐸22

=
𝑉𝐶𝑁

𝐸22
𝐶𝑁 +

𝑉𝑚
𝐸𝑚

 

(0) 
𝜂3
𝐺12

=
𝑉𝐶𝑁

𝐺12
𝐶𝑁 +

𝑉𝑚
𝐺𝑚

 

(2) 12 = 𝑉𝐶𝑁
∗ 12

𝐶𝑁 + 𝑉𝑚
𝑚 

𝐸11 که در معادلات یادشده
𝐶𝑁، 𝐸22

𝐶𝑁 و 𝐺12
𝐶𝑁 نشان         به ترتیب

 𝐸𝑚 ،هاي یانگ کربن نانوتیوبی و مدولهاي برشمدول دهنده

، 𝐸11باشند. می   مدول یانگ و مدول برشی ماتریس  𝐺𝑚 و

𝐸22  و𝐺12 هاي یانگ سازه کامپوزیتی و مدول هاي برشیمدول

ه تر از ضخامت نمونکننده الیاف بزرگطول تقویتاگر هستند. 

ها به صورت تصادفی در کننده   تقویت  ،شودباشد، فرض می

 براي محاسبه 𝜂3 و 𝜂1، 𝜂2 . ضرایب[12]اند دو بعد قرار گرفته

ا ها بشوند. این ثابتمی مواد معرفی خواص وابسته به مقیاس

اي هکامپوزیت تقویت شده با نانو لولهتطابق دادن خواص موثر 

کربنی به دست آمده از شبیه سازي دینامیک مولکولی با معادله 

 𝑉𝐶𝑁 ،(2)بنابراین در معادله  ؛[11]آید به دست می جمع آثار

که باید شرایط  استو فاز ماتریس  CNTsکسر حجمی  𝑉𝑚 و

 :[12] زیر را اقناع کند

(2) 𝑉𝐶𝑁 + 𝑉𝑚 = 1 

پوسته  در امتداد ضخامت CNTsتوزیع  ،در این مطالعه

ی رابطه ریاضشود. اي نانوکامپوزیت یکنواخت فرض میاستوانه

 :است( 0رابطه )به صورت 

(0) 𝑉𝐶𝑁 = 𝑉𝐶𝑁
∗  

 :[12] ضریب پواسون موثر برابر است با

(2) 12 = 𝑉𝐶𝑁
∗ 12

𝐶𝑁 + 𝑉𝑚
𝑚 

12( 2در معادله )
𝐶𝑁  و𝑚  لهنانولو      به ترتیب ضریب پواسون-

 .استهاي کربنی و ماتریس 

 

 معادلات حاکم -9
 h، ضخامت Rاي با شعاع متوسط یک پوسته استوانه ،2شکل 

هاي مثبت را به همراه مختصات مرجع )جهت Lو طول 

دهد. سطح میانی پوسته به عنوان سطح قراردادي( نشان می

.𝑥و دستگاه مختصات  شدهمرجع در نظر گرفته  𝜑. 𝑧  روي آن

هاي هاي جابجایی در جهتمولفه w،v،uقرار داده شده است. 

مشخص کننده تغییر  z( و شعاعی 𝜑(، محیطی )xمحوري )

یک المان از پوسته نشان  ،1باشند. در شکل شکل پوسته می

هاي گشتاور بر منتجه 𝑀𝑥𝜑 ،𝑀𝜑𝑥 ،𝑀𝜑 ،𝑀𝑥داده شده است. 

هاي نیرو منتجه 𝑁𝑥،𝑁𝜑، 𝑁𝑥𝜑، 𝑁𝜑𝑥،𝑄𝑥،𝑄𝜑  و واحد طول بوده

مجموع نیروها و   𝑀2،𝑀1، 𝑝𝑧، 𝑝𝜑، 𝑝𝑥باشند.واحد طول می بر
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هاي خارجی متغیر با زمان در هاي اینرسی و تحریکممان

هستند. براي به دست آوردن معادلات   zو   𝜑و 𝑥 هايجهت

جهت تعادل، نیروها و گشتاورها بر اساس اصل دالامبر، در 

 .شده استآورده ها به دست محورهاي مختصات و حول آن

 

 

 [27]ای هندسه و مختصات در دستگاه استوانه -9 شکل

 

در  1یروهاي وارد بر جز پوسته در شکل رابطه تعادل ن

 :[18] نوشت( 8رابطه )توان به صورت را می xجهت 
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

𝑑𝑥𝑅𝑑𝜑 +
𝜕𝑁𝜑𝑥

𝜕𝜑
𝑑𝑥𝑑𝜑 

       −𝑁𝜑 (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝜑
−
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)𝑑𝑥𝑑𝜑

− 𝑁𝑥𝜑
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
𝑑𝑥𝑅𝑑𝜑 

       −𝑄𝑥
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝑥𝑅𝑑𝜑

− 𝑄𝜑 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝜑
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)𝑑𝑥𝑑𝜑 

(8)        +𝑅𝑃𝑥𝑑𝑥𝑑𝜑 = 0 

-یم   دو رابطه تعادل دیگر نیز مشابه با رابطه بالا به دست 

 𝜑 ، 𝑥 و𝑧آید. در نتیجه سه رابطه تعادل براي نیروها در جهت 

 : [18] آیندسازي به صورت زیر در میپس از ساده

𝑅
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝜑𝑥

𝜕𝜑
− 𝑄𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

          −𝑅𝑁𝑥𝜑
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
− 𝑄𝜑 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝜑
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) 

(9)           −𝑁𝜑 (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝜑
−
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) + 𝑅𝑃𝑥 = 0 

𝑅
𝜕𝑁𝜑

𝜕𝜑
+ 𝑅

𝜕𝑁𝜑𝑥

𝜕𝑥
+ 𝑅𝑁𝑥

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
− 𝑄𝑥 (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝜑
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

(22)           −𝑄𝜑 (1 +
𝜕2𝑤

𝑅𝜕𝜑2
−
𝜕𝑣

𝑅𝜕𝜑
) + 𝑅𝑃𝜑 = 0 

𝑅
𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑄𝜑

𝜕𝜑
+ 𝑁𝑥𝜑 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝜑
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) 

          +𝑅𝑁𝑥
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑁𝜑 (1 +

𝜕2𝑤

𝑅𝜕𝜑2
+
𝜕𝑣

𝑅𝜕𝜑
) 

(22)           +𝑁𝜑𝑥 (
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑥
) + 𝑅𝑃𝑧 = 0 

 

 
یک المان از پوسته با نیروها و گشتاورهای  -2شکل 

 ]91[گسترده وارد بر آن 

 

-هاي غیر خطی میعبارت ،شامل (22( و )22(، )9)روابط 

ها به دلیل کوچک بودن صرف نظر باشند که از این عبارت

به صورت زیر استخراج معادلات پس از ساده سازي شوند. می

 .شوندمی

(21) 𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝜑𝑥

𝜕𝜑
+ 𝑅𝑝𝑥 = 0 

(20) 
𝜕𝑁𝜑

𝜕𝜑
+ 𝑅

𝜕𝑁𝜑𝑥

𝜕𝑥
− 𝑄𝜑 + 𝑅𝑝𝜑 = 0 

(22) 𝑅
𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

+ R
𝜕𝑄𝜑

𝜕𝜑
+ 𝑁𝜑 + 𝑅𝑝𝑧 = 0 

باشد.  برقرار دیبا زیتعادل گشتاورها ن روها،یعلاوه بر تعادل ن

 است: ریمعادلات تعادل گشتاورها به صورت ز

𝑅
𝜕𝑀𝑥𝜑

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝜑

𝜕𝜑
− 𝑅𝑀𝑥

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
−𝑀𝑥𝜑 (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝜑
−
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

(22)                −𝑅𝑄𝜑 + 𝑅𝑀2 = 0 

𝜕𝑀𝑥𝜑

𝜕𝜑
+ R

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+ 𝑅𝑀𝑥𝜑

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
−𝑀𝜑 (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝜑
−
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 
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(20)                −𝑅𝑄𝑥 + 𝑅𝑀1 = 0 

𝜕𝑀𝑥𝜑

𝜕𝜑
+ R

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+ 𝑅𝑀𝑥𝜑

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
−𝑀𝜑 (

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝜑
−
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

(22)                −𝑅𝑄𝑥 + 𝑅𝑀1 = 0 

هاي غیر خطی صرف نظر اگر در این معادلات نیز از عبارت

اج استخرشود، روابط تعادل گشتاور خطی شده و به صورت زیر 

 :شوندمی

(28) 𝑅
𝜕𝑀𝑥𝜑

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝜑

𝜕𝜑
− 𝑅𝑄𝜑 + 𝑅𝑀2 = 0  

(29) 
𝜕𝑀𝑥𝜑

𝜕𝜑
+ R

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
− 𝑅𝑄𝑥 + 𝑅𝑀1 = 0 

(12) (𝑁𝑥𝜑 − 𝑁𝜑𝑥) = 0 

𝑀2، 𝑀1، 𝑝𝑍،𝑝𝑥مقادیر ،𝑝𝜑  که به ترتیب مجموع نیروها و ،

-هاي خارجی متغیر با زمان میهاي اینرسی و تحریکممان

 شوند:باشند، به صورت زیر تعریف می

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑝𝑥 = − [𝐼1

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝐼2

𝜕2𝛽𝑥
𝜕𝑡2

] + 𝑞𝑥

𝑝𝜑 = −[(𝐼1 +
2𝐼2
𝑅
)
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ (𝐼1 +

𝐼3
𝑅
)
𝜕2𝛽𝜑

𝜕𝑡2
] + 𝑞𝜑

𝑝𝑧 = −(𝐼3)
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝑞𝑧

𝑀1 = −[(𝐼3)
𝜕2𝛽𝑥
𝜕𝑡2

+ (𝐼2)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
] + 𝑚𝑥

𝑀2 = −[(𝐼2 +
𝐼3
𝑅
)
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ (𝐼3)

𝜕2𝛽𝜑

𝜕𝑡2
] + 𝑚𝜑

 

(12)  

 شود:تعریف می( 11رابطه )به صورت  𝐼3و  𝐼2و  𝐼1 که در آن

(11)  𝐼1. 𝐼2. 𝐼3 = ∫ (1. 𝑧. 𝑧2)𝜌𝑘𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 

 .استچگالی هر لایه  𝜌𝑘که 

𝛽𝑥  و𝛽𝜑 ها در صفحه به ترتیب چرخش(𝑥 − 𝑧)  و(𝜑 − 𝑧) ،

𝑞𝑥 ،𝑞𝜑 ،𝑞𝑧  ،نیروهاي تحریک𝑚𝑥 ،𝑚𝜑 هاي تحریک میممان-

هاي ( معادلات تعادل پوسته12( تا )21باشند. در روابط )

اي بر اساس تئوري برشی مرتبه اول، به صورت زیر به استوانه

.𝑢مجهول  22که داراي  آیدمیدست  𝑣. 𝑤 هاي تغییر )مولفه

 .𝑀𝑥، 𝑀𝜑، 𝑀𝜑𝑥، 𝑀𝑥𝜑ها( )شیب 𝛽𝜑و  𝛽𝑥مکان یا جابجایی(، 

.𝑄𝑥هاي گشتاور( و )منتجه 𝑄𝜑. 𝑁𝑥. 𝑁𝜑. 𝑁𝜑𝑥. 𝑁𝑥𝜑. منتجه(-

برمبناي تئوري تغییر شکل برشی مرتبه باشند(. هاي نیرو می

( 10ي معادله براي پوسته به صورت رابطه )( موازنهFSDTاول )

 :[12] است
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
1

𝑅

𝜕𝑁𝑥𝜑

𝜕𝜑
+ 𝑃 (

1

𝑅

𝜕2𝑢

𝜕𝜑2
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) + 𝑞𝑥(𝑥. 𝜑. 𝑡) 

         = 𝐼1
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝐼2

𝜕2𝛽𝑥
𝜕𝑡2

 

𝜕𝑁𝑥𝜑

𝜕𝑥
+
1

𝑅

𝜕𝑁𝜑

𝜕𝜑
+
𝑄𝜑

𝑅
+ 𝑃 (

1

𝑅

𝜕2𝑣

𝜕𝜑2
+
𝜕𝑊

𝜕𝜑
) 

           +𝑞𝜑(𝑥. 𝜑. 𝑡) = (𝐼1 +
2𝐼2
𝑅
)
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
 

           +(𝐼2 +
𝐼3
𝑅
)
𝜕2𝛽𝜑

𝜕𝑡2
 

𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

+
1

𝑅

𝜕𝑄𝜑

𝜕𝜑
−
𝑁𝜑

𝑅
− 𝑃(

1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜑
−
1

𝑅

𝜕2𝑤

𝜕𝜑2
) 

           +𝑞𝑟(𝑥. 𝜑. 𝑡) = 𝐼1
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+
1

𝑅

𝜕𝑀𝑥𝜑

𝜕𝜑
− 𝑄𝑥 +𝑚𝑥(𝑥. 𝜑. 𝑡) 

           = 𝐼3
𝜕2𝛽𝑥
𝜕𝑡2

+ 𝐼2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 

𝜕𝑀𝑥𝜑

𝜕𝑥
+
1

𝑅

𝜕𝑀𝜑

𝜕𝜑
− 𝑄𝜑 +𝑚𝜑(𝑥. 𝜑. 𝑡) 

(10)            = 𝐼3
𝜕2𝛽𝜑

𝜕𝑡2
+ (𝐼2 +

𝐼3
𝑅
)
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
 

 

 ماتریس سفتی پوسته -9-9

 نیروهاي برآیند تنش، گشتاور و نیروي برشی عمودي در رابطه

 با: برشی مرتبه اول برابر استمطابق با تئوري ، 10

𝑁𝑇 = {𝑁𝑥 . 𝑁𝜑 . 𝑁𝑥𝜑} 

𝑀𝑇 = {𝑀𝑥. 𝑀𝜑 . 𝑀𝑥𝜑} 

(12) 𝑄𝑇 = {𝑄𝑥 . 𝑄𝜑} 

 شوند:و به صورت زیر نشان داده می

(12) {𝑁
𝑠ℎ

𝑀𝑠ℎ} = [
𝐴𝑠ℎ 𝐵𝑠ℎ

𝐵𝑠ℎ 𝐷𝑠ℎ
] {𝑒

𝑇

𝑘𝑇
} 

(10) 𝑄 = [𝐻] {
𝛾𝑥𝑧
°

𝛾𝜑𝑧
° } 

 هايبه ترتیب برابر با ماتریس Hو  A ،B ،Dبالا  رابطه در 

و به  است کوپلینگ، خمشی و ضخامت سفتی برشیکششی، 

 شود:صورت زیر تعریف می

𝐴𝑖𝑗 . 𝐵𝑖𝑗 . 𝐷𝑖𝑗 = ∫ (1. 𝑧. 𝑧2)�̅�𝑖𝑗𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

      (𝑖. 𝑗 = 1.2.6) 
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(12)  

(18) 𝐻𝑖𝑗 = 𝑘0∫ �̅�𝑖𝑗𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

                   (𝑖. 𝑗 = 4.5) 

𝑘0 که توسط میندلین تعریف شد و بوده فاکتور تصحیح برش 

𝜋2برابر با 

12
ماتریس انتقال سفتی کاهش یافته  �̅�𝑖𝑗. [10] است 

هاي مشبک به که با توجه به خصوصیات پوسته و ریب است

𝑒𝑇، 10و  12 رود. در رابطهکار می = {𝜀𝑥
° . 𝜀𝜑

° . 𝜀𝑥𝜑
° بردار  {

𝛾𝑥𝑧کرنش مهندسی سطح میانی، 
𝛾𝜑𝑧و  °

دي کرنش برشی عمو °

𝑘𝑇و  = {𝑘𝑥 . 𝑘𝜑. 𝑘𝑥𝜑} ي تعریف بردار انحنا و پیچش پوسته

 :( است02-19روابط )لاو به صورت  شده با تقریب تئوري اولیه

(19) {

𝜀𝑥
°

𝜀𝜑
°

𝛾𝑥𝜑
°

} =

{
  
 

  
 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜑
+
𝑤

𝑅
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜑
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥}
  
 

  
 

 

(02) {

𝑘𝑥
𝑘𝜑
𝑘𝑥𝜑

} =

{
  
 

  
 

𝜕𝛽𝑥
𝜕𝑥

1

𝑅

𝛽𝜑

𝜕𝜑
+
1

𝑅

1

𝑅

𝜕𝛽𝑥
𝜕𝜑

+
𝜕𝛽𝜑

𝜕𝑥 }
  
 

  
 

 

(02) {
𝛾𝑥𝑧
°  
𝛾𝜑𝑧
° } =

{
 

 𝛽𝑥 +
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝛽𝜑 +
1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝜑
−
𝑣

𝑅}
 

 
 

 

 سفتی معادل تقویت کننده محاسبه -9-2
 مطابق را واحد سلول یک تحلیلی، مدل آوردن دست به براي

 این تکرار از مشبک سازه کل عمل در و نظر گرفته در 0شکل 

هاي سفتی در این مولفه آید. براي محاسبهمی دست به سلول

ا هخارجی و تقویت کننده هاي بین پوستهالعملعکس ،المان

در نظر گرفته شد. پس از  2ها شکل از طریق نیروها و ممان

 ستهمیانی پو آن سفتی معادل بر مبناي کرنش و انحناي صفحه

 . آمدخارجی به دست 

 :[12] استهاي در نظر گرفته شده به شرح زیر فرض

یکنواخت بر سطح مقطع کرنش به صورت پیوسته و  (2

 .استلذا تنش نیز یکنواخت  ،شوداعمال می

 کنندها تنها نیروي محوري تحمل میکنندهتقویت (1

بر تقویت کننده در نظر گرفته  و نیروي عمودي وارد

 شود.نمی

بار بین پوسته و تقویت کننده از طریق نیروي برشی  (0

 یابد.انتقال می

 

 تحلیل کرنش -9-9
 طولی تقویت راستاي بر عمود هايکرنش بودن فرض ناچیز با 

 هاتقویت کننده بالایی سطح کرنش تنها ،هرنقطه در هاکننده

 شود.می محاسبه 01رابطه  از ،نقطه هر  در

 𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝑥𝑥
0 + 𝑘𝑥

𝑧

2
 

 𝜀𝜑𝜑 = 𝜀𝜑𝜑
0 + 𝑘𝜑

𝑧

2
 

(01) 𝜀𝑥𝜑 = 𝜀𝑥𝜑
0 + 𝑘𝑥𝜑

𝑧

2
                      

𝜀𝑥𝑥 ،01 که در معادله
0 ،𝜀𝜑𝜑

𝜀𝑥𝜑و  0
 هاي صفحهبرابر با کرنش 0

 (هاهاي متوسط تقویت کنندهباشند )همان کرنشمیانی می

همان  01 هاي محاسبه شده در رابطه. از آنجا که کرنش[12]

-د آن، بنابراین بایاستها هاي سطح بالایی تقویت کنندهکرنش

تاي طولی تقویت هایی در دستگاه موازي با راسها را به کرنش

ها به صورت زیر انتقال کرنشبنابراین  ؛دکرها تبدیل کننده

 :آیندمی

(00) {

𝜀𝑙𝑙
𝜀𝑡𝑡
𝜀𝑙𝑡
} = [

𝑐2 𝑠2 2𝑠𝑐
𝑠2 𝑐2 −2𝑠𝑐
−𝑐𝑠 𝑐𝑠 𝑐2 − 𝑠2

] {

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝜑𝜑
𝜀𝑥𝜑

} 

به ترتیب برابر با کرنش در  𝜀𝑙𝑡و  𝜀𝑙𝑙 ،𝜀𝑡𝑡 ،00 که در رابطه

کننده، کرنش عمود بر محور تقویت کننده و امتداد تقویت

𝑠 همچنین  است؛کرنش برشی  = sin 𝜑 و𝑐 = 𝑐𝑜𝑠 𝜑  و برابر

 .[10]تقویت کننده نسبت به محور استوانه است  با زاویه

 

 
 ای تقویت شده استوانه سلول واحد پوسته -9شکل 
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ها برای یک سلول نمودار آزاد نیرو و ممان -4شکل 

 واحد 

 

 تحلیل نیرو -9-4
امتداد محور  ها تنها درتقویت کننده ،همانطور که بیان شد

ي مناسب براي کنند، با قرار دادن زاویهخود نیرو تحمل می

نیروي محوري هریک  00 ها در رابطههریک از تقویت کننده

 آید.به دست می 02 ها مطابق رابطهاز آن

𝐹1 = 𝐴𝐸1𝜀𝑙1 = 𝐴𝐸1(𝑐
2𝜀𝑥𝑥 + 𝑠

2𝜀𝜑𝜑 − 2𝑠𝑐𝜀𝑥𝜑) 

𝐹2 = 𝐴𝐸1𝜀𝑙2 = 𝐴𝐸1(𝑐
2𝜀𝑥𝑥 + 𝑠

2𝜀𝜑𝜑 + 2𝑠𝑐𝜀𝑥𝜑) 

(02) 𝐹3 = 𝐴𝐸1𝜀𝑙3 = 𝐴𝐸1(𝜀𝜑𝜑) 

برابر با مدول الاستیسیته در امتداد 𝐸1  ،02 در رابطه

 ، 𝜀𝑥𝑥 همچنین است؛نیز سطح مقطع آن  Aها و کنندهتقویت

𝜀𝜑𝜑  و𝜀𝑥𝜑  با  ها هستند.کنندههاي متوسط تقویت کرنش

تصویر نیروهاي اعمال شده بر سلول و جمع نیروها در راستاي 

𝑥و 𝜑   نیروي برشی نیز با [12]آید به دست می 02روابط .

 آید.جمع اجزاي نیرو در یک طرف سلول به دست می

𝐹𝑥 = (𝐹1 + 𝐹2)𝑐 

𝐹𝜃 = (𝐹1 + 𝐹2)𝑠 + 2𝐹3 

(02) 𝐹𝑥𝜃 = (𝐹2 − 𝐹1)𝑐 

ي نیروي برشی و منتجه 𝑥و  𝜃 جهاتهاي نیرو در منتجه

 طول       بر  جهتاز تقسیم نیروهاي هر  ،براي المان مورد نظر

-به دست می جهتضلع مورد نظر براي معادل کردن با یک 

 آیند. 

نیروها برواحد  02در معادلات  00 با جایگذاري معادلات

 :شودطول به صورت زیر استخراج می

𝑁𝑥 =
𝐴𝐸𝑙
𝑎
(2𝑐3𝜀𝑥𝑥

0 + 2𝑐3𝜅𝑥 (
𝑡

2
) 

                    +2𝑐𝑠2𝜀𝑥𝑥
0 + 2𝑐𝑠2𝜅𝜃 (

𝑡

2
)) 

𝑁𝜃 =
𝐴𝐸𝑙
𝑏
(2𝑠𝑐2𝜀𝑥𝑥

0 + 2𝑠𝑐2𝜅𝑥 (
𝑡

2
) 

                    +(2𝑠3 + 2)𝜀𝜃𝜃
0 + (2𝑠3 + 2)𝜅𝜃 (

𝑡

2
)) 

(00) 𝑁𝑥𝜃 =
𝐴𝐸𝑙
𝑏
(2𝑠𝑐2𝜀𝑥𝜃

0 + 2𝑠𝑐2𝜅𝑥𝜃 (
𝑡

2
)) 

(02) 𝑎 =
2𝜋𝑅

𝑁
       .      𝑏 =

2𝜋𝑅

𝑁 tan𝜑 
 

شعاع پوسته  Rها و برابر با نصف تعداد ریب N ،که در این روابط

 . [10] استاي استوانه

محاسبه ( 08رابطه )همچنین اثرات چگالی ریب به صورت 

  [:10] شودمی

 

 

 

 

 
(08) 

ℎ𝑠𝑡 =
2𝐴𝑠𝑡
𝑏𝑠𝑖𝑛𝜑

 

𝐼1 = ∫ 𝜌𝑑z  
ℎ𝑠𝑡

−ℎ𝑠𝑡

 

𝐼2 = ∫ 𝜌𝑠𝑡𝑧𝑑𝑧 
ℎ𝑠𝑡

−ℎ𝑠𝑡

 

𝐼3 = ∫ 𝜌𝑠𝑡𝑧
2𝑑𝑧  

ℎ𝑠𝑡

−ℎ𝑠𝑡

 

 

 تحلیل گشتاور -9-5

به دلیل وجود نیروهاي برشی بین پوسته و تقویت کننده، 

. همانطور که در (2شود )شکل ها وارد میگشتاور خمشی برآن

ها و پوسته در مجموعه Mگشتاور  شود،میاین شکل مشاهده 

گشتاوري که در  آید. تنها مولفهها به وجود میکنندهتقویت

، چون تنها این مولفه از گشتاور است shM ،شودمعادلات وارد می

 ها رويکنندهنیروهاي برشی بین پوسته و تقویت ناشی از

نهایت ماتریس سفتی  در خارجی است. میانی پوسته صفحه

 [:12آید ]ها به ورت زیر بدست میکنندهتقویت
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نیروهای برشی بین گشتاور خمشی ناشی از  -5شکل 

 [29پوسته و تقویت کننده ]

 :استحاکم  (09) روابطبین گشتاورها  براي موازنه

 𝑀𝑥 = (𝑀1 +𝑀2)𝑐 

 𝑀𝜃 = (𝑀1 +𝑀2)𝑠 

(09) 𝑀𝑥𝜃 = (𝑀2 −𝑀1)𝑐 

 هها باید به صفحنیروهاي به دست آمده براي تقویت کننده

میانی پوسته منتقل شوند، به همین جهت به دلیل وجود فاصله 

 شود. بابین نقطه اثر نیروها و خط میانی گشتاور ایجاد می

 میانی ضرب این نیروها در بازوي گشتاور )فاصله تا صفحه

 آید.ها به دست میپوسته( مقدار ممان

(22) 𝑀𝑖 =
𝐹𝑖𝑡

2
 

(22) [𝑁
𝑠𝑡

𝑀𝑠𝑡] = [
𝐴𝑠𝑡 𝐵𝑠𝑡

𝐵𝑠𝑡 𝐷𝑠𝑡
] [𝜀

0

𝑘
] 

 [𝐴𝑠𝑡] = 𝐴𝐸1

[
 
 
 
 
 
 
2𝑐3

𝑎

2𝑐𝑠2

𝑎
0

2𝑠𝑐2

𝑏

(2𝑠3 + 2)

𝑏
0

0 0
2𝑠𝑐2

𝑏 ]
 
 
 
 
 
 

 

 [𝐵𝑠𝑡] = 𝐴𝐸1𝑡

[
 
 
 
 
 
 
𝑐3

𝑎

𝑐𝑠2

𝑎
0

𝑠𝑐2

𝑏

(2𝑠3 + 2)𝑡

2𝑏
0

0 0
𝑠𝑐2

𝑏 ]
 
 
 
 
 
 

 

(21) [𝐷𝑠𝑡] =
𝐴𝐸1𝑡

2

2
  

[
 
 
 
 
 
 
𝑐3

𝑎

𝑐𝑠2

𝑎
0

𝑠𝑐2

𝑏

(2𝑠3 + 2)

2𝑏
0

0 0
𝑠𝑐2

𝑏 ]
 
 
 
 
 
 

 

ابطه توان به صورت یک ماتریس یک پارچه به صورت رو می

 نمایش داد: (20)

3 2 3 2

2 3 2 3

2 2

1 3 2 3 2 2 2

2 3 2 2 3
2

3 2 2

2 2
0 0

2 (2 2) (2 2)
0 0

2

2
0 0 0 0

0 0
2 2

(2 2) (2 2)
0 0

2 2 4

(2 2)
0 0 0 0

2 2

st
x

st

st
x

st
x

st

x

c s c c t s ct

a a a a

sc s c st s
tN b b b b

N sc sc t
N b b

AE
M c t s ct c t s ct

a a a aM

sc t s sc t sM t t
b b b b

s sc t

b b












  
 
 
 
 

 
 
 
 

   





0

0

0

x

x

x

x

























 
 
 
  

  
  
  
  
   
 
 
 
 

 

(20)  

از کرنش برشی به صورت  نیروي برش برآیند همچنین

 :است (22ابطه )ر

 𝐹𝑙𝑧1 = 𝐴𝑙𝐺𝑙𝑧(𝑠𝜀𝜃𝑧
0 + 𝑐𝜀𝑧𝑥

0 ) 

(22) 𝐹𝑙𝑧2 = 𝐴𝑙𝐺𝑙𝑧(−𝑠𝜀𝜃𝑧
0 + 𝑐𝜀𝑧𝑥

0 ) 

و جمع  𝜃 و x با حل مجدد این نیروها در راستاي محور

 به صورتهاي بالایی و پایینی سلول واحد، روي قسمتنیروها 

 :آیدبدست می( 22رابطه )

 𝑞𝑥
𝑠𝑡 = (𝐹𝑙𝑧1 + 𝐹𝑙𝑧2)c 

(22) 𝑞𝜃
𝑠𝑡 = (𝐹𝑙𝑧1 + 𝐹𝑙𝑧2)s 

 نوشت:( 20رابطه )ها را به صورت توان آنکه می

𝑞𝑥
𝑠𝑡 = 2𝐴𝑙𝐺𝑙𝑧𝑐

2𝜀𝑥𝑧
0     .     𝑞𝜃

𝑠𝑡 = 2𝐴𝑙𝐺𝑙𝑧𝑐𝑠𝜀𝑥𝑧
0  

(20)  

 ،توان با تقسیم نیروها بر طول متناظرو نیرو بر واحد سطح را می

 به دست آورد.( 22رابطه )صورت به 

 𝑞𝑥
𝑠𝑡 =

2𝐴𝑙𝐺𝑙𝑧𝑐
2𝜀𝑥𝑧

0

a
 

(22) 𝑞𝜃
𝑠𝑡 = 2𝐴𝑙𝐺𝑙𝑧𝑐𝑠𝜀𝑥𝑧

0 /a 

 نوشته شود: 28تواند به فرم رابطه و به صورت ماتریس می

(28) {
𝑄𝑥
𝑠𝑡

𝑄𝜃
𝑠𝑡} = [

2𝐴𝑙𝐺𝑙𝑧𝑐
2

𝑎
0

0
2𝐴𝑙𝐺𝑙𝑧𝑐𝑠

𝑏

] {
𝜀𝑥𝑧
0

𝜀𝑧𝜃
0 } 

و درنهایت با جمع سفتی معادل پوسته و سفتی معادل ریب، 

ABD  ی، به دست ماستماتریس که نشانگر سفتی کل سازه-

 :[12]آید 
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(29) 

st sh
st sh

st sh
st sh

st sh
x st x sh x

st sh
st sh

N V N V N

M V M V M

Q V Q V Q

Q V Q V Q  

  
   

   

  
   

   

 

 

 ارتعاش آزاد -9-9
تحریک خارجی برابر با صفر  ،ارتعاش آزاد به منظور حل مسئله

در معادله  28و  20یرد. پس از جایگزینی معادلات گقرار می

 :[18]شوند ساده می (22رابطه ) نتایج به صورت 10

[
 
 
 
 
𝐿11 𝐿12 𝐿13 𝐿14 𝐿15
𝐿21 𝐿22 𝐿23 𝐿24 𝐿25
𝐿31
𝐿41
𝐿51

𝐿32
𝐿42
𝐿52

𝐿33 𝐿34 𝐿35
𝐿43 𝐿44 𝐿45
𝐿53 𝐿54 𝐿55]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝑢(𝑥. 𝜑. 𝑡)

𝑣(𝑥. 𝜑. 𝑡)

𝑤(𝑥. 𝜑. 𝑡)

𝛽𝑥(𝑥. 𝜑. 𝑡)

𝛽𝜑(𝑥. 𝜑. 𝑡)}
 
 

 
 

= 0  

(22)  

𝐿𝑖𝑗  به منظور اقناع شرایط مرزي  .استاپراتور دیفرانسیلی

𝑢 ،𝑣 ،،𝑤 𝛽𝑥   و𝛽𝜑  به صورت زیر و به صورت سري دوگانه

 :[18]شوند تعریف می

𝑢 = �̅�𝑚𝑛𝑇𝑚𝑛(𝑡) = 𝐴𝑚𝑛
𝑑𝜂𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
cos 𝑛𝜑 𝑇𝑚𝑛(𝑡) 

𝑢 = �̅�𝑚𝑛𝑇𝑚𝑛(𝑡) = 𝐴𝑚𝑛
𝑑𝜂𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
cos 𝑛𝜑 𝑇𝑚𝑛(𝑡) 

𝑤 = 𝐶�̅�𝑛𝑇𝑚𝑛(𝑡) = 𝐶𝑚𝑛𝜂𝑤(𝑥) cos 𝑛𝜑 𝑇𝑚𝑛(𝑡) 

𝛽𝑥 = �̅�𝑚𝑛𝑇𝑚𝑛(𝑡) = 𝐷𝑚𝑛
𝑑𝜂𝛽𝑥(𝑥)

𝑑𝑥
𝑐𝑜𝑠𝑛𝜑𝑇𝑚𝑛(𝑡) 

𝛽𝜑 = �̅�𝑚𝑛𝑇𝑚𝑛(𝑡) = 𝐸𝑚𝑛𝜂𝛽𝜑(𝑥) sin 𝑛𝜑 𝑇𝑚𝑛(𝑡) 

(22)  

تعریف ( 21رابطه )به صورت  𝜂𝑖(𝑥)تابع ، 22در معادلات  که

 :[19]شود می

𝜂𝑖(𝑥) = 𝛼1 cosh
𝜆𝑚𝑥

𝐿
+ 𝛼2 cos

𝜆𝑚𝑥

𝐿
 

              −𝜎𝑚 (𝛼3 sinh
𝜆𝑚𝑥

𝐿
− 𝛼4 sin

𝜆𝑚𝑥

𝐿
) 

(21) 𝑖 = 𝑢. 𝑣. 𝑤. 𝛽𝑥 . 𝛽𝜑 

، 𝐴𝑚𝑛همچنین  است؛تابع زمان  𝑇𝑚𝑛(𝑡)، 22 در معادله

𝐵𝑚𝑛 ،𝐶𝑚𝑛 ،𝐷𝑚𝑛  و𝐸𝑚𝑛  طبیعی ضرایب ثابت شکل مود

تعداد نیم موج محوري   m.استارتعاش آزاد  مربوط به مسئله

 .استتعداد موج محیطی  nو 

 x( در راستاي محور 22) در معادله 𝜂𝑖(𝑥)تابع تیر مودال 

به   𝛽𝜑و  v ،wهاي جابجایی تعریف شده است و براي مولفه

از مشتق اول  𝛽𝑥و  uهاي جابجایی صورت عادي و براي مولفه

با توجه به مطالب یاد  𝜂𝑖(𝑥)بنابراین تابع  ؛شودآن استفاده می

ایط مرزي به صورت ترکیبی را توانایی اقناع کردن شر ،شده

 د داشت. خواه

برابر با  براي به دست آوردن ارتعاش آزاد از تابع زمان

𝑒𝑖𝜔𝑚𝑛𝑡  شود که می𝜔𝑚𝑛 ا و ب است برابر با فرکانس طبیعی

 ،و استفاده از روش گالرکین 21در  22جایگذاري معادلات 

 .[18]آید به دست می( 20اي از پنج معادله )مجموعه

∫ ∫ (𝐿11𝑢 + 𝐿12𝑣 + 𝐿13𝑤 + 𝐿14𝛽𝑥 +
𝐿

0

2𝜋

0

𝐿15𝛽𝜑)
𝑑𝜂𝛽𝑥(𝑥)

𝑑𝑥
cos 𝑛𝜑 𝑑𝑥𝑑𝜑 = 0  

∫ ∫ (𝐿21𝑢 + 𝐿22𝑣 + 𝐿23𝑤 + 𝐿24𝛽𝑥 +
𝐿

0

2𝜋

0

𝐿25𝛽𝜑)𝜂𝛽𝑥(𝑥) sin 𝑛𝜑 𝑑𝑥𝑑𝜑 = 0  

∫ ∫ (𝐿31𝑢 + 𝐿32𝑣 + 𝐿33𝑤 + 𝐿34𝛽𝑥 +
𝐿

0

2𝜋

0

𝐿35𝛽𝜑)𝜂𝛽𝑥(𝑥) cos 𝑛𝜑 𝑑𝑥𝑑𝜑 = 0  

∫ ∫ (𝐿41𝑢 + 𝐿42𝑣 + 𝐿43𝑤 + 𝐿44𝛽𝑥 +
𝐿

0

2𝜋

0

𝐿45𝛽𝜑)
𝑑𝜂𝛽𝑥(𝑥)

𝑑𝑥
cos 𝑛𝜑 𝑑𝑥𝑑𝜑 = 0  

(20) ∫ ∫ (𝐿51𝑢 + 𝐿52𝑣 + 𝐿53𝑤 + 𝐿54𝛽𝑥 +
𝐿

0

2𝜋

0

𝐿55𝛽𝜑)𝜂𝛽𝑥(𝑥) sin 𝑛𝜑 𝑑𝑥𝑑𝜑 = 0  

و ساده سازي آن به عبارت  20 گیري از معادلهبا انتگرال

 رسیم:می( 22)

[𝐶]𝑚𝑛{∆}𝑚𝑛 =

[
 
 
 
 
𝐶11 𝐶12 𝐶13 𝐶14 𝐶15
𝐶21 𝐶22 𝐶23 𝐶24 𝐶25
𝐶31
𝐶41
𝐶51

𝐶32
𝐶42
𝐶52

𝐶33 𝐶34 𝐶35
𝐶43 𝐶44 𝐶45
𝐶53 𝐶54 𝐶55]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝐴𝑚𝑛
𝐵𝑚𝑛
𝐶𝑚𝑛
𝐷𝑚𝑛
𝐸𝑚𝑛}

 
 

 
 

 

(22)                         =

{
 
 

 
 
0
0
0
0
0}
 
 

 
 

 

 دهیبسیار طولانی و پیچ عباراتی ijCضرایب  ،22 که در رابطه

-پارامترهاي هندسی، خواص مکانیکی قطعه و فرکانس ،شامل

سازي و جداکردن ماتریس  هاي طبیعی هستند. پس از ساده

 رسیم:می( 22)سفتی و جرم به عبارت 

[𝐶]𝑚𝑛{∆}𝑚𝑛 = [[𝐾]𝑚𝑛 − 𝜔𝑚𝑛
2 [𝑀]𝑚𝑛]{∆}𝑚𝑛 = 0 

(22)  
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ماتریس  𝑚𝑛[𝑀]بردار ضرایب شکل مود،  𝑚𝑛{∆}که در آن 

 شوند.ماتریس سفتی نامیده می 𝑚𝑛[𝐾]جرم و 

[𝑀]𝑚𝑛 =

[
 
 
 
 
𝐼1𝑅 0 0       𝐼2𝑅   0

0 𝐼1𝑅 + 2𝐼2 0 𝐼2𝑅 + 𝐼3 0

0
𝐼2𝑅
0

0
0

𝐼2𝑅 + 𝐼3

𝐼1𝑅     0      0
0      𝐼2𝑅    0
0       0    𝐼3𝑅]

 
 
 
 

 

(20)  

باید دترمینان  ،22 براي داشتن حل غیر بدیهی از معادله

 ضرایب برابر با صفر شود. بنابراین:

(22) 
|
|

𝐶11 𝐶12 𝐶13 𝐶14 𝐶15
𝐶21 𝐶22 𝐶23 𝐶24 𝐶25
𝐶31
𝐶41
𝐶51

𝐶32
𝐶42
𝐶52

𝐶33 𝐶34 𝐶35
𝐶43 𝐶44 𝐶45
𝐶53 𝐶54 𝐶55

|
|
= 0 

 سازي به یک بالا و ساده پس از دترمینان گیري از معادله

 رسیم:به صورت زیر می 22درجه  معادله

𝑎1𝜔
10 + 𝑎2𝜔

8 + 𝑎3𝜔
6 + 𝑎4𝜔

4 + 𝑎5𝜔
2 + 𝑎6 = 0 

(28)  

مثبت   که پنج جواب آن  استجواب  22داراي  28 معادله

هاي مثبت قابل قبول و تنها جواب استو پنج جواب آن منفی 

 متناظر با فرکانس    به بزرگ  ها از کوچکباشند و فرکانسمی

 .[18]باشند ارتعاش خمشی، پیچشی و طولی می

 

 سازی و تحلیل در نرم افزار آباکوسمدل -4
هاي به دست آمده از ارتعاش آزاد سنجی جواببه منظور صحت

 سازيمدل  و اجباري، یک استوانه مشبک در نرم افزار آباکوس

شود و آنالیز مودال و تغییرات جابجایی شعاعی بر حسب می

 گیرد. زمان در مورد آن انجام می

 
، از 0به منظور مدلسازي استوانه مشبک کامپوزیتی شکل 

استفاده و مسیرهاي مربوط به ریب روي بدنه  S4Rالمان 

 .شوداستوانه ترسیم می

 

 نتایج و بحث -5
برنامه توسعه یافته در نرم افزار متلب،  ،همانطور که گفته شد

براي تحلیل هرنوع استوانه مشبک با خواص و ابعاد مختلف 

هاي کربنی به خواص نانولوله 2. در جدول استقابل کاربرد 

 ؛دشوکار برده شده در ماتریس و الیاف استفاده شده ارائه می

-همچنین خواص استوانه مشبک تقویت شده با کسر حجمی

 .بیان شده است 1لف در جدول هاي مخت

 

 
افزار مدلسازی استوانه مشبک به وسیله نرم -9شکل 

 آباکوس

 

 [91، 21های کربنی، ماتریس و الیاف استفاده شده ]خواص مکانیکی نانولوله -9جدول 

 نانو لوله کربنی

  
12
CN  23

CNG  12
CNG  22

CNE  11
CNE  

2222 3

Kg

m
 222/2  00/1  TPa 92/2  TPa 28/2  TPa  02/2 TPa 

E Glass 

  12  12G  22E  11E  

10/1022  
kg

m3 11/2   21/02 MPa 28/20  MPa 28/20  MPa 
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Poly (methyl methacrylate) 

 

  
12
m  mE  

922 
3

kg

m
 02/2  2/1  GPa 

 

 های کربنیخواص مکانیکی ماتریس تقویت شده با نانو لوله -2جدول 

 هاي کربنیخواص ماتریس تقویت شده با نانولوله

𝑉𝐶𝑁
∗ = 2%  

  12 23G 12G 22E 11E 

 2/2222®
kg

m3
 18/2  11/0 GPa 01/1  GPa  81/8 GPa 12/08  GPa 

𝑉𝐶𝑁
∗ = 21%  

  12 23G  12G  22E  11E  

 2202®
kg

m3 12/2  00/0 GPa 20/0  GPa  20/22 GPa 91/80  GPa 

𝑉𝐶𝑁
∗ = 22%  

  12 23G  12G  22E  11E  

 2221®
kg

m3
 10/2  22/2 GPa 29/0  GPa  02/22 GPa 02/222  GPa 

𝑉𝐶𝑁
∗ = 18%  

  12 23G  12G  22E  11E  

 2209®
kg

m3 10/2  22/2 GPa 88/0  GPa  82/20 GPa 99/222  GPa 

 

اي مشبک تقویت شده با نانو هاي استوانهابعاد همه پوسته

است، به جز  0هاي کربنی مورد بررسی نیز، مطابق جدول لوله

مواردي که ذکر شود. کسر حجمی در نظر گرفته شده براي 

 است. 21/2هاي کربنی نیز برابر نانولوله

 

 خواص هندسی استوانه مشبک -9جدول 

 mm 2222 شعاع پوسته

                                                           
1 Cell Area Ratio 

 mm 1222 طول

202/2×202/2 سطح مقطع ریب m 

 درجه 02 هازاویه ریب

2CAR 22/2 

 [22 -22 22 -22] لایه چینی

 

های طبیعی )هرتز( برای پوسته مقایسه فرکانس -4جدول 

 یکسر آزاد-ای یکسرگیرداراستوانه
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 (m=1, L=502 mm, h=1.63 mm 𝑬 = 𝟐.𝟏 × 𝟏𝟎𝟏𝟏
𝑵

𝒎𝟐
. 𝒗 =

𝟎. 𝟐𝟖 . 𝝆 = 𝟕. 𝟖 × 𝟏𝟎𝟑
𝑲𝒈

𝒎𝟑
) 

n Sharma [29]  
Lam 

[12]  

 حاضر

Analytical Numerical 

0 2/202  9/229  2/220  2/221  

2 2/2222  0/2229  2/2280  2/2222  

2 2/1000  9/1002  0/1090  2/1222  

0 2/0129  9/0200  0/0222  0/0222  

 

های ساده و بررسی نتایج ارتعاشات آزاد استوانه -5-9

 مشبک کامپوزیتی 
هاي به دست آمده از تحلیل جواببراي بررسی صحت 

هاي به دست آمده با مراجع و نرم افزار ارتعاشات آزاد، فرکانس

ABAQUS شود.مقایسه می 
 

های طبیعی با مراجع و نرم افزار مقایسه فرکانس -5-2
ABAQUS 

هاي طبیعی محاسبه شده از نرم به منظور اطمینان از فرکانس

هاي مقالات موجود و داده افزار متلب، نتایج به دست آمده با

شود. براي این امر، ابتدا صحت سنجی می ABAQUSنرم افزار 

ایزوتروپیک با شرایط مرزي یکسر آزاد  هاي یک استوانهفرکانس

ا ب یکسرگیردار با استفاده از نرم افزار متلب به دست آورده و 

هاي شود. سپس فرکانسمقایسه می 2مراجع معتبر در جدول 

کامپوزیتی به ازاي شرایط مرزي مختلف با  استوانهپایه یک 

شود و با نتایج استفاده از نرم افزار متلب به دست آورده می

ABAQUS  با  شود.صحت سنجی می 2و مقالات در جدول

هاي به دست آمده شود که دادهمشاهده می 2توجه به جدول 

 ؛از نرم افزار آباکوس و متلب اختلاف بسیار اندکی دارند

حاضر در مقایسه با نتایج موجود در مقالات  همچنین مطالعه

 .استدرصد را دارا  1علمی اختلافی در حدود 

هاي طبیعی به دست آمده از یک فرکانس 2در جدول 

استوانه کامپوزیتی براي شرایط مرزي مختلف با نتایج موجود 

نشان داده شده است. در این مرجع، براي یافتن  ]19[در مرجع 

                                                           
1 Finite Element Method 

شود. همانطور که از ها از تئوري کلاسیک استفاده میفرکانس

هاي به دست شود، اختلاف بین دادهاین جدول مشاهده می

 بسیار ناچیز است. 2FEMآمده از مراجع و نرم افزار 
 

 هابسط تئوری ورق -5-9
محاسبات فنی در تعریف بر طبق معیاري که اغلب به منظور 

شود، نسبت ضخامت به طول یک پوسته نازک استفاده می

باشد. این نسبت براي  12به  2دهانه کوچکتر باید کمتر از 

[، در نتیجه براي 28هاي ایزوتروپیک صادق است ]پوسته

 شود یفتعراي مشبک باید نسبت جدیدي هاي استوانهپوسته

کار گرفته شود. به همین که تئوري ورق و پوسته بتواند به 

 شود. به بررسی این پارامتر پرداخته می 0دلیل در جدول 

H، نسبت 0جدول 

R
Hهاي مختلف )  = t + h را براي یک )

بنی کر هاياستوانه کامپوزیتی مشبک تقویت شده با نانوله

ضخامت  به ترتیب  Hو  t  ،hدهد که در این رابطهنشان می

ضخامت ریب و پوسته است. مجموع  Hریب، ضخامت پوسته و 

 اياستوانه نسبت مساحت سلول واحد به سطح کل پوسته

(CAR برابر با ) 
1

100
است. همانطور که از این جدول مشاهده  

1شود، همچنانکه ضخامت از می

20
1به   

100
کند، خطاي تغییر می 

شود و در نسبت ضخامت بین حل عددي و تحلیلی کمتر می
H

R
=

1

100
تا  1بین روابط تحلیلی و عددي، بین ، اختلاف خطاي 

 کامپوزیتی مشبک شود؛ بنابراین براي هر استوانهدرصد می 0

Hمعین نسبتی خاص از  CARبا نسبت 

R
وجود دارد که بر مبناي  

 توان از نظریه تئوري ورق و پوسته استفاده کرد.آن می
 

 بررسی پارامترهای موثر بر فرکانس طبیعی -5-4

 حجمی تقویت کننده روی فرکانس پایهاثر کسر  -5-4-9

، اثر کسر حجمی ریب بر فرکانس طبیعی استوانه 2در شکل 

 .مشبک کامپوزیتی بررسی شده است
ابتدا یک استوانه کامپوزیتی بدون ریب در نظر گرفته و 

سپس با کاهش ضخامت پوسته استوانه، مقدار حجم کم شده 

ه ذکر است ک شود. شایاناز ضخامت پوسته به ریب تبدیل می

𝐶𝐴𝑅 =
1

100
ها مربع است. اثر این کاهش و سطح مقطع ریب 

ضخامت و تبدیل میزان حجم کاهش یافته به ریب براي چهار 

شود. همانطور هاي کربنی بررسی میکسر حجمی از نانو لوله

شود، با افزایش کسر حجمی ریب، که از شکل مشاهده می
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یابد؛ افزایش میفرکانس پایه نیز در هر چهار کسر حجمی 

 بنابراین حضور ریب علاوه بر افزایش سفتی سازه به بالاتر رفتن

یز به پایه ن مودهاي شکل کند.می کمک نیز آن طبیعی فرکانس

، با افزایش کسر حجمی 18/2و  22/2، 21/2ازاي کسر حجمی 

ماند؛ همچنین ثابت می 8/2تا  1/2کاهش و از  2/2تا  2ریب از 

که کسر حجمی صفر است، با افزایش کسر  شکل مود در زمانی

ثابت است. از  8/2تا  0/2کاهش و از  1/2تا  2حجمی ریب از 

 ازهس در توان دریافت که تغییر در سفتی موجوداین شکل می

بر افزایش فرکانس  علاوه است، همراه جرم اندک افزایش با که

 تواند باعث تغییر شکل مود نیز شود.پایه، می

,1 ای کامپوزیتی با شرایط مرزی مختلف( پوسته استوانهHzفرکانس طبیعی ) مقایسه -5جدول  0.002, 6
h L

m
R R

   

n 

S-S C-C C-SS 

Lam [19]  present 
Lam [19]  

present 
Lam [19]  

present 

Analytical Numerical Analytical Numerical Analytical Numerical 

2 10/02  00/02  02/02  20/89  02/89  02/89  22/28  12/28  21/28  

1 09/10  01/10  01/10  12/20  20/20  28/22  22/02  22/02  20/01  

0 82/22  91/22  90/22  22/10  81/10  10/12  29/22  22/22  12/22  

2 20/8  10/8  12/8  92/22  12/22  98/22  10/22  20/22  12/22  

2 82/8  02/8  08/8  21/21  28/21  20/21  29/22  21/22  29/22  

0 22/22  19/22  2/22  29/21  82/21  89/21  20/22  89/22  92/22  

2 22/22  22/22  12/22  08/22  29/22  91/22  12/22  00/22  29/22  

 

𝑯بررسی نسبت -9جدول 

𝑹
  .𝑳

𝑹
= B.C.: SS-SS ،𝑽𝑪𝑵𝑻و    .𝟐

∗ = 𝟎. 𝟏𝟐 

n 

𝐻/𝑅 

1

20
 

% ∗ 

1

40
 

% 

1

00
 

% 

ABAQUS MATLAB ABAQUS MATLAB ABAQUS MATLAB 

2 2022/2 2029/28 8 822/02 282/822 2 212/22 222/28 1 

1 922/10 820/28 9 229/08 212/29 2 109/20 122/22 0 

0 290/90 222/21 20 120/82 102/28 9 211/12 222/12 0 

2 022/20 208/22 20 292/9 209/22 20 20/29 22/22 2 

2 822/92 202/22 21 122/21 289/92 22 01/22 20/20 8 

0 2222/22 2202/89 9 122/20 121/02 2 02/08 29/22 9 

2 2201/22 2210/20 0 022/00 002/88 2 29/02 21/00 8 

 

n 

𝐻

𝑅
 

1

100
 

% 

1

200
 

% 

ABAQUS MATLAB ABAQUS MATLAB 

2 018/21 000/22 2 220/22 222/88 0 

1 282/22 222/29 2 91/22 92/22 0 

0 92/20 91/91 2 28/22 20/22 0 

2 29/12 20/29 2 18/12 12/20 1 
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2 22/00 21/22 2 28/98 28/22 1 

0 20/19 22/22 0 22/29 22/22 1 

2 29/81 20/22 0 20/21 20/22 1 

 

 
𝐂𝐀𝐑اثر کسر حجمی ریب بر فرکانس طبیعی استوانه مشبک کامپوزیتی.  -7شکل  = 𝟎. 𝟎𝟏 .

𝑳

𝑹
= 𝟐.  𝑩. 𝑪 = 𝑺𝑺 − 𝑺𝑺 .

 درجه است 91زاویه برابر با 
 

اثر کسر حجمی تقویت کننده روی فرکانس کلی  -5-4-2

 سازه

اثر کسر حجمی ریب روي فرکانس کلی سازه براي  ،8در شکل 

𝑉𝐶𝑁𝑇𝑠 %2 کسر حجمی
∗  است. نشان داده شده =

براي کسر حجمی  ،شودمی مشاهده 8همانطور که از شکل 

، فرکانس کاهش ناچیزي دارد و پس این  0/2تا  2ریب از 

هاي ابتدایی محدوده با افزایش کسر حجمی ریب، فرکانس

یابند. علاوه بر این پس از فرکانس پایه، ترکیبی از افزایش می

پوسته و تقویت کننده نقش مهمی در تعیین میزان افزایش 

و با انتخاب صحیح کسر حجمی ریب  استفرکانس را دارا 

توان به بیشترین میزان افزایش فرکانس دست یافت. شایان می

 ايهذکر است که این اتفاق بیانگر این است که در فرکانس

گذارد، اثر غالبی را بر روي فرکانس می𝐴𝑖𝑗 اثر، ماتریس  ابتدایی

طح باشد و سچرا که این ماتریس وابسته به ضخامت پوسته نمی

ریب داراي بیشترین تاثیر روي فرکانس است. بعلاوه در 

، ماتریس سفتی 2مودهاي بالاتر به دلیل افزایش انرژي واپیچش

ک ، بنابراین با نزدیاستدارا خمشی، تاثیر غالب بر فرکانس را 

به  یابد.به صفر، سفتی کلی سازه کاهش می 𝐷𝑖𝑗شدن ماتریس 

در 𝐴𝑖𝑗 و  𝐷𝑖𝑗ماتریس  𝐷11و  𝐴11هاي درآیه    عنوان مثال

                                                           
1 Distortion Energy 

نشان داده شده است همانطور که از این شکل مشاهده  9شکل 

 ماتریس 𝐴11 شود، با نزدیک شدن به فرکانس طبیعی درآیهمی

𝐴𝑖𝑗  کاهش و𝐷11 اما در مودهاي بالا درآیه ،یابدافزایش می 

𝐷11 به دلیل کاهش ضخامت پوسته کاهش چشمگیري پیدا   

کند و در نتیجه باعث کاهش فرکانس سازه در مودهاي می

هایی که در سازه ،کنداثبات می 8. شکل شودبالاتر می

 ترکیبی از ریب وهاي گسترده فرکانسی کاربرد دارند، محدوده

 پوسته تاثیر مهمی بر افزایش فرکانس کلی سازه دارد.

 

 روی فرکانسهای کربنی اثر کسر حجمی نانو لوله -5-4-9

به بررسی اثرات نانو لوله کربنی و شرایط مرزي  21تا  22شکل 

پردازد. همانطور استوانه کامپوزیتی مشبک می روي فرکانس

هاي کربنی، افزایش کسر حجمی نانولوله ،رودکه انتظار می

بدون توجه به نوع شرط مرزي، منجر به سفتی و در نتیجه 

شود. این افزایش به دلیل توانایی بی نظیر افزایش فرکانس می

هاي کربنی در بهبود خواص الاستیسیته ماتریس و در نانولوله

𝑉𝐶𝑁. به عنوان مثال، با افزایش استنتیجه افزایش سفتی سازه 
∗ 

درصد افزایش پیدا  2، جرم سازه در حدود 22/2تا  21/2از 

درصد افزایش  11کند، اما فرکانس در مودهاي بالا در حدود می
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𝑉𝐶𝑁یابد. علاوه براین با افزایش می
فرکانس  18/2تا  22/2از  ∗

یابد. استوانه مشبک کامپوزیتی با شرط مرزي پایه افزایش می

C-C از  ترهاي گیردار سفتچون لبه ،دارد هاي بالاتريفرکانس

 باشند.دیگر شرایط مرزي می

 
𝐂𝐀𝐑اثر کسر حجمی ریب روی فرکانس کلی سازه.  -7شکل  = 𝟎.𝟎𝟏 .

𝑳

𝑹
= 𝟐.  𝐁.𝐂 = 𝐒𝐒 − 𝐒𝐒:درجه.  91،   زاویه ریب𝑽𝑪𝑵𝑻𝒔

∗ =

𝟎 
 

 
 استوانه مشبک کامپوزیتی  (𝑩𝟏𝟏)و   (𝑨𝟏𝟏)مقایسه بین ماتریس  -1شکل 

 

 



 
 

 

 چاپ آنلاین | و همکاران یسندهنو ینام خانوادگ 

 

 

 

های ، مشخصهاست UDاثر کسر حجمی کربن نانوتیوب بر روی فرکانس کلی سازه. توزیع نانوتیوب کربنی به صورت  -91شکل 

×A=36، سطح مقطع: R=1m, L=2 mهندسی:  𝟏𝟎−𝟔 𝒎𝟐 .𝐂𝐀𝐑 = 𝟎.  .استدرجه  91، زاویه ریب برابر با  𝟎𝟏

B.Cs: SS-SS, ، 𝑯

𝑹
= 𝟎. 𝒕و نسبت ضخامت پوسته به ضخامت ریب:  𝟎𝟏

𝒉
=

𝟐

𝟑
 

 
های ، مشخصهاست UDاثر کسر حجمی کربن نانوتیوب روی فرکانس کلی سازه. توزیع نانوتیوب کربنی به صورت  -99شکل 

×A=36، سطح مقطع: R=1m, L=2 mهندسی:  𝟏𝟎−𝟔 𝒎𝟐 .𝐂𝐀𝐑 = 𝟎.  .استدرجه  91، زاویه ریب برابر با 𝟎𝟏

B.C:C-C,  ،𝑯

𝑹
= 𝟎. 𝒕و نسبت ضخامت پوسته به ضخامت ریب:  𝟎𝟏

𝒉
=

𝟐

𝟑
 

 

 
های ، مشخصهاست UDاثر کسر حجمی کربن نانوتیوب بر روی فرکانس کلی سازه. توزیع نانوتیوب کربنی به صورت  -92شکل 

×A=36، سطح مقطع: R=1m, L=2 mهندسی:  𝟏𝟎−𝟔 𝒎𝟐 .𝐂𝐀𝐑 =  .استدرجه  91، زاویه ریب برابر با  𝟎.𝟎𝟏

 B.C: C-SS,   ،𝑯

𝑹
= 𝟎. 𝒕و نسبت ضخامت پوسته به ضخامت ریب:  𝟎𝟏

𝒉
=

𝟐

𝟑
 

 

، کمترین فرکانس را دارا SS-SSمتعاقب آن شرط مرزي 

شود که با افزایش عدد مود، نتایج است. بعلاوه، مشاهده می

ایج گیرند، این واگرایی نتعددي و تحلیلی از یکدیگر فاصله می

                                                           
1 Distortion Energy 

[ اثرات مربوط به انرژي 12به این دلیل است که روش کیدان ]

 تواند به حساب آورد.و ممان اینرسی ریب را نمی 2اعوجاجی

 

 اثرات زاویه ریب -5-4-4
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اثرات زاویه ریب یک استوانه مشبک کامپوزیتی  20در شکل 

 ،درجه 82تا  22شود. با افزایش زاویه ریب از مطالعه می

 بنابراین هرچقدر ؛یابدفرکانس پایه به طور خطی افزایش می

-ریب    شود، به دلیل اینکهدرجه نزدیک می 82زاویه ریب به 

  کنند،می پیدا سوق 2محیطی سمت به استوانه هاي

 

 
𝑳ریب، اثرات زاویه  -99شکل 

𝑹
= 𝟐.  𝑩. 𝑪 = 𝑪 − 𝑪 

 

-یابد؛ همچنین افزایش زاویه، رابطهفرکانس شعاعی افزایش می

 اي خطی با افزایش فرکانس دارد.

 

 ریب محیطیاثرات حضور و یا عدم حضور  -5-4-5

اي مشبک با زاویه براي یک پوسته استوانه 9تا  2در جدول 

-درجه، اثرات حضور ریب محیطی براي کسر حجمی 22ریب 

هاي کربنی و شرایط مرزي متفاوت هاي مختلف از نانولوله

-شود، حضور ریب. همانطور که مشاهده میشده استبررسی 

افزایش فرکانس هاي محیطی در سازه با هر شرط مرزي باعث 

اما  ،شودبه خصوص در مودهاي قبل و بعد فرکانس پایه می

هاي محیطی اثر قابل توجهی روي فرکانس پایه ندارند. ریب

که در فرکانس پایه، انرژي  استاین عدم تغییر به این دلیل 

ریب محیطی سبب         اعوجاجی در سازه کم و افزودن 

، فرکانس پایه تغییر در نتیجه ؛شودافزایش وزن سازه می

اي ههاي بالاتر با افزودن ریبکند. حال در فرکانسچندانی نمی

محیطی، مقاومت سازه در برابر انرژي اعوجاجی افزایش و 

 یابد.می    درنتیجه فرکانس نیز افزایش

                                                           
1 Circumfrential Ribs 

توان دریافت که می 9تا  2هاي همچنین با توجه به جدول

سبب تغییر شکل هاي محیطی با هندسه مشخص، افزودن ریب

د. این تغییر سبب کاهش عدد شکل مود شومود پایه نیز می

شود، اما براي شرط مرزي دو سر گیردار براي این ابعاد پایه می

ذکر شده، افزودن ریب محیطی تغییري  CARو اندازه و نسبت 

 کند.در شکل مود ایجاد نمی

گر علامت * نشان 9تا  2هاي شایان ذکر است که در جدول

 تقویت شده با ریب فرکانس پایه و ** اختلاف بین استوانه

 .استمحیطی و بدون ریب محیطی 

 

 گیرینتیجه -9
اي مشبک تحت تاثیر پارامترهاي مختلف هاي استوانهفرکانس

هندسی، لایه چینی و خواص ماده سازنده است. تاثیر این 

 پارامترها به صورت زیر است:

𝐻و ریب به شعاع )با افزایش نسبت ضخامت پوسته  (2

𝑅
 ،)

-اختلاف نتایج حاصل از حل عددي و تحلیلی کم می

 (.2شود )جدول 
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با افزایش کسر حجمی ریب، فرکانس پایه افزایش  (1

تواند یابد؛ همچنین تغییر در کسر حجمی میمی

 (.2باعث تغییر در شکل مود پایه شود )شکل 

با افزایش زاویه ریب نسبت به محور استوانه فرکانس  (0

یابد )شکل پایه سازه به صورت خطی افزایش می

20.) 

𝐁.𝐂محیطی. ای با ریب و بدون ریب مقایسه پوسته استوانه -7جدول  =  𝐒𝐒 − 𝐒𝐒, 𝑪𝑨𝑹 = 𝟎.𝟎𝟏 .
𝑳

𝑹
= 𝟐 

n 

𝑉𝐶𝑁
∗ = 12 𝑉𝐶𝑁

∗ = 17 𝑉𝐶𝑁
∗ = 20 

 با ریب محیطی بدون ریب محیطی با ریب محیطی بدون ریب محیطی با ریب محیطی بدون ریب محیطی

  **%   **%   **% 

2 09/021  20/092  0/21  21/220  22/228  0/9  08/220  22/220  2/21  

1 09/122  22/112  2/0  02/120  92/122  2/2  20/180  22/192  2/0  

0 29/220  22/222  0/0  10/228  22/212  1/1  22/200  09/222  2/0  

2 20/01  22/01  2/2  92/22  02/22  2/2  20/82  00/81  2/2  

2 20/22  * 08/22  0/2  89/21  * 02/20  2/2  92/02  * 00/01  2/2  

0 * 02/22  20/29  2/2  * 02/29  21/20  2/2  * 22/29  21/02  0/2  

2 02/22  22/02  2/22  18/22  29/02  2/22  02/02  21/29  1/22  

8 98/02  12/22  2/29  22/00  20/82  9/28  28/82  12/222  8/29  

 

𝑪𝑨𝑹محیطی. ای با ریب و بدون ریب مقایسه پوسته استوانه -7جدول  = 𝟎. 𝟎𝟏 .
𝑳

𝑹
= 𝟐  . 𝐁. 𝐂 =  𝐂 − 𝐂, 

n 

𝑉𝐶𝑁
∗ = 12 𝑉𝐶𝑁

∗ = 17 𝑉𝐶𝑁
∗ = 20 

 با ریب محیطی بدون ریب محیطی با ریب محیطی بدون ریب محیطی با ریب محیطی بدون ریب محیطی

  **%   **%   **% 

2 20/090  11/222  9/2  22/222  22/209  8/0  22/222  10/222  0/2  

1 80/192  08/192  0/2  92/010  02/002  1/2  22/029  01/080  2/2  

0 20/290  29/290  1/2  20/122  22/128  2/2  22/121  21/121  2/2  

2 20/202  92/202  0/2  21/222  02/222  2/2  09/209  82/209  2/2  

2 02/90  20/92  8/2  22/220  20/222  8/2  22/212  02/211  2/2  

0 92/20  20/22  2/2  92/80  12/82  8/0  20/90  82/99  2/0  

2 * 02/00  * 08/22  8/22  * 22/22  * 22/80  2/22  * 99/82  * 00/92  2/22  



 

 

 

 15 | و همکاران یضفا 

 

 4/ شماره 91/ دوره 9311ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

8 10/08  22/80  8/22  20/20  20/92  2/20  22/82  01/222  9/20  

 

B.C.: C-SS, 𝑪𝑨𝑹 محیطیای با ریب و بدون ریب مقایسه پوسته استوانه -1جدول  = 𝟎.𝟎𝟏.  
𝑳

𝑹
= 𝟐  

n 

𝑉𝐶𝑁
∗ = 0.12 𝑉𝐶𝑁

∗ = 0.17 𝑉𝐶𝑁
∗ = 0.20 

 با ریب محیطی بدون ریب محیطی با ریب محیطی بدون ریب محیطی با ریب محیطی بدون ریب محیطی

  **%   **%   **% 

2 20/028  22/222  0/0  82/202  22/228  2/2  22/292  80/212  9/2  

1 20/108  80/108  2/2  18/021  22/021  2/2  12/022  22/022  2/2  

0 91/220  10/222  1/2  29/222  28/222  1/2  99/122  02/122  1/2  

2 28/92  89/92  2/2  29/229  20/229  2/2  80/210  92/210  2/2  

2 01/00  02/00  2/2  22/20  82/20  2/2  28/80  92/80  2/2  

0 82/22  * 22/28  2/2  20/01  * 98/02  2/2  21/22  * 88/22  2/2  

2 * 12/22  22/00  2/22  * 92/02  28/22  2/20  * 00/09  88/82  9/20  

8 08/02  20/20  0/12  09/02  22/80  2/29  22/22  28/90  1/12  

9 22/22  22/92  0/12  89/28  89/221  0/10  82/92  82/228  2/10  

22 10/82  90/222  2/10  21/90  09/212  0/12  28/228  22/222  0/12  

 

ابد یمی  با افزودن ریب محیطی فرکانس سازه افزایش (2

و اثر حضور ریب محیطی به خصوص در مودهاي 

 (.2)جدول بالاتر از فرکانس طبیعی مشهودتر است 

دوسر ساده  هاي محیطی در شرایط مرزيحضور ریب (2

و یکسر گیردار یکسر ساده، باعث تغییر در شکل مود 

شود، اما در شرایط مرزي دوسر گیردار باعث پایه می

 (.8شود )جدول تغییر شکل مود نمی

هاي سازه را توان فرکانسبا تغییر لایه چینی می (0

لا هاي باه در فرکانستغییر داد و اثر این تغییر زاوی

 بیشتر است.     

هاي کربنی باعث تغییر در خواص ( حضور نانولوله2

ماتریس و در نتیجه تغییر فرکانس طبیعی و پاسخ 

 ها به صورت زیرشود که تاثیر آندینامیکی سازه می

 است.

تا  2هاي کربنی از (  با افزایش کسر حجمی نانولوله8

یابد ه افزایش میهمواره فرکانس کلی ساز 18/2

 (.21 -22)شکل 
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