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  چکیده

 نانوصفحه غیرخطیشود. براي این منظور، ارتعاشات یگرافن براي طراحی حسگر جرمی با حساسیت بالا استفاده مدر این مقاله از صفحه 

نانو صفحه حسگر، از نظریه  سازي مدلد. براي شو حسگر جرمی بررسی می عنوان بهکربنی بر بستر وینکلر و پسترناك، جهت استفاده 

شود، سپس از روش  گرفته می در نظرمتمرکز واقع بر نقاط دلخواه از صفحه  هاي جرمشود و اثر  صفحه غیر موضعی کیرشهف استفاده می

 هاي مقیاسد. در مرحله بعد، از روش سري با شو دیفرانسیل معمولی استفاده می حاکم به معادله اي پارهگالرکین جهت تبدیل معادله 

ید. پارامتر غیرموضعی که نقش مهمی در رفتار نانو سیستم دارد، از طریق آ می به دستزمانی چندگانه، پاسخ فرکانسی غیرخطی سیستم 

کربنی با نتایج دینامیک مولکولی صحت سنجی  نانوصفحهشود و فرکانس طبیعی  هاي دیگر، تعیین می کار با پژوهش مقایسه نتایج

، قابلیت تشخیص تک جرم در شده  طراحیه حسگر شود ک انتخاب می اي گونه به استفاده موردشخصات بستر د. ابعاد نانوصفحه و مشو می

 بررسی و با یکدیگر مقایسه ،هاي مختلف جرمی نیز گرم را داشته باشد. قابلیت تشخیص جرمی در چینشزپتونانوصفحه با مقدار پنج مرکز 

 خواهند شد.

  .غیرموضعینظریه  ی؛گرافنصفحه  حسگر جرم سنج؛ جرم گسترده؛ ارتعاشات غیرخطی؛ :کلمات کلیدي
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Abstract 
Graphene Sheets are used in this paper to design a high-sensitivity mass sensor. For this purpose, the 
nonlinear vibrations of carbon nanoplates on the Winkler and Pasternak foundation are investigated for use 
as a mass sensor. Kirchhoff's nonlocal plate theory is used to model the sensor's nanoplate, and the effect of 
concentrated masses on the arbitrary points of the plate is considered, then the Galerkin method is used to 
transform the partial governing equation into the ordinary differential equation. Next, the nonlinear 
frequency response of the system is obtained by the series method with multiple time scales. The nonlocal 
parameter that plays an important role in the behavior of the nano system is determined by comparing the 
results with other studies, and the natural frequency of the carbon nanoplate is verified with the molecular 
dynamic results. The dimensions of the nanoplate and the characteristics of the foundation used are such that 
the designed sensor is capable of detecting a single mass in the nanoplate center with five zeptograms. This 
ability to detect in different mass configurations has also been investigated and compared.  

Keywords: Nonlinear vibrations;mass distribution;mass sensor; ;graphene sheet;nonlocal elasticity. 
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  مقدمه -1

حرارتی، الکتریکی، شیمیایی و مکانیکی  فرد منحصربهخواص 

ن به این امحقق ازپیش بیشباعث توجه  نانوساختارها

دقیق رفتار  بینی پیشبررسی و  ساختارها شده است.

هاي حاکم بر  مقیاس از طریق نظریه ختارهاي نانوسا

 . به این جهتناممکن است تر بزرگبا ابعاد  هاي سیستم

دینامیک ] 1[ مکانیک کوانتوم ،هاي جدیدي مانند روش

 هاي غیرموضعی    و روش ]3[ مکانیک مولکولی ، ]2[ مولکولی

 فرد منحصربهشود. براي استفاده از این رفتار  استفاده می ]4[

هاي تحقیقاتی و صنعتی گوناگون  کاربردي، زمینه صورت به

 فشارسنج و ]5[ ، طراحی انواع حسگرهاي جرم سنجندنما

، ]8[ قطعات الکترومکانیکی]، 7[ هاي خورشیدي سلول ]،6[

به  ]10[ هاي نوین رسانش دارو و روش ]9[ ها کامپوزیت

از  ،ها زمینهاي از این  در بخش عمده .آمده استوجود 

شود که این موضوع اهمیت بررسی  نانوساختار استفاده می

  سازد. این ساختارها را نمایان میرفتار 

هاي  روش ،خواص نانوساختارها براي شناسایی و بررسی

 ،دو دستهتوان به  را می ها روشمختلفی وجود دارد. این 

هاي  کرد. روش آزمایشگاهی و غیر آزمایشگاهی تقسیم

هاي پیشرفته و  به دستگاه آزمایشگاهی به علت نیازمندي

محیطی جهت انجام  ده آلایدشواري فراهم کردن شرایط 

مالی  لحاظ ازعلمی بسیار پیچیده و  لحاظ ازصحیح آزمایش، 

 بینی پیشاز طریق هاي محاسباتی  شپرهزینه هستند. رو

هاي انجام آزمایش  توانند تا حد زیادي هزینه رفتار سیستم می

  .را کاهش دهند

، مکانیک حاضرروش محاسباتی در حال  ترین دقیق

است. در این روش به کمک حل معادله   ]1[ کوانتوم

شود.  بررسی می ها اتمبین  کنش برهمشرودینگر، چگونگی 

، به همین گیرد برمیاین روش حجم زیادي از محاسبات را در 

توان این روش را براي بررسی تعداد زیادي اتم به  علت نمی

را  ها اتماست که ] 2[ نامیک مولکولیکار گرفت. روش بعد دی

گیرد. طبق  واحد سازنده نانوساختار در نظر می ترین کوچک

اطراف هر اتم میدان پتانسیلی در نظر گرفته  ،این روش

ي دیگر با توجه به محل حضورشان نسبت ها اتمشود که  می

گیرند. سپس از طریق حل  به اتم مرکزي تحت نیرو قرار می

توان برهمکنش  می ها اتم تک تکعددي معادله نیوتن براي 

د. روش دینامیک مولکولی به علت در نظر کررا بررسی  ها اتم

نسبت  تري پاییندر محاسبات خود، دقت  ها الکتروننگرفتن 

سبات، اما حجم کمتر محا ،به روش مکانیک کوانتوم دارد

طاي محاسبات نسبت به روش زمانی که خ ،شده استباعث 

باشد، از این روش استفاده  نظر صرفمکانیک کوانتوم قابل 

  گردد. 

هاي  رهیافت دیگر استفاده از روابط مکانیک محیط

این  رفتار نانوساختارها است. سازي مدل براي ]11[ پیوسته

 ،دهد می از مکانیک کلاسیک را تشکیل میروش که بخش مه

پردازد. در  به بررسی رفتار ساختارها می سازي مدلاز طریق 

خواص فیزیکی و مکانیکی ماده  ،شود می  این روش فرض

  پخشیوسته در فضاي اشغالی آن پ صورت به بررسی مورد

 ترین مهم ازجمله ،. ریسمان، تیر، ورق و پوستهشده است

واد رفتار انواع م بینی پیشکه براي  مکانیکی استهاي  مدل

توان  ها می شوند. از این مدل با اشکال گوناگون استفاده می

. استفاده کردرفتار نانوساختارها نیز  بینی پیشبراي 

نانوصفحه و مدل  سازي مدلاز مدل ورق جهت  مثال عنوان به

د. هنگام کرتوان استفاده  نانولوله می سازي مدلتیر جهت 

اندازه را وارد  تأثیردر ابعاد نانو، بایستی  ها مدلاستفاده از این 

بودن  نظر صرف غیرقابلرابطه حاکم کرد. علت این امر، 

ین به ا است. نسبت به ابعاد کل ساختار اتمی بینفواصل 

، ]12[ توان با استفاده از رابطه متشکله غیرموضعی منظور می

ثابت اندازه را وارد رابطه حاکم کرد. ثابت اندازه از طریق 

همچون دینامیک  تر دقیقهاي  روش با روش این تطابق نتایج

  د.شو مولکولی تعیین می

هاي تحقیقاتی جدیدي در  نانوساختارها باعث ایجاد زمینه

توان نانو  می ،ها زمینهاین  ازجمله. اند شدهعلم مکانیک نیز 

را ] 15[ و نانوحسگرها ]14[  ها نانوربات]، 13[ ها کامپوزیت

هاي نانو  از طریق افزودن ساختار ها کامپوزیتنام برد. نانو 

 شوند باعث افزایش استحکام سازه می ،کننده تقویت عنوان به

ن نانو ساختارها جهت قرارداد کنار هماز  ها انو رباتن ].16[

شوند.  ساخته می ]17[ اهداف مشخص مانند رسانش دارو

 دیگر کاربرد نانوساختارها در طراحی نانوحسگرها جهت

کم  هاي جرمو تشخیص  ]18[ هاي سرطانی تشخیص سلول

] 20[ ، شناسایی گازها]19[  ها باکتريو  ها ویروسمانند جرم 

  .هست] 21[  گلوکز قند خون گیري اندازهو 

متغیرهاي فیزیکی و  گیري اندازهنانوحسگرها توانایی 

مختلفی در  هاي فن. را دارندبالا  حساسیتشیمیایی با 
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 ترین رایجشود. یکی از  طراحی این حسگرها استفاده می

. با دستگاه استفرکانس طبیعی  جایی جابه، استفاده از ها فن

و توان پارامترهاي فیزیکی  می جایی جابهاین  گیري اندازه

ن زیادي به کمک امانند جرم را تشخیص داد. محقق شیمیایی

مختلف این قابلیت را در نانوساختارها نشان  هاي روش

مکانیکی  سازي مدلاز طریق ] 22[ . جیانوپولوساند داده

تشخیص جرم با اندازه ده  جهت ازآنفلورن به توانایی استفاده 

فرکانسی  جایی جابهیق جرم اتمی کربن از طر درصد

با استفاده از نانولوله  ]،23[ همکاران وو و .کرده است اشاره

 جرم با اندازه اند توانستهنانوتشدیدگر  عنوان بهکربنی دولایه 

کنند. ولودین  گیري اندازهگرم را در آزمایشگاه کمتر از یک آتو

ی الکتریکی و خارجبا استفاده از تحریک ]، 24[ و همکاران

 صوتی نانولوله پیچی
جرم با اندازه چند  گیري اندازهتوانایی 1

 چیو و همکاران .اند دادهده آتوگرم را توسط این سیستم نشان 

با استفاده از نانولوله دوسر درگیر و استفاده از خاصیت  ]،25[

فرکانسی هنگام اتصال جرم، جرم نانولوله را  جایی جابه

جرم اتمی آرگون  ،اند توانستهاز این طریق  ،دهکر گیري اندازه

 گیري اندازهاست را   گرمپتوهزارم ز وشش شصتکه معادل 

با کوتاه کردن طول نانولوله و  ،اند کرده بینی پیش ها آنکنند. 

کاهش دماي محیط این سیستم بتواند جرم با ابعاد یک 

از  ]،26[ شن و همکاران د.نکن گیري اندازهیوکتوگرم را نیز 

نظریه غیرموضعی صفحه کیرشهف استفاده کرده و قابلیت 

استفاده از نانوصفحه کربنی تک لایه در شناسایی جرم با ابعاد 

فرکانس طبیعی نشان  جایی جابهیک زپتوگرم را از طریق 

نیز ] 27[ دیگر شده  انجام هاي تحقیق. این نتیجه با اند داده

ندسه و متغیر ه تأثیر ]،28[ تطابق دارد. لی و همکاران

 بر پایهغیرموضعی بر میزان حساسیت حسگر جرمی 

 ،اند دادهها نشان  . آناند کردهنانوصفحه کربنی را بررسی 

در مقایسه با سایر  را نانوصفحه مربعی بیشترین حساسیت

 همچنین با افزایش متغیر غیرموضعی،؛ دارد ها هندسه

یابد و  میسی ناشی از افزایش جرم افزایش فرکان جایی جابه

 ]،29[ شود. ناتسوکی و همکاران حساسیت حسگر بیشتر می

نانوصفحه دولایه، افزایش حساسیت را نسبت به  سازي مدلبا 

با استفاده  ]،30[ لی و همکاران .اند دادهحالت تک لایه نشان 

فرکانسی نانولوله کربنی، حسگري با توانایی  جایی جابهاز 

                                                        
1 Coiled Nanotube 

معرفی زپتوگرم را  با اندازه یک اي نقطهتشخیص جرم 

با استفاده از فرم انتگرالی  ]،31[ فاخر و همکاران. اند کرده

ا محدود، زالاستیسیته غیرموضعی و کمک گرفتن از روش اج

حسگر جرم سنج  عنوان بهرا  درگیر یکسر کاربرد نانولوله

با در نظر گرفتن خواص  ،اند دادهنشان ها  . آناند کردهبررسی 

فرکانس طبیعی  اول و دوم هنگام  جایی جابهغیرموضعی، 

 ]،32[ آردا و همکاراندارد.  توجهی  قابلافزودن جرم کاهش 

حسگر جرم سنج،  عنوان بهنانولوله کربنی  سازي مدلدر 

. این موضوع موجب اند گرفتهجرم را نیز در نظر   سختی

 کریم پور و قادري افزایش فرکانس طبیعی سیستم شده است.

نانو تیر همراه با لایه به پیزوالکتریک و  سازي شبیهبه  ]،33[

 ،اند دادهنشان  ها آن. اند پرداختهتوسط آن  شده  جذبتوده 

را روي مود  تأثیردر نوك تیر بیشترین  شده  جذبتوده 

نسبت به حالت بدون  آنو باعث کاهش  گذارد میفرکانس 

  .شود میبارگذاري جرم 

گرفتن  نظر طراحی حسگر، در هاي روشیکی دیگر از 

رفتار غیرخطی سیستم حول فرکانس طبیعی است. جهت 

تحلیلی  صورت بهدیفرانسیل غیرخطی  بررسی معادلات

]، 35[ بالانس انرژي]، 34[ هوموتوپی ازجملهی های روش

 زمانی چندگانه هاي مقیاسو روش  ]36[ تغییراتی هاي روش

افزایش حساسیت  ]،38[ داي و همکاران د.نوجود دار ]37[

حسگر بر پایه نانولوله و نانوصفحه کربنی با در نظر گرفتن 

را توسط گسسته سازي با روش ریلی  غیرخطیارتعاشات 

    ریتز
 ]39[ . چو و همکاراناند دادهسپس حل عددي نشان 2

آزمایش روي  و انجامنانوتشدیدگر غیرخطی  سازي مدلبا 

 یاین سیستم به جرم، حساسیت دوسر درگیرنانولوله کربنی 

 . عسکري و همکارانرا نشان داده اندمتوگرم با اندازه یک ف

به کمک روش معیارهاي زمانی چندگانه رفتار ارتعاشی ]، 40[

گرافن بر بستر غیرخطی را بررسی و قابلیت شناسایی تک 

فمتوگرم  دهم یکدر وسط صفحه با اندازه  قرارگرفتهجرم 

]، 41[ بهروز و همکاران .ندا کردهتوسط این روش را گزارش 

 هاي لایهبه بررسی رفتار غیرخطی نانوتیر همراه با 

تشخیص مواد زیستی  منظور بهپیزوالکتریک و زیستی 

پس از حل معادله حاکم با روش معیارهاي  ها آن. اند پرداخته

 استفاده از پدیده جهش جهت ،اند دادهزمانی چندگانه نشان 

                                                        
2 Rayleigh–Ritz 
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در این تشخیص بایستی فرکانس ارتعاشات تیر برابر نقطه 

   باشد. 1دوشاخگی بالا

دو موضوع مهم و جدید پیگیري  ،ردر پژوهش حاض

قاي دقت و حساسیت حسگر جرمی توجه ارت شود، ابتدا به می

 زمان همامکان حضور  که ازآنجایی؛ از طرف دیگر، شده است

 چندین جرم مختلف روي حسگر وجود دارد، در این مقاله،

که در حضور  است شده  طراحی اي گونه بهحسگر جرمی 

مختلف جرمی، توانایی تشخیص جرم با دقت بالا  هاي چینش

حسگر جرمی گرافن، سیستم  سازي مدلرا داشته باشد. براي 

سیک با معادلات غیرموضعی مدل یک صفحه کلا صورت به

ساده دارد و  گاه تکیهسمت  چهار این صفحه در هر .شده است

 است شده  قرار دادهو پسترناك  بستر غیرخطی وینکلر روي

را طراحی  موردنظرتا با تنظیم پارامترهاي بستر بتوان حسگر 

نانوصفحه  سازي مدلاندازه بر  تأثیر نظر گرفتنکرد. براي در 

به پس از  .است شده  استفاده ]28[ از رابطه متشکله ارینگن

آوردن معادله ارتعاشی غیرموضعی حاکم بر سیستم، از  دست

. در شده استمعادله موردنظر گسسته  طریق روش گالرکین

 موردساده  گاه تکیهتنها شکل مود اول در حالت  ،این مرحله

زیرا رفتار ارتعاشی سیستم تنها حول  ؛قرارگرفته است توجه

بعد  در مرحله. استبوده  نظر موردفرکانس طبیعی اول خود 

زمانی چندگانه، پاسخ فرکانسی  هاي مقیاسبه کمک روش 

ارتعاشات پایدار  جرم بر دامنه افزون تأثیرو  آمده دست به

گوناگون  هاي چینشو  ها اندازهنزدیک به تشدید اولیه در 

  .است شده  بررسیجرمی 

 اند شده  طراحیابعاد گرافن و مشخصات بستر به شکلی 

گرم را در حالت توتشخیص جرم با اندازه پنج زپنایی که توا

. تشخیص قرارگیري تک جرم در مرکز نانوصفحه دارا است

جرم با این ابعاد تنها از طریق در نظر گرفتن خواص غیرخطی 

این موضوع  است. دستیابی قابلگرافن با ابعاد و بستري خاص 

کربنی نوصفحه براي اولین بار از طریق روش تحلیلی براي نا

تواند در تشخیص  این قابلیت می .است شده  داده نشان

 پروتئینزیستی مانند تک مولکول  بسیار کوچک هاي جرم

همچنین این حسگر براي  ؛داشته باشد اي عمدهکاربرد 

  بررسیر سه چینش گوناگون نیز خارج از مرکز د هاي جرم

                                                        
1 Up Bifurcation 

 شده  طراحیحسگر  وابستگی تشخیص این بررسی .است شده

  دهد. جرم در مرکز را نشان میبه تمرکز 

  

 دینامیکی سازي مدل -2

 ته غیرموضعییالاستیس - 2-1

نقطه علاوه بر کرنش در الاستیسیته غیرموضعی، تنش هر 

شود. ارینگن  قطه، به کرنش سایر نقاط مرتبط میهمان ن

  ) مشخص کرد:1این ارتباط را توسط معادله ( ]42[

���(�) = ��(|�
� − �|, ���)���(�

�)

�

 d�(��), )1( 

 ���کرنل غیرموضعی و  �، تانسور تنش غیرموضعی ��� که

�)���ضریب غیر موضعی و 
. کرنل غیر کلاسیک استتنش  (�

نش هر نقطه در تنش کر تأثیرمیزان  کننده تعیینموضعی 

تابع فاصله هر نقطه تا  ،تأثیراست. میزان این  نظر موردنقطه 

. ضریب غیرموضعی هستو ضریب غیرموضعی  موردنظرقطه ن

 .به نسبت ثابت شبکه ساختار به ابعاد ساختار بستگی دارد

توان از طریق تطابق نتایج روش غیرموضعی  این ثابت را می

روش مکانیک کوانتوم و  دینامیک  ،مانند تر دقیق هاي روشبا 

توان در حالت  آورد. تنش کلاسیک را می به دستولی مولک

 نوشت ها کرنشبرحسب  راي مواد ایزوتروپیک همگنب عمومی

]43[:  

���(�
�) = ����(�

�)��� + 2	μ	������(�
�).  )2( 

تانسور کرنش و  ���ضرایب لامه ،  ���	μ	 و �)، 2در رابطه (

ij 
است. با استفاده از تابع دوبعدي گرین  دلتاي کرانکر

) را 1معادله ( دوبعديت ر حالکرنل غیرموضعی، د عنوان به

  :]4[ ) بازنویسی کرد3معادله دیفرانسیلی ( صورت بهتوان  می

��� = ��� − (���)
������.  )3( 

  

  شده ارائهرابطه حاکم بر مدل  -2-2

کربنی نسبت به  به علت کوچک بودن یکی از ابعاد نانوصفحه

این  سازي مدلتوان از المان ورق در  می ،سایر ابعاد آن

ورق  سازي مدلهاي گوناگونی در  د. المانکرسیستم استفاده 

شوند که به علت تک لایه بودن نانوصفحه و  ه میاستفاد

کردن از تنش برشی و اینرسی چرخشی،  نظر صرفقابلیت 

کیرشهف) دقت قابل قبولی دارد. جهت کلاسیک (المان ورق 

وینکلر و  غیرخطیبر بستر  طراحی حسگر نانوصفحه

 ،بستر متغیرهاي. انتخاب مناسب قرارگرفته استپسترناك 
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 1شود. شکل  می نظر موردحسگر  موجب تنظیم حساسیت

 دهد. شده را نشان می سازي مدلن سیستم نمادی صورت به

رابطه متشکله و مدل صفحه  عنوان به) 3به کمک رابطه (

 1در شکل  شده  دادهکیرشهف، رابطه حاکم سیستم نشان 

  ]:40[ آید ) به دست می4معادله ( صورت به

����(�, �, �) = (1− (���)
���) 

											(−�ℎ
���(�, �, �)

���
	−
�
�
�(�, �, �)

���
 

� ����� − ��, � − ���

�

���

+ �(�, �, �) 

											−μ�
��(�, �, �)

��
− ���(�, �, �) 

											−���
�(�, �, �)), 

� =
�ℎ�

12(1− ��)
, 

 
�(� − ��, � − ��) =  

 

 
 

)4(  

در این رابطه در بخش فهرست  شده  استفاده متغیرهاي

رم ج �علائم معرفی خواهند شد. رابطه بالا براي سیستم با 

است. در این رابطه در صورت   گوناگون در نقاط مختلف برقرار

ن ضریب غیر موضعی به مدل موضعی (کلاسیک) قراردادصفر 

تواند  ) می4( شده  ارائهصفحه کیرشهف خواهیم رسید. معادله 

مختلف جرمی استفاده شود. در این مقاله به  هاي چینشبراي 

ه چینش بررسی سه چینش خاص پرداخته خواهد شد. این س

  .دان شده  معرفی 2در شکل 

  

  چندگانهزمانی  معیارهايحل با روش  -3

بایستی  ابتدا چندگانهزمانی  معیارهايقبل از حل به روش 

پاسخ  ،حاکم گسسته سازي شود. به این منظور اي پارهمعادله 

رابطه  صورت بهرهاي مستقل از متغی ضربی  حاصل صورت بهرا 

 نویسیم: ) می5(

�(�, �, �) = ��(�, �)�(�), )5( 

,�)��که  بخش زمانمند پاسخ  (�)�و  مکانمندبخش  (�

  پاسخ، مجموع توابع مستقلی ندانمبخش مک .دستگاه است

 تنهایی بهدسی سیستم را است که هرکدام شرایط مرزي هن

  .کنند می ارضاء

  
سازي شده که روي بستر  شکل نمادین ورق مدل - 1شکل 

  قرار دارد وینکلر و پسترناك غیرخطی
 

  
: نانوصفحه روي ها جرم گرفتن قرار مختلف هاي چینش -2 شکل

)) C 1طبق چینش یک ( الف) تمام جرم در مرکز نانوصفحه

در پنج قسمت نانوصفحه طبق  ) جرمب ،قرارگرفته است

در پنج قسمت  ) جرمج و شده است پخش) C 2چینش دو (

  اند شده  پخش) C 3نانو صفحه طبق چینش سه (

��
4

��
8

 

��
4

��
2

��
8

��
8

 
��
8

��
8

 
��
4

��
4

 

��
2

��
4

��
4

��
8

3��
8

 

3��
8

 (الف)

 (ب)

 (ج)

0 
∞ � = ��	and	� = �� 

Else, 
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توان از روش گالرکین جهت تبدیل معادله  اکنون می

کرد. اي به معادله دیفرانسیل معمولی استفاده  دیفرانسیل پاره

به این منظور، بایستی شکل مود مورد نظر سیستم را که 

) قرارداد. به علت 5کند، در رابطه ( شرایط مرزي را ارضاء می

در شرایط مرزي ساده در چهار سمت نانو صفحه و با  فرض

 .آید درمی) 6رابطه ( صورت به) 5بطه (گرفتن مود اول، را نظر

��(�, �) = sin�
��

��
� sin �

��

��
��(�),   )6( 

 شده  استفاده) و ضرب شکل مود 4) در (6با جایگذاري (

توان فرم زمانی معادله  روي دامنه می گیري انتگرال) و 6در (

 آورد: به دستحاکم را 

���̈(�) + ���(�) + ���̇(�) + ���
�(�) 

				= ��cos(��), )7( 

��_C1 =
ℎ����(���)

���
� + ��

�(��(���)
� + ��

�)�

4����
 

				+
��(���)

���

��
� +

��(���)
���

��
� + ��,	 )8( 

��_C2 =
ℎ����(���)

���
� + ��

�(��(���)
� + ��

�)�

4����
 

			+ 	
2��(���)

���

5��
� +

2��(���)
���

5��
� +

2��

5
, )9( 

��_C3 =
ℎ����(���)

���
� + ��

�(��(���)
� + ��

�)�

4����
 

				+
0.2176��(���)

���

��
� +

0.2176��(���)
���

��
�  

				+	0.21716��),	 )10( 

�� =
1

4��
���

� (D�
���

� + ��
�(D�� + ��(���)

�����
� 

				+����
�) + ��

�(2D����
� + ��(���)

�����
�)), 

 )11(  

�� =
�′��(���)

���
4��

+
�′��(�

�(���)
� + ��

�)

4��
 

 )12(  

�� =
9��(�

�(���)
���

� + ��
�(��(���)

� + ��
�))

64����
, 

 )13(  

در  (�)̈� ضریب دهنده نشان ،)10) الی (8روابط (که 

  . سه استیک الی  هاي چینش

است که نیروي خارجی وارد به نانوصفحه   لازم به ذکر

  .است شده  تعریف )14رابطه ( صورت به

�(�, �, �) = �̅cos(��)� �� −
��

�
, � −

��

�
�,  )14( 

��	که طبق   .هستنیروي هارمونیک وارد به سیستم اندازه   

شود.  می  متمرکز به سیستم وارد صورت بهنیرو  ،این رابطه

زمانی چندگانه بایستی،  هاي مقیاسبراي حل به کمک روش 

  ) مشخص شوند:15مرتبه جملات مختلف رابطه (

�̈(�) + ���(�) + ��2μ�̇(�) + ���(�)� 

										= �[��cos(��)],  )15( 

 شود. در رابطه بالا فرض شده ددي کوچک فرض میع �که 

جملات غیرخطی، میرایی و تحریک خارجی بسیار  ،است

سنجی  صحت در بخشاز جملات دیگر هستند.  تر کوچک

نتایج این فرض به کمک حل عددي مورد ارزیابی قرار خواهد 

  گرفت.

 استفادهآیند،  که در ادامه می )، از ضرایب15( در رابطه 

  است: شده 

�� =
��
��
, μ =

��
2��

, � =
��
��
, �� =

��
��
	, )16(  

، سري چندگانهزمانی  هاي مقیاسروش  سازي پیادهبراي    

 شود نوشته می �� و ��د  توابع زمانمن برحسبزمانی پاسخ 

]37[:  

� = ��(��, ��) + ���(��, ��) )17( 

 و ی هستندکوچک زمان هاي مقیاسها �� در رابطه بالا،

  شوند: آید معرفی می که در ادامه می به صورتی

�� = �
��,   

� = 1,2. )18( 

جمله مربوط به نیروي خارجی  براي بررسی تشدید اولیه،

شود که نوسان حول  ) به شکلی بازنویسی می15رابطه ( در

Ωفرکانس طبیعی را نشان دهد، به همین دلیل  = ω + �σ 

و با تغییر  تنظیم استپارامتر  σشود که  در نظر گرفته می

بیعی آن، میزان تغییرات فرکانس تحریک حول فرکانس ط

 شود: دیده می

���cos(��) = ���cos(��� + ���). )19( 

مانی ز هاي مقیاس بر اساس گیري مشتقعملگرهاي 

 شوند: ) تعریف می18در ( شده  معرفی

�� =
�

���
	. )20( 
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بازنویسی ، مشتقات کامل زمانی با استفاده از این عملگرها

 گردند: می
�

��
= �� + ���, )21( 

��

���
= �� + 2����� + �

����
� + 2�����. )22( 

) و 15) در رابطه (19( ) و17پس از جایگذاري روابط (

هاي  )، ضرایب توان22) و (21روابط ( صورت بهتعریف مشتق 

 آید. می ) به دست24() و 23روابط ( صورت به مختلف 

��: ��
���(��, ��) + �

���(��, ��) = 0, )23( 

��: ��
���(��, ��) + �

���(��, ��) 

							= −�cos(� �� + ���) + ���(��, ��)
�			 

							+2μ����(��, ��) + 	2������(��, ��). )24( 

) 25رابطه ( صورت به) 23پاسخ معادله دیفرانسیل خطی (

 است:

��(��, ��) =
1

2
��(��)�

i�(��)� i�  ��  

																						+
1

2
��(��)�

���(��)�i�  ��. )25(  

به )، رابطه زیر 24رابطه ( ) در25از جایگذاري رابطه (

  آید.  می دست

��
���(��, ��) + �

���(��, ��) 

									= −
1

2
ei� ��� i����� 

									−ie�i� ���i�(��)�μ��(��) 

									+ iei� ��� i�(��)�μ��(��) 

									+
3

8
e�i� ���i�(��)���(��)

� 

									+
3

8
ei� ��� i�(��)���(��)

� 

									+
1

8
e��i� ����i�(��)���(��)

� 

									+
3

8
ei� ��� i�(��)���(��)

� 

									+
1

8
e��i� ����i�(��)���(��)

� 

									+
1

8
e�i� ����i�(��)���(��)

� 

									−e�i� ���i�(��)���(��)�
�(��) 

									−ei� ��� i�(��)���(��)�
�(��) 

									−	ie�i� ���i�(��)���
�(��) 

									+ iei� ��� i�(��)���
�(��). )26( 

حال براي بررسی رفتار سیستم هنگام وقوع تشدید اولیه 

. قراردادبایستی مجموع جملات سکولار نظیر آن را برابر صفر 

د که در صورت صفر نبودن جملات سکولار، جملاتی هستن

شود که با  دامنه ارتعاشات سیستم نامحدود میها،  ضرایب آن

که فیزیک مسئله سازگار نیست. طبق این تعریف، جملاتی 

هستند، جملات سکولار  ���ei) داراي ضریب26در معادله (

ین جملات دهند. ا دید اولیه این سیستم را تشکیل میتش

 شوند: میقرار داده برابر صفر 

−
1

2
ei����� + iei�(��)�μ��(��) +

3

8
ei�(��)���(��)

� 

−ei�(��)� ��(��)�
�(��) + iei�(��)� ��

�(��) = 0. 

 )27(  

) و 27از جداسازي جملات حقیقی و موهومی رابطه ( 

 انه، معادلات موردجداگ صورت بههرکدام  قرار دادنبرابر صفر 

 آیند: نیاز به دست می

��:
1

2
�� sin���� − �(��)� + �μ��(��) 

											+� ��
�(��) = 0, )28(  

��� �:
−1

2
�� cos���� − �(��)� +

3

8
���(��)

� 

											−� ��(��)�
�(��) = 0. )29( 

براي بررسی جواب حالت دائمی مسئله، مشتقات زمانی 

 شوند، داریم: می  قرار دادهابط بالا برابر صفر رو

−��sin(��� − �(��)) − 2�μ��(��) = 0, )30( 

−4��cos(��� − �(��)) + 3���(��)
� = 0. )31( 

و  پس از حل معادلات بالا، رابطه بین دامنه ارتعاشات

آید. این  می به دست زیر صورت بهفرکانس نیروي خارجی 

رابطه هنگام بررسی دامنه ارتعاشات پایدار تحت تحریک 

هارمونیک خارجی با فرکانس نزدیک به فرکانس طبیعی مود 

 اول کاربرد دارد.
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 1 در شکل شده  دادهسیستم نشان  سازي مدلدر 

    که در بخش  است شده  استفادهگوناگونی  متغیرهاي

توان به  را می متغیرهافی خواهد شد. این فهرست علائم معر

مربوط به  متغیرهايدسته اول ؛ تقسیم کرد دودسته
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مربوط به بستر  متغیرهاينانوصفحه گرافنی و دسته دوم 

  .هست غیرخطی

دسته اول که  متغیرهايبراي  شده  گرفتهمقادیر در نظر   

متغیرهاي فیزیکی و هندسی نانو صفحه گرافنی است در 

 ،با توجه به مقادیر این جدول .اند شده  بیان 1جدول 

  انتخابنانومتر  10ندازه ضلع مربعی با ا صورت بهنانوصفحه 

 سایر مقادیر این جدول از مقاله انصاري و همکاران، است شده

  آورده شده است.  ]44[

      شده براي ضرایب بستر غیرخطی متغیرهاي انتخاب 

منظور افزایش نیافتن  آورده شده است. به 2در جدول 

      شده برابر صفر قرار داده  �� فرکانس طبیعی سیستم،

شده جهت تشخیص جرم در بخش  است؛ زیرا در روش ارائه 

ک با فرکانس ، با افزایش فرکانس طبیعی نیاز به تحری1- 5

آفرین  بالاتر وجود دارد و این موضوع از لحاظ عملی مشکل

  است.

  

  صحت سنجی نتایج -4

اول  روش درشود.  میصحت سنجی نتایج به سه روش انجام 

 از روش تحلیلی با نتایج آمده دست بهطبیعی  هاي فرکانس

و از این طریق  است شده  دادهدینامیک مولکولی تطابق 

 دست بهآرمیچیر و زیگزاگ  دو حالتضریب غیر موضعی براي 

در  شده  انجامدوم، به بررسی صحت فرض  درروش. اند آمده 

مبنی بر کوچک بودن جملات غیرخطی، میرایی و  بخش سه

یر جملات پرداخت خواهد شد. تحریک خارجی نسبت به سا

در حل تحلیلی سوم دامنه ارتعاشات پایدار سیستم  روش در

و از این طریق  شده استاضر با نتایج حل عددي مقایسه ح

  صحت سنجی انجام خواهد گرفت.

  

صحت سنجی به کمک نتایج روش دینامیک  - 4-1

 مولکولی

در این روش فرکانس طبیعی اول نانوصفحه کربنی در ابعاد 

مختلف در دو حالت آرمیچیر و زیگزاگ با نتایج دینامیک 

و  اند شده  دادهتطابق  ]44[ و همکاران مولکولی انصاري

. در است شده  محاسبهیر موضعی از این طریق ضریب غ

. مقایسه نتایج شده استنتایج این تطابق آورده  4و  3 جداول

از طریق حاصل از روش تحلیلی و روش دینامیک مولکولی 

، دقت مناسب روش ستون درصد اختلاف در این جداول

  دهد. میر را نشان ضتحلیلی حا

  

  مقادیر متغیرهاي نانوصفحه کربنی - 1جدول 

 مقادیر  متغیرهاي نانو صفحه

  نانومتر 10 ��

  نانومتر 10 ��

  نانومتر 34/0 �

� 16/0  

  کیلوگرم بر مترمکعب 2250/0 �

E  1 تراپاسکال 
  

  

 براي بستر غیرخطیشده  مقادیر انتخاب - 2جدول 

 مقادیر بستر متغیرهاي

  نیوتون بر متر 0 ��

�� 6 × 10
32

  نیوتون بر متر 

  نیوتن ثانیه بر متر 60 ′�
  

  

فرکانس مود اول ( -3دول ج
�

��
) نانوصفحه کربنی با مرزهاي 

(���)) 1.41 (���	 آرمیچیر
� =  

 اندازه

  نانوصفحه

  (نانومتر)

مولکول دینامیک 

 تراهرتز)(

مقاله نتایج این 

  تراهرتز)(

درصد 

  اختلاف

10×10  0587725/0  0584490/0  0/55  

15×15  0273881/0  0276103/0  0/81  

20×20  0157524/0  0159158/0  1/04  

25×25  0099840/0  0107260/0  7/43  

30×30  0070655/0  0072064/0  1/99  

40×40  0040985/0  0040805/0  0/44  

50×50  0026194/0  0026196/0  0/01  
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شده در حل به روش  صحت سنجی فرض انجام  -4-2

  معیارهاي زمانی چندگانه

با فرض کوچک بودن جملات غیرخطی و  3در بخش 

میرایی و تحریک خارجی حل به روش معیارهاي زمانی 

شده  حل ارائه  چندگانه انجام شد. صحت این فرض اعتبار راه

دهد. به این منظور با استفاده از حل عددي  را نشان می

 5] مرتبه هر یک از جملات در جدول 39[ 5کاتا مرتبه  رانج

  آورده شده است.

  

فرکانس مود اول ( -4جدول 
�

��
) نانوصفحه کربنی با مرزهاي 

(���)) 1.34 (��� آرمیچیر
� =  

اندازه 

  نانوصفحه

  (نانومتر)

دینامیک 

مولکول 

 تراهرتز)(

مقاله نتایج این 

  تراهرتز)(
 اختلافدرصد 

10×10  0595014/0  0585623/0  1/58  

15×15  0277928/0  0276860/0  0/38  

20×20  0158141/0  0159446/0  0/83  

25×25  0099750/0  0103204/0  3.46  

30×30  0070712/0  0072118/0  99/1  

40×40  0041017/0  0040822/0  48/0  

50×50  0026197/0  0026203/0  02/0  
  

) 9، جملات اول و دوم رابطه (5با توجه به نتایج جدول 

تر هستند که این  حداقل دومرتبه از سایر جملات بزرگ

  دهد. شده را نشان می  موضوع صحت فرض انجام

  

 صحت سنجی به کمک نتایج حل عددي - 4-3

   منظور صحت سنجی نتایج حل تحلیلی به روش  به

) به 7چندگانه، معادله دیفرانسیل معمولی (معیارهاي زمانی 

    شده است. در حل  5کاتا مرتبه  کمک روش عددي رانج

    آمده از این دو  دست  ، دامنه ارتعاشات پایدار به3شکل 

روش برحسب فرکانس براي جرم بیست زپتوگرم رسم شده 

  است.

  

  آمده دست ) به15مرتبه جملات رابطه ( - 5جدول 

  کاتا روش رانجاز حل عددي به 

 مقادیر بستر متغیرهاي

�̈(�) 12  

���(�) 12 

�μ�̇(�) 8  

���(�) 8 

�� 10 
  

  

  
 5مرتبه کاتا  عددي رانج هاي زمانی چندگانه از طریق مقایسه با روش صحت سنجی نتایج حل تحلیلی به روش مقیاس - 3شکل 

  ندازه بیست زپتوگرم در مرکز داردبا ا اي که جرمی براي نانوصفحه

2 109 1 109 0 1 109 2 109
0

5. 10 10

1. 10 9

1.5 10 9

2. 10 9

2.5 10 9

Hz

a 1
m

mp 20 10 21 gr C1

runge kutta 5th order
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طبق شکل بالا نتایج حل تحلیلی با دقت بالایی با نتایج 

حل تحلیلی  حل عددي تطابق دارد که این موضوع صحت

  دهد. را نشان می شده  انجام

  

  در نتایجبحث  -5

 سازوکار تشخیص جرم -1- 5

خطی، دامنه  هاي سیستم برخلاف غیرخطی هاي سیستمدر 

که  اي گونه به ؛ارتعاشات پایدار سیستم تابع شرایط اولیه است

اندازه دامنه  ،تحریک ممکن است هاي فرکانسدر طیفی از 

ارتعاشات پایدار سیستم سه مقدار گوناگون باشد. هنگام عبور 

ی که تنها یک مقدار های فرکانساز این طیف فرکانسی به 

به نام جهش اتفاق  اي پدیده ،نددامنه ارتعاشات پایدار دار

 صورت بهر افتد. طی این پدیده دامنه ارتعاشات پایدا می

پدیده جهش  ،4در شکل  مثال  عنوان بهکند.  ناگهانی افت می

هنگام تحریک نانوصفحه با نیروي هارمونیک تحت فرکانس 

است.   تر از فرکانس طبیعی اتفاق افتادهیشگیگاهرتز ب 35/1

توان جهت تشخیص  غیرخطی می هاي سیستمز این خاصیت ا

فرکانس وقوع پدیده  زیرا با افزایش جرم، ؛جرم استفاده نمود

  یابد. جهش تغییر می

  

هاي  قابلیت تشخیص اندازه جرم در چینش - 2- 5

  گوناگون جرمی

وقوع پدیده جهش در  گیري تغییر فرکانس با استفاده از اندازه

هاي  گیري جرم در چینش هاي غیرخطی، اندازه سیستم

گوناگون جرمی انجام خواهد گرفت. به این منظور نمودار 

هاي  دامنه ارتعاشات پایدار حول فرکانس طبیعی اول در حالت

 اند. مختلف رسم و با یکدیگر مقایسه شده

شده در دو بخش چینش ثابت  حساسیت حسگر طراحی 

گیرد. در بخش چینش  جرم ثابت مورد بررسی قرار میو 

، 2در شکل  شده هاي معرفی  ثابت، براي هر یک از چینش

شود. در بخش  گیري میزان جرم مشخص می قابلیت اندازه

هاي گوناگون، مورد  جرم ثابت، حساسیت حسگر به چینش

  گیرد. ارزیابی قرار می

  

 چینش ثابت -2-1- 5

شده است. در چینش   عرفیسه چینش جرمی م 2در شکل 

هاي دو  یک تمام جرم در مرکز نانوصفحه قرار دارد. در چینش

شده و به حالت  و سه، جرم به پنج قسمت مساوي تقسیم 

شده است. در   روي نانوصفحه پخش 2رسم شده در شکل 

ها، نمودار دامنه  براي هر یک از چینش 7و  6،  5هاي  شکل

بیعی رسم و در هرکدام از ارتعاشات پایدار حول فرکانس ط

هاي دو، پنج،  هاي داراي جرم ها، سیستم بدون جرم باحالت آن

  ده و بیست زپتوگرم مقایسه شده است.

  

  
پدیده جهش هنگام تحریک خارجی با فرکانس  -4شکل 

  گیگاهرتز بیشتر از فرکانس طبیعی اول اتفاق 35/1

  ر پایدا پدیده دامنه ارتعاشاتافتاده است. طی این 

  کند. افت می شدت بهناگهانی  صورت به

  

  
 پایدار حول فرکانس طبیعی نمودار دامنه ارتعاشات -5شکل 

  گوناگون هاي جرمدر چینش یک با 

  

  
نمودار دامنه ارتعاشات پایدار حول فرکانس طبیعی  - 6شکل 

  هاي گوناگون در چینش دو با جرم
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0

5. 10 10

1. 10 9

1.5 10 9

2. 10 9

Hz

a 1
m

mp 0 gr

2 109 1 109 0 1 109 2 109
0

5. 10 10

1. 10 9

1.5 10 9

2. 10 9

2.5 10 9

Hz

a 1
m

mp 0 gr

mp 2 10 21 gr C1

mp 5 10 21 gr C1

mp 10 10 21 gr C1

mp 20 10 21 gr C1

2 109 1 109 0 1 109 2 109
0

5. 10 10

1. 10 9

1.5 10 9

2. 10 9

2.5 10 9

Hz

a 1
m

mp 0 gr

mp 2 10 21 gr C2

mp 5 10 21 gr C2

mp 10 10 21 gr C2

mp 20 10 21 gr C2



 

 

  

  37 | يو محمد زاده انوار یتق 

  

 4/ شماره 10/ دوره 1399ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

  
نمودار دامنه ارتعاشات پایدار حول فرکانس طبیعی  -7شکل 

  هاي گوناگون در چینش سه با جرم

  

 هاي جرم، دامنه ارتعاشات پایدار سیستم با 5در شکل 

. طبق این شده استاگون تحت تحریک خارجی مقایسه گون

جرم با ابعاد پنج  گیري اندازهشکل، در چینش یک قابلیت 

  زپتوگرم وجود دارد.

جرم با ابعاد  گیري اندازهچینش دو، قابلیت  6طبق شکل 

جرم  زپتوگرم را دارد. این موضوع کاهش حساسیت به 10

  دهد. نسبت به چینش یک را نشان می

ی با حداقل های جرماین روش وجود  ،7شکل بر اساس 

را  اند شده  پخشه شکل چینش سه مقدار ده زپتوگرم را که ب

تواند مقدار دقیق جرم را  اما نمی ،تواند تشخیص دهد می

  مشخص کند.

  

 جرم ثابت -2-2- 5

چینش در تأثیر مشخص کردن میزان  منظور بهدر این بخش 

مقدار دامنه ارتعاشات  شده  طراحیتشخیص حسگر جرمی 

مختلف با  هاي چینشپایدار حول فرکانس طبیعی اول در 

  .اند شدهیکدیگر مقایسه 

      با نزدیک شدن اجرام 11الی  8 هاي شکلبا توجه به 

فرکانس وقوع پدیده جهش افزایش به مرکز نانوصفحه، 

 یابد. می

، کاهش میزان اهمیت ها شکلهمچنین با مقایسه این 

جرم  با کاهش حسگر جرمیدر توانایی تشخیص  چینش

که با توجه به  اي گونه بهشود.  متصل به نانوصفحه نمایان می

براي جرم با اندازه دو زپتوگرم چینش جرمی  11شکل 

  بر فرکانس وقوع پدیده جهش ندارد. تأثیري

  
 نمودار دامنه ارتعاشات پایدار حول فرکانس طبیعی - 8شکل 

گوناگون براي جرم بیست زپتوگرم هاي چینشدر   

  

  
 نمودار دامنه ارتعاشات پایدار حول فرکانس طبیعی -9شکل 

  زپتوگرمده گوناگون براي جرم  هاي چینشدر 

  

  
 نمودار دامنه ارتعاشات پایدار حول فرکانس طبیعی -10شکل 

  زپتوگرم پنج گوناگون براي جرم هاي چینشدر 

  

  
 نمودار دامنه ارتعاشات پایدار حول فرکانس طبیعی - 11شکل 

  زپتوگرم دوگوناگون براي جرم  هاي چینشدر 
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  گیري نتیجه - 6

این مقاله به طراحی حسگر جرمی گرافن بر اساس 

فرکانس وقوع پدیده جهش پرداخت. به این  گیري اندازه

بر بستر وینکلر و  قرارگرفتهنانوصفحه گرافنی  ،منظور

پسترناك با استفاده از مدل ورق کلاسیک غیرموضعی 

  حل چندگانهزمانی  معیارهايو به کمک روش  سازي مدل

تایج به کمک نتایج دینامیک . صحت سنجی ناست شده

انجام شد. در  5کاتا مرتبه   رانجمولکولی و حل به روش عددي 

از طریق تنظیم ضرایب بستر،  شده  طراحیبررسی حسگر 

جرم، میزان حساسیت  اندازه بهعلاوه بر میزان حساسیت آن 

قرار گرفت. نتایج به  موردبررسیآن به چینش جرمی نیز 

  شرح زیر است:

جرم با اندازه پنج  گیري اندازهاین حسگر قابلیت  - 1

 اثر برزپتوگرم در چینش یک را دارد. این موضوع 

براي تنظیم حساسیت انتخاب بستر مناسب 

  .است شده  حاصلحسگر 

انوصفحه، قدرت با دور شدن اجرام از مرکز ن - 2

که در  اي گونه به ،بدیا تشخیص جرم کاهش می

بین ده تا بیست  توان اجرام چینش سه نمی

  زپتوگرم را از هم تفکیک کرد.

فرکانس با نزدیک شدن اجرام به مرکز نانوصفحه،  - 3

  یابد. وقوع پدیده جهش افزایش می

فرکانس وقوع  چینش جرمی در تأثیربا کاهش جرم  - 4

براي جرم  اي گونه به ،یابد کاهش می پدیده جهش

بر  تأثیرياندازه دو زپتوگرم چینش جرمی با 

  فرکانس وقوع پدیده جهش ندارد.

  

  ها و ارقام ، نشانهعلائم - 7

 علائم انگلیسی

  mضریب غیر موضعی، ���

���   ��Nmتنش کلاسیک، 

  N.mاستحکام خمشی، �

 z،mمکانی در راستاي  جایی جابه �

  kgاندازه جرم، ��

(��,   )m,m( مکان جرم، (��

 N نیروي خارجی، �

  ��Nm ضریب سختی خطی بستر، ��

  ��Nm بستر، غیرخطیضریب سختی  ��

  ��Nm مدول یانگ، �

ℎ ،ضخامت نانوصفحه m 

 s ،جایی جابهبخش زمانمند  �

 m عرضی مود اول ارتعاشی، جایی جابه ��

 N اندازه نیروي خارجی،̅ �

 m عرض نانوصفحه، ��

 m طول نانوصفحه، ��

 s زمانی، هاي مقیاس ��

  گیري مشتقعملگرهاي  ��

 m دامنه ارتعاشات، ��

x  مختصات کارتزین محورهاياز  

y  مختصات کارتزین محورهاياز  

z  مختصات کارتزین محورهاياز  

t ،زمان s 

 علائم یونانی

���   تانسور تنش غیرموضعی 

  ضریب لامه �

  کرنل غیرموضعی �

  تانسور کرنش ���

μ′ ضریب میرایی، Nsm��  

���   دلتاي کرانکر 

	μ�   ضریب لامه 

 z،mدر راستاي  جایی جابه ندبخش مکانم ��

 ضریب فرم قطبی پاسخ �
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  ��Kgm ،چگالی �

σ پارامتر تنظیم  

 ��s فرکانس تحریک خارجی، �
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