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  چکیده

یک بعدي پرداخته شده است. براي بررسی  اي دیوارهشار حرارتی در  برخطدر این نوشتار به ارائه روش دیجیتال فیلتر تیخونو براي برآورد 

، و در مسئله دوم شرایط مرزي در دو طرف صفحه مجهول استدر مسئله اول  :دو مسئله معکوس طراحی شده است پیشنهادي، روش

گیري  اندازه از دو سنسور دما برايدو مسئله  در هر دیواره از دولایه تشکیل شده است و شار حرارتی در دوطرف دیواره مجهول است.

براي  .از یکی از سنسورها به عنوان شرط مرزي استفاده شده است ،الگوریتم پیشنهادي تاریخچه دماي داخل جسم استفاده شده است. در

فقط یکبار  ،ضرایب فیلتر در روش پیشنهادي ارزیابی دقت و توانایی روش دیجیتال فیلتر تیخونو چندین آزمایش طراحی شده است.

موقعیت ترموکوپل داخل دیواره بر دقت  اثرگیري و  دماهاي اندازهشدت نویز موجود در اثر شود.  استفاده می ها محاسبه و در همه آزمایش

 شار حرارتی را برآورد نموده استبا دقت خیلی خوبی  الگوریتم پیشنهاديدهد که  نشان می تخمین شارحرارتی بررسی شده است و نتایج

گیري  اندازه هاي داده همچنین هموارسازي؛ ري استایی بک داراي دقت بیشت با روش دنباله و الگوریتم دیجیتال فیلتر تیخونو در مقایسه

 روش شده است.و کارآیی دقت  افزایش سبب ،شده در الگوریتم پیشنهادي

  شار حرارتی.؛ دو شرط مرزي مجهول ؛روش هموارسازي ؛دوسنسور ؛دیجیتال فیلتر :کلمات کلیدي

  

Online Estimation of Heat Flux using Tikhonov Digital Filter Method and Mollified 
Measured Temperatures 

 

S.D.Farahani1,* 
1 Assis. Prof., Mech. Eng., Arak Univ. of Technology, Arak, Iran. 

 

Abstract 
In this paper presents a digital filter method for online estimation of heat flux on a one - dimensional plate. 

Two inverse problems are designed to investigate this method. In the first problem, the unknown heat flux 
and the boundary condition on the other side of the plate are not known and in the second problem, the heat 
flux on the sides of a two-layers plate is unknown. in both cases, two sensors have been used to measure the 
temperature history of the plate. In the proposed algorithm, one of the two sensors is used as a boundary 
condition. To evaluate the accuracy and capability of digital filter, several experiments were designed. The 
filter coefficients are calculated only once in the proposed method and used in all experiments. The results 
show that this algorithm is very successful in estimating different forms of heat flux with different noise 
intensity at measured temperatures and different thermocouple positions in the plate and the Tikhonov digital 
filter method has more precision compared to Beck’s method. Also, using the mollified data in the proposed 
algorithm increases the accuracy and efficiency of the proposed algorithm. 

Keywords: Digital Filter; Two Sensors; Mollification Method; Heat Flux; Two Unknown Boundary Conditions. 
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   مقدمه -1

توان با معلوم بودن مقادیر  توزیع دماي درون هر جسم را می

شار حرارتی و یا دماي مرزهاي آن جسم و حل معادلات 

به این مسئله در  مشتق جزیی مربوط به آن بدست آورد که

شود؛  انتقال حرارت، مساله هدایت حرارتی مستقیم گفته می

اما در بسیاري از مسایل واقعی و صنعتی با توجه به مشکلات 

العاده بد مرزها مانند،  مختلف از جمله، شرایط دمایی فوق

هاي فضایی، شرایط سخت  موتورهاي احتراق داخلی و سفینه

دي و خورنده، ایجاد اغتشاش هاي اسی فیزیکی مانندف محیط

توان دما  هاي برخوردي و غیره نمی در جریان سیال مانند جت

گیري کرد؛  بنابراین نیاز است تا دماها  را در سطح جسم اندازه

گیري نمود و  را درون جسم یا در تماس با سطح عایق اندازه

ها محاسبه گردد که این  سپس شار حرارتی یا دما در مرز

]. البته مسایل 1شود [ ئله معکوس نامیده میمسئله یک مس

توان براي محاسبه خواص  هدایت حرارتی معکوس را می

ترموفیزیکی جسم، هندسه آن و یا پارامترهاي نامعلوم دیگر 

هاي مهم روش هدایت حرارتی  به کار برد. یکی دیگر از تفاوت

مسایل  1وضع بودن   مستقیم با هدایت حرارتی معکوس در بد

شود که مسایل هدایت حرارتی  است. اثبات میمعکوس 

گیري به شدت حساس بوده و  معکوس به خطاهاي اندازه

شده، باعث اختلافات  کوچکترین تغییري در مقادیر ثبت 

هاي مختلفی  شود. راه حل شده می زیادي در نتایج محاسبه 

ها توسط تیخونو و  براي این مشکل ارائه شده که یکی از آن

م روش مرتب سازي، حساسیت مسایل بدوضع آرسنین به نا

هاي حل  ]. روش2دهد [ گیري را کاهش می به خطاهاي اندازه

هاي  هدایت حرارتی معکوس به طور معمول به دو بخش روش

شوند. در روش  اي تقسیم می هاي دنباله تمام دامنه و روش

تمام دامنه به کل اطلاعات تاریخچه حرارتی براي حل مساله 

جواب آن از دقت قابل قبولی برخوردار است.  نیاز است و

اي که اولین بار توسط بک پیشنهاد شد، این  روش حل دنباله

قابلیت را دارد که به صورت همزمان با انجام آزمایش مورد 

شود که این روش  ]. این امر سبب می3استفاده قرار گیرد [

 نیاز کمتري به حافظه و زمان محاسباتی داشته باشد، ولی در

عین حال از دقت کمتري نسبت به روش تمام دامنه برخوردار 

                                                        
1 Ill-posed 

تر باشد. در حال حاضر  گیري حساس باشد و به خطاهاي اندازه

هاي هدایت حرارتی  نیز مقالات متعددي با استفاده از روش

معکوس در دو بعد به رشته تحریر در آمده است. کوثري و  

ي استاندارد ]براي افزایش دقت و پایداري روش ها4فراهانی[

معکوس، از نوعی فیلتر براي نویز زدایی دماهاي شبیه سازي 

شده استفاده کردند. در تحقیقی دیگر فراهانی و همکارانش 

] به مقایسه دو روش نویز زدایی در تخمین پارامترهاي 5[

وابسته در مواد مرکب در طی فرایند درمان با استفاده از 

]، به برآرود شار 6ان [روش معکوس پرداختند. آیجز و همکار

حرارتی با استفاده از روش فیلتر کالمن در یک مسئله انتقال 

]، با 7حرارت معکوس پرداختند. لیبروکس و همکاران [

ترکیب روش کالمن فیلتر و روش حداقل مربعات خطا به 

برآورد شار حرارتی در یک کاربرد صنعتی پرداختند. کابازا و 

دیجیتال فیلتر روش بک در  ]،  به بررسی فرم8همکاران [

ایی بر اساس  هاي تمام دامنه مسائل معکوس پرداختند. روش

]  10هاي بهینه سازي [ ] و روش9روش شبکه بولتزمن [

] با 11توسط محققان توسعه داده شده است. دنگ وهانگ [

استفاده از شبکه عصبی به صورت روش دیجیتال فیلتر به 

تاریخچه زمانی دما پرداختند.  برآوردشار حرارتی با استفاده از

] براي کاربردهاي مهندسی 12-15مطالعاتی توسط محققان [

  انتقال حرارت معکوس انجام شده است.

گیري دما، شار  در جاهایی که نیاز است همزمان با اندازه

هاي انتقال حرارت معکوس  حرارتی برآورد شود، روش

یاز به حافظه و ایی ن یابند. روش دنباله ایی اهمیت می دنباله

زمان محاسباتی کمتري دارد. در برآورد شار حرارتی در 

بسیاري از کاربردهاي صنعتی نظیر، مانتیورینگ فرایند 

ایی است؛ بنابراین  هاي دنباله ساخت نیاز به استفاده از روش

گیري  توانند در توسعه تجهیزات اندازه هاي دنباله ایی می روش

ایی از  استفاده از مجموعه شار حرارتی به صورت برخط با

دماهاي اندازه گیري بسیار با اهمیت باشد؛ همچنین در 

واقعیت ممکن است، مسائل معکوسی باشند که علاوه بر شار 

حرارتی، شرط مرزي دیگر نیز مجهول باشدکه تخمین را 

کند. با درنظر گرفتن این دو موضوع و اهمیت آن،  دشوار می

ایی دیجیتال فیلتر  روش دنباله در این مقاله با استفاده از

تیخونو به برآورد شار حرارتی در یک مسئله انتقال حرارت 

معکوس با استفاده از دو سنسور پرداخته شده است. در این 

پژوهش پیشنهاد شده است، از دماهاي اندازه گیري شده 
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توسط یکی از سنسورها به عنوان شرط مرزي استفاده شده 

سئله و حل مسئله معکوس از نرم است. براي حل مستقیم م

هاي اندازه گیري مورد  افزار متلب استفاده شده است. داده

سازي عددي تولید  نیاز براي روش معکوس با استفاده از شبیه

هاي مختلف دقت روش پیشنهادي  اند. با طراحی آزمایش شده

ها، اثر  ارزیابی شده است و اثر مقدار نویز موجود در داده

هاي هموارسازي شده بر  ر، استفاده از دادهموقعیت سنسو

  دقت تخمین نیز بررسی شده است.

   

  مدل سازي ریاضی -2

با شکل  یک بعدي مطابق یک صفحه تخت با انتقال حرارت

در نظر گرفته شده است که معادله انتقال گرما با الف) 1(

) 1خواص حرارتی ثابت براي این صفحه مطابق با رابطه (

  است:
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به ترتیب ضریب پخش حرارتی، ضریب رسانایی  (���/�)��

حرارتی، چگالی و ظرفیت گرمایی است. همان طور که در 

شود، شرایط مرزي در دو طرف صفحه  مشاهده می 1شکل 

در دو نقطه داخل جسم تاریخچه زمانی  مجهول است و

توان این  دماهاي اندازه گیري شده، داده شده است. می

در نظر گرفت و تاریخچه زمانی ایی دیگر  مسئله را بگونه

را به عنوان یک شرط مرزي  ((�)�)گیري شده  دماهاي اندازه

)، شار حرارتی 1 در نظر گرفت. در این مسئله معکوس (شکل

q مجهول است که با استفاده از دماهاي اندازه گیري شده 

توان آن را تخمین زد. در  و یک روش معکوس، می ((�)�)

تابعی از شار حرارتی  (�)�شده، دماي  مسئله در نظر گرفته

q است. (�)�گیري شده  و دماهاي اندازه  

   

  
 (الف)

  
 (ب)

  
 (ج)

  
  (د)

ب) مسئله معکوس  ،الف) شماتیکی از مسئله اول - 1شکل 

  د) مسئلهو ج) شماتیکی از مسئله معکوس دوم  ،اول

 ها در مسئله اول حرارت براي تولید دادهانتقال 
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توان مسئله را به دو  یافتن حل دقیق این مسئله می براي

ب) تبدیل کرد: در مسئله اول  امسئله انتقال حرارت (شکل 

دریک مرز شار حرارتی و در سمت دیگر عایق در نظر گرفته 
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شرط مرزي دما است که  x=Lدر مسئله دوم فقط در 
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توان به  را می x1، دما در ]1[با استفاده از انتگرال دوهامل 

  صورت زیر نوشت:
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به ترتیب دماهاي به دست آمده به  � و �در این رابطه 

��ازاء = 1 ��و   = 1 ) 6هستند. با استفاده از رابطه (  
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  روش دیجیتال فیلترتیخونو - 2-1

در این مقاله با استفاده از روش فیلتر دیجیتال به برآورد شار 

حرارتی در مسئله انتقال حرارت معکوس پرداخته شده است. 

روش تنظیم تیخونو مرتبه صفر، روشی است که در آن با 

خطا باعث کاهش اضافه کردن فاکتوري به تابع مربعات 

شود. این  نوسانات در تابع مجهول نظیر شار حرارتی می

 نوسانات در ذات یک مسئله بد وضع وجود دارد. در این روش،

qهدف مینیمم کردن تابع مربعات خطاي دماها نسبت به 


 

 است. 
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] از رابطه 1مولفه هاي شار حرارتی [مقادیر تخمینی براي 

 شود: ) محاسبه می9(

� = [��� + ����]
����(� − ��)= �� + �� 

(9)  

�اگر 
��
→ شود. با افزایش  آن گاه جواب کاملا نوسانی می 0

� مقدار پارامتر تنظیم
��

، از حالت نوسانی جواب کاسته می 

شود. در مقادیر کوچک پارامتر تنظیم مقدار نوسانات در تابع 

مجهول زیاد وخطاي بایاس کم است و در مقادیر بزرگ 

پارامتر تنظیم مقدار نوسانات کم وخطاي بایاس افزایش 

یابد، بنا براین مقدار بهینه پارامتر تنظیم از روي منحنی  می

L_curve شود. در این رابطه ضرایب  می انتخابF و G را   

 توان یکبار محاسبه کرد.می

�� = � (���������
+ ���������

�����
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)10(  �� = �� =
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2
 

فرض آن است که   fضریب  )، براي محاسبه10( در معادله

��� به جز  yو Yهاي دماهاي  همه مولفه
= صفر هستند.  1

 است ولی فقط مولفه f مشابه ضریب g ضریبروند محاسبه 

���
است. این ضرایب در هر مسئله فقط یکبار  1برابر  
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مسئله  شوند. براي بررسی دقت روش مذکور، دو محاسبه می

  طراحی شده است تا شار حرارتی برآورد گردد:

  

  مسئله اول -1- 2-1

الف) در نظر گرفته که از ( 1یک صفحه تخت مطابق شکل 

شود و شرط مرزي در  یک طرف شار حرارتی برآن اعمال می

سطح دیگر نیز نامشخص است و با استفاده از دو ترموکوپل 

شود.  گیري می دوسري تاریخچه زمانی دما داخل صفحه اندازه

جنس صفحه ) است. 1معادله حاکم بر مسئله همان معادله (

ا خواص ثابت در نظر گرفته شده ب AISI304زنگ از فولاد ضد 

است. مقادیر چگالی،طرفبت گرمایی و ضریب رسانایی به 

 (��/�)54و  (J/kgK)465، (��/��)7833ترتیب 

  شار  برآورد هدف مسئله، این در است. شده گرفته درنظر

  

  
 الف)(

  
 ب)(

  هاي  معکوس مسئله مورد نظرزیرمسئله -2شکل 

  

حرارتی مجهول با استفاده از دو تاریخچه زمانی دماهاي اندازه 

  گیري شده و روش دیجیتال فیلتر تیخونو است.

  

  مسئله دوم - 2- 2-1

در این مسئله به دنبال برآورد دو شار حرارتی مجهول در دو 

ج). -ا(شکل  طرف یک جسم که از دولایه تشکیل شده است

فرض شده است، دو لایه تماس کامل دارند و مقاومت تماسی 

بین دولایه وجود ندارد. چگالی، ظرفیت گرمایی و ضریب 

   ) به ترتیب2 (مطابق شکل رسانایی براي لایه اول

32(��/��) ،835(J/kgK) و  (��/�)0.035 و حرارتی

، (��/��)7900 به ترتیب )2 دوم (مطابق شکلبراي لایه 

477(J/kgK)  درنظر گرفته شده است.  (��/�)14.9و

استفاده از دو ترموکوپل دوسري دما داخل صفحه اندازه 

تواند در ساخت سنسور براي  شود. این مسئله می گیري می

ها به کار برده شود. معادله  اندازه گیري شار حرارتی در کوره

ت به گرماي حاکم بر این مسئله با فرض خواص حرارتی ثاب

  صورت زیر است:

���

���
=
1

�

��

��
					 

− ��
��

��
	|� = �� + �� = ��(�)? 

− ��
��

��
	|� = 0 = ��(�)?		 

�(�,0)= 0			 

)11(  � = �
��, �� ≤ � ≤ �� + ��
��, 0 ≤ � < ��

 

با  ��و  ��در این مسئله، هدف برآورد دو شار حرارتی 

استفاده از دو تاریخچه زمانی دماهاي اندازه گیري شده و 

روش دیجیتال فیلتر تیخونو است. براي حل مسئله معکوس، 

این مسئله به دو زیر مسئله انتقال حرارت معکوس براي 

شود. ابتدا با استفاده از روش  ) تبدیل می2 دولایه (شکل

و با  شود پیشنهادي شار حرارتی در لایه اول برآورد می

در لایه  �� استفاده از مقادیر تخمین زده شده شار حرارتی

شود که به ترتیب مقادیر شارهاي حرارتی با  دوم برآورد می

  شود: ) زیر محاسبه می12از روابط ( 2توجه به شکل 

�� = ������� + ���� 

�� = ���� + ������� 

)12(  �� = ���(� − �����) 
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نشان  2 شار حرارتی بین دولایه است که در شکل �� که

  داده شده است. 

  

  هاي اندازه گیري شده داده -2-2

تخمین تاریخچه زمانی  هدفدر مسئله مورد مطالعه 

با استفاده از دو شارحرارتی مجهول است. در هر دو مسئله 

. براي شود ترموکوپل، دماها داخل صفحه اندازه گیري می

ازه گیري شده به دماهاي واقعی به دست اندهاي  تولید داده

آمده از حل مستقیم مدل در محل سنسورها، نویز با توزیع 

شود. براي حل مستقیم از گام زمانی  گاوسی به آن اضافه می

ثانیه  1/0ثانیه و براي حل معکوس از گام زمانی  01/0

تواند به  می y(t)دماهاي اندازه گیري شده استفاده شده است. 

ن شرط مرزي استفاده شود. در مسئله معکوس، شار عنوا

مجهول است که با استفاده از دماهاي اندازه گیري  qحرارتی 

برآورد خواهد شد. جنس صفحه از فولاد ضد زنگ  Y(t)شده 

AISI304  2با خواص حرارتی ثابت به طولL  در نظر گرفته

ها،  د). در مسئله اول براي تولید داده-1شده است (شکل 

 (x=0) بعدي که در آن یک سطح مسئله انتقال حرارت یک

عایق در نظر گرفته  (x=2L) و درسطح دیگر qشار حرارتی 

  Lو L/2 به ترتیب در y و Yد) و دماهاي 1شده است (شکل 

در  y و Yمحاسبه شده است. در مسئله دوم دماهاي 

اند.  ج) محاسبه شده( 1 هاي نشان داده شده در شکل موقعیت

ي آزمایشی شبیه سازي شده با در نظر گرفتن شار دماها

حرارتی تولید و به عنوان ورودي روش معکوس استفاده شده 

  است. 

  

  روش هموارسازي -3

روش هموارسازي یک روش تنظیم است که در آن از خاصیت 

ي ها داده 1گیري کرنل گوسین براي یکنواخت کردن میانگین

   استفاده شده است. تجربی

] 16[ موریودر این مقاله از روش ارائه داده شده توسط 

بدون نیاز به دانستن مقدار نویز در  که به صورت اتوماتیک و

گیري شده استفاده  هاي اندازه ها براي فیلترینگ داده داده

  شده است.

                                                        
1 Smoothing  

  بیان ریاضی -3-1

                         و δ>0 ،ρ>0 بافرض

)13(    �� = (∫ exp(− ��)��)		
�

��

��
  

  یک تابع انتگرال پذیر با کرنل δکه درآن 

)14(  �
�
(�)= �

���
�� exp �−

��

��
�			|�|< ��

0																															|�|> ��

 

یک مقدار غیرمنفی در  ��است که درآن شعاع هموارکننده 

�� بازه به سمت  (��,��−) که خارج از بازه (��,��−)

  کند. رود و شرط زیر را تامین می صفر می

)15(  � ��(�)�� = 1
��

���

 

�با قرار دادن  و = ��و  [0,1] =  I روي  fو اگر [��,��−]

به وسیله  I انتگرال پذیر باشد. روش هموارسازي روي بازه

  شود. ) تعریف می16کانولوشن به صورت رابطه (

)16(  ���(�)= � ��(� − �)�(�)��
�

�

 

  

  fJفرم گسسته شده -2-3

به منظور تعریف شعاع هموارسازي براي یک تابع گسسته 

گیریم  در نظر می Iعدد متفاوت را روي بازه   nشده، ما

��, ��, . . . , 0که  �� ≤ �� ≤. . . ≤ � � ≤  کنیمو تعریف می 1

� = max����� − ���, 1	 ≤ � ≤ � − 1   

��در ادامه   = 0,�� =   براي 1

�� =
�

�
��� + �����			� = 1,2,… ,�  

�با قرار دادن  و = {� �}���
به صورت یک تابع مجزا شده  �

� روي بازه = {� �, ��,…,    استفاده شده است. {��

  For	� ∈ �� 

)17(  									��(�)= ��� ��(� − �)��
��

����

���

�

���

 

  

  δ انتخاب پارامتر تنظیم -3- 3

براي محاسبه
k

g 
 استفاده کرد:18توان از رابطه ( می (  

)18(  �[��]����
�

�

���

= (��
�)� 

��[��]که = ∫ � �(�� − �)��
��
����

  

� = {� �
�}���
درحالی که  هاي نویزي است. تابع داده g که �

ها معلوم نیست و پارامتر هموار  مقدار نویز موجود در داده
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به درجه یکنواخت کردن باید انتخاب شود که سازي با توجه 

 1اعتبارسنجی تقاطعی تولیدي این پارامتر با استفاده از اصل

  کند. آید که در آن مقداري تابع زیر را مینیمم می به دست می

)19(  
(��)�(�� − ��

�)(� − ��)�
�

�����(��� − ��
��(� − ��))

 

��که بعد از محاسبه 
کننده مطلوب با اسـتفاده از  مینیمم  � ،�

  آید. روش جستجوي طلایی به دست می

  

  توسعه داده ها- 4-3

� روي دامنه زمانی �� و ���محاسبه  = که نیازمند  [0,1]

��در بازه بزرگ تر از g  توسعه از
� = [−��, یا در نظر  [��

��دربازه  gگرفتن  = [��,1 − از  در این جااست که  [��

 ∗�	هاي . ما براي توسعه دادهشده استتقریب اول استفاده 

,��−] در بازه  gاز 0], [1,1+ ط زیر را ایبه طوریکه شر [��

  .) استفاده شده است21، از رابطه (تامین کنند

)20(  ‖��(�
∗)− �‖(��(�,��)	��	������� 

  و

)21(  ‖��(�
∗)− �‖(��(����,�)	��	������� 

�در مرز   =  به صورت زیر داده شده است.اي  رابطه 1

�∗ =
∫ (�(�)− ∫ ��(� − �)�(�)��)����

�

�

�

����

∫ ((∫ ��(� − �)��)
����

�

��

����
��

 

)22(  �� = (� ��(� − �)��)

����

�

 

�یک چنین رابطه مشابهی براي یافتن تابع در  = نیز  0

  وجود دارد.

  

  بحث پیرامون نتایج -4

پیشنهادي با استفاده از چندین آزمایش عددي در روش 

برآورد شار حرارتی در یک مسئله انتقال حرارت معکوس 

هاي کلاسیک انتقال  بعدي ارزیابی شده است و با روش یک

ایی بک و روش گرادیان مزدوج،  حرارت معکوس، روش دنباله

مقایسه شده است. براي ارزیابی و توانایی روش پیشنهادي، از 

براي مقایسه مقادیر  ]1[2دوم میانگین مربع خطا ریشه

                                                        
1 Generalized Cross Validation  
2 Root Mean Square Error 

) محاسبه 23تخمین زده شده با مقادیر واقعی از رابطه (

  شود: می

)23(  
��� = �∑ �����������,� − ������,��

��
���

�
 

در حقیقت میزان خطاي روش معکوس در  بایاس خطاي

که دماهاي دهد، براي حالتی  برآورد شار حرارتی  را نشان می

) 23اندازه گیري شده فاقد نویز باشند که مانند رابطه (

مجموع خطاي  ��� گردد. در حقیقت خطاي محاسبه می

، خطاي ]1[ها  بایاس و خطاي ناشی از نویز موجود در داده

توان از رابطه  خطاي واریانس تخمین را می واریانس است.

  ) محاسبه کرد:24(

)24(  �������� = ���� − ����� 

مجذور خطاي توجه شود که براي مقایسه آسانتر خطاها از 

. چند سري آزمایش عددي به  واریانس استفاده شده است

دماهاي منظور ارزیابی روش پیشنهادي طراحی شده است. 

�) گیري شبیه سازي شده به نویز با اندازه = آغشته  (℃0.01

انتقال حرارت یک بعدي با در نظر گرفتن مسئله اند.  شده

در یک  که Lایی به طول  (مسئله اول) براي صفحه معکوس

 دماي (x=L) و در سطح دیگر qسطح شار حرارتی مجهول 

y(t)ایی دیجیتال فیلتر تیخونو شار  ، با استفاده از روش دنباله

حرارتی برآورد شده است. در بررسی دقت روش ذکر شده، 

و شکل شار  Y(t)ي دماي موقعیت سنسور براي اندازه گیر

گیري و  هاي اندازه حرارتی اعمالی، مقدار نویز موجود در داده

�( مقدار پارامتر تنظیم پارامتر تنطیم بررسی شده است.
��

) از 

L روي منحنی − curve  براي حالتی که شار حرارتیq  داراي

انتخاب شده  ��� خطايمقدار ثابتی است، براساس مینیمم 

�اگر  ).3 (شکل است
��
→   تطابق دقیق آن گاه حالت 0

در مقادیر شود.  افتد و جواب کاملا نوسانی می اتفاق می

کوچک پارامتر تنظیم مقدار نوسانات در تابع مجهول زیاد و 

کم است و در مقادیر بزرگ پارامتر تنظیم مقدار  بایاسخطاي 

. مقدار بهینه یابد افزایش می بایاسنوسانات کم وخطاي 

×2.81متر تنطیم در این بررسی برابر با پارا   است. ��10

از مقدار بهینه پارامتر تنطیم، شار حرارتی  استفادهبا 

تخمینی در حالتی که تاریخچه دماي ورودي بدون نویز و 

�) آغشته به نویز با = نشان داده  الف-4در شکل (℃0.01

دهد،  ب شار حرارتی تخمینی را نشان می-4شده است. شکل

در حالتی که تغییرات شار حرارتی به صورت پله ایی است. 
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است شود، روش پیشنهادي توانسته همانطور که مشاهده می

شار حرارتی ورودي را حتی در حالتی که مقدار شار بصورت 

 ه خوبی تخمین بزندکند، باي) تغییر میناگهانی (به شکل پله

). ضرایب در روش دیجیتال فیلتر تیخونو برخلاف 1 (جدول

بار  هاي کلاسیک انتقال حرارت معکوس براي یکروش

تنظیم شده و قادر خواهد بود، محدوده وسیعی از شارهاي 

  در آزمایشی دیگر تغییرات حرارتی ورودي را تقریب بزند. 

  

  
  L_curveمنحنی  - 3شکل 

 
هاي مختلف شار حرارتیآنالیز خطا براي حالت - 1جدول   

Q σ Bias RMS variance 

step shape 0.01 0.06 0.1 0.08 

triangular 0.01 0.07 0.114 0.09 

constant 0.01 0.01 0.08 0.062 

 
آنالیز خطا براي مقادیر متفاوت نویز موجود در  - 2جدول 

هاداده  

q σ Bias RMS variance 

constant 

0.01 0.01 0.08 0.062 

0.05 0.01 0.1 0.099 

0.1 0.01 0.11 0.1 

  

  
  الف)(

  
  ب)(

  
  ج)(

برآورد شکلهاي مختلف شار حرارتی با استفاده از  -4شکل 

  ج)مثلثی و ایی ب)پله ،روش پیشنهادي الف)ثابت
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زمانی شار حرارتی با زمان به صورت مثلثی در نظر گرفته 

      ج شار حرارتی تخمینی را در این-4شده است. شکل 

    ها در دقت ثر نویز موجود در دادهدهد. ا حالت نشان می

 روش پیشنهادي با در نظر گرفتن نویز با مقادیر

(� = براي حالتی که توزیع شار  (℃0.1	���	0,0.01,0.05

 شار رتی اعمالی با زمان ثابت است، بررسی شده است.حرا

 شکل در پیشنهادي روش از استفاده با شده برآورد حرارتی
نشان داده شده است. آنالیز خطا در هر آزمایش انجام شده  5

  آورده شده است. 2 جدول است و مقادیر خطاها در

  

 
موجود در دماها بر تخمین بررسی اثر مقدار نویز  - 5شکل 

  شار حرارتی

  

ایی بین دماهاي اندازه گیري شده و  مقایسه 6در شکل 

دماهاي تخمین زده شده با استفاده از شار حرارتی تخمینی  

ایی و مثلثی انجام  براي سه حالتی که شار ورودي ثابت، پله

% کاملا برهم منطبق 5شده است. دماها با خطایی کمتر از 

  هستند.

شود، روش پیشنهادي می همانطور که در اینجا مشاهده

است، دماهاي اندازه گیري ورودي را بخوبی با توانسته 

استفاده از مقادیر تخمینی شار حرارتی برآورد کند. اثر 

کند، نیز  را اندازه گیري می Y(t)موقعیت ترموکوپل که دماي 

ت بر دقت تخمین شار حرارتی بررسی شده است. چهارموقعی

در نظر گرفته شده است و شار حرارتی تخمین زده  �� براي

). با دور شدن از سطح فعال، به دلیل 7 شده است (شکل

 اثرات تاخیر و میرایی در انتقال حرارت رسانشی، تغییرات

  ایجاد  باعث که است شده کمتر حرارتی شار ازاء به دمایی

  
  الف)(

  
  ب)(

  
  ج)(

دماهاي انداره گیري  شده و برآورد شده در حالتی  - 6شکل 

  ب)پله ایی و ج)مثلثی که شار حرارتی الف)ثابت،
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  بر دقت تخمین شار حرارتی x1بررسی اثر موقعیت سنسور  -7شکل 

  

 هنگامی دهد، می نشان نتایج گردد.می تخمین در خطا
که سنسورها در سطح فعال قرار دارند، تخمین دقیق تر 

  ).3خواهد بود (جدول 

  

 ��هاي مختلف سنسور  آنالیز خطا براي موقعیت -3جدول 

X1 �(℃) Bias RMS variance 

L/4 0.01 0.106 0.109 0.024 

L/2 0.01 0.15 0.151 0.018 

3L/4 0.01 0.191 0.297 0.228 

0 0.01 0.013 0.020 0.016 

  

دیجیتال فیلتر تیخونو،  براي بررسی دقت روش

  مزدوج] وروش گرادیان 1[ ایی بک ي با روش دنبالها مقایسه

ها بر تخمین  اثر مقدار نویز و هموار سازي داده -4جدول 

  شار حرارتی

�(℃) 0.01 0.5 1 1.2 

No mollified data 0.151 0.351 0.547 1.729 

Mollified data 0.077 0.073 0.077 0.087 

  

هر انجام شده است. در روش بک، فرض شده است،   ]4[

 جزء گسسته شده بر زمان استM  یک از توابع ترکیبی از
�جزء تا شودمی فرض مرحله هر در که − 1 ام   

 شده است و توزیع دما داخل جسم را در زمانتخمین زده 

مشخص است. در روش بک به طور موقت فرض  ����

�� شود که می = ������ = ���	� = 1,2,…, . در این �

) 25پارامتر تنظیم است و با استفاده از رابطه ( rروش 

  ] را برآورد کرد:1[ توان شار حرارتی می
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)25(  �� =
∑ ��(������ − ������	⌈� = 0)�
���

∑ ��
��

���

 

) با فرض 7به ترتیب از رابطه ( �و  �در این رابطه 

� = �و  ��/�1 = شوند. براي  محاسبه می  ��/�0

] 1[توان به  دریافت جزئیات بیشتر درباره روش بک می

مراجعه نمود. روش گرادیان مزدوج یکی از روش تکراري 

مبتنی بر گرادیان تابع هدف است که در دسته بندي 

هاي تمام دامنه انتقال حرارت معکوس است که براي  روش

ایی دیجیتال فیلتر تیخونو استفاده  مقایسه با روش دنباله

براي دریافت جزئیات بیشتر درباره این روش، شده است و 

ي بین ا مقایسه 8در شکل ] مراجعه کرد. 4[توان به می

ایی بک و  روش دیجیتال فیلتر تیخونو و روش دنباله

گرادیان مزدوج انجام شده است. با در نظر گرفتن مقدار 

� = در روش بک، شار حرارتی برآورد شده است. هر سه   5

اند، شار حرارتی را برآورد کنند. مقدار  روش بخوبی توانسته

، روش 15/0براي روش دیجیتال فیلتر  RMSبی بعد  خطاي

است که دقت  14/0و روش گرادیان مزدوج  203/0 بک

تخمین با استفاده از روش دیجیتال فیلتر تیخونو بیشتر از 

ایی بک و کمی کمتر از روش گرادیان مزدوج  روش دنباله

است. در حقیقت روش دیجیتال فیلتر تیخونو علاوه بر 

خاصیت دنباله آن داراي دقت یک روش تمام دامنه نیز 

  هست. 

  

  
شار حرارتی تخمینی یا استفاده از روش  مقایسه  - 8شکل 

  پیشنهادي مقاله و روش بک و گرادیان مزدوج

در روش دیجیتال فیلتر تیخونو، یکبار مقدار پارامتر 

تنطیم تعیین می شود و ضرایب فیلترها تولید می شود. در 

هاي دمایی با نویز زیاد استفاده شود، به  صورتی که از داده

وش هموارسازي پیش از تخمین شار بررسی اثر استفاده از ر

حرارتی بر دقت روش پرداخته شده است. چهار سري دما 

� که آلوده به نویز با مقادیر = در نظر  ℃0.01,0.5,1,1.2

) 9 گرفته شده است و شار حرارتی برآورد شده است (شکل

هنگامی که نویز موجود در ورودي روش معکوس زیاد می 

شود و خطاي واریانس  می شود، نوسانات در تخمین بیشتر

یابد. هنگامی از روش هموارسازي براي نویز  نیز افزایش می

هاي اندازه گیري استفاده شده است، نوسانات  زدایی داده

) است؛ بخصوص 4 (جدول تخمین کمتر و دقت آن بیشتر

الف دیده - 9هنگامی که مقادیر نویز زیاد است، در شکل 

اي هموارسازي شده، در ه می شود. تقریبا با و بدون داده

مقادیرنویزهاي پایین، تخمین داراي دقت یکسانی است و 

هاي هموار  در مقادیر نویزهاي بالاتر، اثر استفاده از داده

ها در چند آزمایش  سازي شده کاملا مشخص است. تخمین

در نظر گرفته شده با شار حرارتی اعمالی در این مسئله در 

ه نشان دهنده دقت روش هر آزمایش تطابق خوبی دارد ک

شود، مقادیر خطاها  ایی پیشنهادي است. یادآوري می دنباله

شود، در صورتی  بعد هستند. توصیه می) بی1-4( در جداول

که از این روش در ساخت سنسور براي برآورد شار حرارتی 

استفاده شود، همراه آن از روش هموارسازي نیز استفاده 

د. در مسئله دوم با توجه به شود تا دقت تجهیز افزایش یاب

با استفاده  �� و ��ج، هدف برآورد دو شار حرارتی -1شکل 

از اندازه گیري دو تاریخچه دمایی در یک جسم که از دو 

ماده متفاوت تشکیل شده است. ابتدا با استفاده از روش 

شود و با  پیشنهادي شار حرارتی در لایه اول برآورد می

در لایه  ��ین زده شده شار حرارتی استفاده از مقادیر تخم

شود که به ترتیب مقادیر شارهاي حرارتی با  دوم برآورد می

 10 شود. شکل ) محاسبه می12( از روابط 2 توجه به شکل

شارهاي حرارتی برآورد شده را با استفاده از روش 

پیشنهادي نشان می دهد نتایج حاکی از دقت روش 

است.  �� و �� حرارتیدو شار  پیشنهادي در برآورد هر

 در نظر گرفته شده ��هاي مختلفی براي شار حرارتی  حالت

  حالتی براي 12 و 11 هاي شکل در تخمین نتایج که است
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  ب)(  الف)(

    
  د)(  ج)(

  حالت با مقدار نویزهاي متفاوت ها بر نتایج در چندبررسی اثر هموارسازي داده -9شکل 

  
    به صورت پله ایی و مثلثی در نظر گرفته شده  ��که 

        است، نشان داده شده است. نتایج حاکی از دقت 

       آنالیز خطا نیز در  خوب الگوریتم پیشنهادي دارد.

          ��آورده شده است. خطاها در تخمین  5جدول 

     کمتر است. علت آن به موقعیت سنسورها  �� ت بهبنس

 )) از دماهاي12( (رابطه ��گردد و براي محاسبه  بر می

   استفاده شده است که دقیقا در سطح فعال قرار  (�)�

  دارند.

  

 آنالیز خطا در مسئله دوم - 5جدول 

Shape of �� 
 

Bias RMS variance 

triangular q1 0.0092 0.0112 0.0063 

 
q2 0.0091 0.0101 0.0043 

step shape q1 0.0158 0.0166 0.0051 

 
q2 0.0730 0.0780 0.0275 

constant q1 0.0142 0.0153 0.0057 

 
q2 0.0614 0.0691 0.0316 

0 5 10 15 20
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

t(s)
q
/q

0

 

 
exact

estimated

estimated with mollified data

0 5 10 15 20
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

t(s)

q
/q

0

 

 

exact

estimated

estimated with mollified data

0 5 10 15 20
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

t(s)

q
/q

0

 

 
exact

estimated

estimated with mollified data

0 5 10 15 20
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

t(s)

q
/q

0

 

 
exact

estimated

estimated with mollified data

  

  



 

 

  

  249 | یفراهان يداودآباد 

  

 1/ شماره 10/ دوره 1399ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

  
  تخمین شار حرارتی در حالت اول از مسئله دوم -10شکل 

  

  
  تخمین شار حرارتی در حالت دوم از مسئله دوم - 11شکل 
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  تخمین شار حرارتی در حالت سوم از مسئله دوم - 12شکل 

  

  نتیجه گیري -5

روش دیجیتال فیلتر تیخونو براي براورد  در این مقاله

تاریخچه زمانی شار حرارتی با استفاده از تاریخچه زمانی 

گیري شده در مسائل انتقال حرارت معکوس  دماهاي اندازه

پرداخته شده است. دو مسئله معکوس در نظر گرفته شده 

است: در مسئله اول شرایط مرزي در دو طرف دیواره 

دوم، دیواره از دولایه تشکیل شده  مجهول است و در مسئله

است و شار حرارتی در دوطرف دیواره مجهول است. در 

هردو مسئله  از دو ترموکوپل براي اندازه گیري تاریخچه 

دماي داخل جسم استفاده شده است و از یکی از 

ها به عنوان شرط مرزي استفاده شده است.  ترموکوپل

راي پارامتر کمتر، بهترین مقدار بRMSبراساس خطاي 

تنظیم انتخاب شد و در تمامی آزمایشات از همین مقادیر 

استفاده شد و ضرایب فیلترها تولید شد. این ضرایب فقط 

یکبار تولید و در تمامی آزمایشات استفاده گردید. اثر میزان 

نویز موجود در دماهاي اندازه گیري شده، موقعیت 

ا استفاده از ترموکوپل و شکل شار حرارتی بر دقت تخمین ب

روش دیجیتال فیلتر تیخونو بررسی شد و آنالیز خطا نیز 

انجام گردید. آنالیز خطا و مقایسه  با روش دنباله ایی بک و 

روش گرادیان مزدوج نشان دهنده دقت خوب روش 

تواند به عنوان  پیشنهادي در برآورد شار حرارتی است و می

ارتی استفاده ایی معکوس در برآورد شار حر یک روش دنباله

هاي هموارسازي شده پیش از تخمین  استفاده از داده شود.

تواند باعث افزایش دقت و کارآیی روش  شار حرارتی می

دنباله ایی ارائه شده شود. در مسئله دوم با تبدیل مسئله 

مسئله انتقال حرارت معکوس،  انتقال حرارت معکوس به دو

د و سپس با استفاده ابتدا شار حرارتی در لایه اول برآورد ش

از مقادیر تخمینی شار حرارتی در لایه دوم برآورد شد. 

 با همزمان صورت به که دارد را قابلیت ایني روش پیشنهاد

 مورد آزمایش با یک بار برآورد ضرایب فیلترها انجام

روش در  این که شود می سبب امر این. گیرد قرار استفاده

 محاسباتی زمان و حافظه به کمتري نیاز عین سادگی،

باشد و در ساخت سنسورهایی براي برآورد شار  داشته

گردد در صورتی که از  توصیه می حرارتی به کار گرفته شود.

این روش در ساخت سنسور براي برآورد شار حرارتی 
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استفاده شود، همراه آن از روش هموارسازي نیز استفاده 

 شود تا دقت تجهیز افزایش یابد.

   

 دهافهرست نما -6

CP ظرفیت گرمایی ویژه، J/KgK 

 fفرم گسسته هموارشده تابع  ���

k   ضریب رسانایی حرارتی، W/mK  

L    طول صفحه،m   

q    شارحرارتی، W/m2  

RMS مجذور مربعات خطاي میانگین،W/m�  

r پارامترتنظیم در روش بک  

T ،دما K 

t     زمان، s  

X   ماتریس ضریب حساسیت نسبت بهq ،Km�/W  

x ،دستگاه مختصات m  

Y  دماهاي اندازه گیري شده ترموکوپل، K 

y دماهاي اندازه گیري شده ترموکوپل، K  

Z  ماتریس ضریب حساسیت نسبت بهT0  

  m�/s ،ضریب پخش حرارتی �

�
��

  پارامتر تنظیم روش تیخونو 

  شعاع هموارسازي �

  kg/m3 چگالی، �

  انحراف معیار �
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