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  چکیده

شده از مواد هدفمند تابعی انجام شده است. هندسه و شرایط مرزي   در این مطالعه تحلیل ترموالاستیک تیرهاي با ضخامت متغیر ساخته

مشابه پره توربین است. تیر تحت ترکیبی از نیروهاي عرضی گسترده و نیروهاي حجمی حاصل از چرخش آن حول محور عمود بر  ،تیر

. خواص مکانیکی استصورت آزاد  طول تیر و میدان مشخصی از درجه حرارت قرار دارد. در ریشه تیر، شرایط مرزي گیردار و در لبه آن، به

-گردند. با استفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول، روابط جابجایی صورت توانی متغیر فرض می یر بهو حرارتی در راستاي طولی ت

هاي طولی و عرضی و  بندي، جابجایی کمک روش بخش آید. به کرنش و قانون هوك، دستگاه معادله دیفرانسیل مرتبه دومی بدست می

براي شش توزیع ناهمگنی مختلف تحلیل انجام شد. بررسی نتایج مشخص  هاي طولی، برشی و موثر هر بخش حاصل شده است. تنش

هاي طولی،  شده با ماده هدفمند تابعی با پارامتر توزیع ناهمگنی مثبت و بزرگتر، جابجایی طولی و عرضی و تنش  نمود که در تیر ساخته

  برشی و موثر بیشینه، کمتر خواهد بود.  
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Abstract 
In this research, thermoelastic analysis of the beams with variable thickness made of functionally graded 
materials (FGM) has been carried out. The beam geometry is similar to a turbine blade. Loading is composed 
of a transverse distributed force, a specific temperature field and an inertia body force due to rotation. Tip of 
the beam is free and root of the beam is fixed. Mechanical and thermal properties are assumed to be variable 
along the longitudinal direction of the beam based on the power law variation. Using first-order shear 
deformation theory, linear strain–displacement relations and Generalized Hooke’s law, a system of second 
order differential equation is obtained. Using division method, differential equations are solved. For each 
division, longitudinal and transverse deflections and longitudinal, shear and effective stresses are obtained. 
For six different nonhomogeneous distributions, analyses were carried out based on the power law variation. 
The results show that beam made of FGM with positive and further index of non homogeneity, maximum 
longitudinal and transverse deflections and longitudinal, shear and effective stresses would be less.   

Keywords: Variable Thickness Beam; Functionally Graded Materials (FGM); Distribution of Non 
homogeneity; First-order Shear Deformation Theory (FSDT). 
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 مقدمه -1

هاي گازي و سایر ادوات  همزمان با طراحی موتورها، توربین

هاي بزرگی روبرو شدند. یکی از این  مشابه مهندسان با چالش

تعیین دقیق تغییر شکل طولی الاستیک و  ،ها چالش

چراکه از یک سو  است؛ترموالاستیک پره ناشی از چرخش 

هاي توربین تا جداره  بین فاصله پره ،نسبت معکوسی است

هاي  موتور با ضریب کارآیی موتور و از سویی دیگر برخورد لبه

مهندسان ها به جداره محفظه فاجعه بار است.  پره

ها، راندمان موتور  خواستند با بهبود شکل و مشخصات پره می

داشتن تحلیل درستی  ،ین کارو توربین را بالا ببرند. مستلزم ا

. به استها  از رفتار الاستیک، ترموالاستیک، دینامیکی و... پره

 ؛هاي آغاز شد ها براي چنین تحلیل همین منظور تلاش

همچنین اخیرا تحقیق و پژوهش در خصوص استفاده از مواد 

مورد توجه قرار  ،ها جاي سوپرآلیاژها در پره همدرج تابعی ب

چراکه این مواد هم قیمت کمتري نسبت به  ؛گرفته شده است

تري دارند  سوپرآلیاژها داشته و هم خواص مکانیکی مطلوب

. در این مطالعه سعی شده براي تیر با ضخامت متغیر ]1[

تحلیلی ارائه   عنوان المان نزدیک به شکل پره، حل شبه به

  شود. 

  

  شده از مواد هدفمند تابعی تحلیل تیرهاي ساخته-1- 1

مطالعات قبلی خود در  ،اي مروري راسیتی در مقالهکاپانیا و 

. ]2[اي را گرداوري نمودند  زمینه تحلیل تیرها و صفحات لایه

هاي برشی  آنها در بخشی از مرور کارهاي قبلی، روي تئوري

و تیرها بحث نمودند و در مرور خود به  مختلف براي صفحات

چندین روش تحلیل، بر پایه المان محدود اشاره کردند. یکی 

هاي المان محدودي که آنها به آن اشاره نمودند،  از روش

روش المان محدودي بر اساس تئوري تغییر شکل برشی 

. استفاده از تئوري تغییر شکل برشی باز هم است1مرتبه بالا

ن براي تحلیل تیرها، بالاخص تیرهاي اققمورد توجه مح

کامپوزیتی قرار گرفته است. بطوریکه شی و همکارانش مدل 

جدیدي براساس المان محدود براي تحلیل المان تیرهاي 

بر  ،کامپوزیتی ارائه دادند. جالب اینکه اصل و اساس این مدل

. سنکر در پژوهشی ]3[ استاساس تئوري تغییر شکل برشی 

                                                        
1 Higher-order Shear Deformation Theory 

حل تحلیلی الاستیک براي تیرهاي ساخته شده از مواد مدرج 

 ،تابعی ارائه نمود. در پژوهش ایشان خواص مکانیکی مانند

. استمدول یانگ، مدول برشی و... تابعی از ضخامت تیر 

ده در تحلیل تیرهاي هرچند در این پژوهش، روش ارائه ش

که قابل استفاده نیست  شده از مواد مدرج تابعی  ساخته

. به ]4[ي طولی تیر توزیع شده باشد کننده در راستا تقویت

هاي حرارتی در  تنش ،روش مشابهی ایشان و همکارش

شده از مواد مدرج تابعی را مورد بررسی و   تیرهاي ساخته

کننده در جهت ضخامت  تحلیل قرار دادند. در اینجا نیز تقویت

 ،. در تحقیق دیگري چاکروباتی و همکارانش]5[ است متغیر

مورد بررسی قرار  ،اي را به روش المان محدود تیر سه لایه

. این تیر از دو لایه ماده هموژن متفاوت در سطوح ]6[دادند 

مدرج تابعی  شده از ماده  بالا و پایین و یک هسته ساخته

خواص تابعی از  ،تشکیل شده است. در این تحقیق نیز

تحلیل  ،همچنین کادولی و همکارانش است؛ضخامت هسته 

استاتیکی براي تیرهاي ساخته شده از مواد مدرج تابعی 

. آنها در ]7[کمک تئوري تغییر شکل برشی ارائه کردند  به

اي بین نتایج استفاده از  خود مقایسهبخشی از تحقیقات 

هاي بالاتر انجام  تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول و مرتبه

دادند و به این نتیجه رسیدند که تفاوت نتایج بسیار اندك و 

بندي براي  ناچیز است. در مطالعه مشابه دیگري لی، فرمول

- تحلیل استاتیکی و دینامیکی تیرهاي مدرج تابعی اویلر

کمک این  . ایشان به]8[و تیموشینکو ارائه کرد  برنولی

صورت تحلیلی بدست  بندي، مودهاي ارتعاشی تیر را به فرمول

آورده و گزارش کردند. تحقیقات روي کمانش حرارتی 

توسط کیانی و  ،تیرهاي ساخته شده از مواد مدرج تابعی

ننده در ک همکارش انجام شده است. در اینجا نیز تقویت

. این پژوهش ]9[ضخامت تیر متغیر در نظر گرفته شده است 

 هاي حرارتی مختلف براي شرایط مرزي گوناگون تحت توزیع

بررسی شده است. ژو و همکارش تحلیل دو بعدي 

هاي متغیر تحت  ترموالاستیک تیرهاي هموژن با ضخامت

اند  کانیکی براي شرایط مرزي ساده ارائه کردهنیروهاي ترموم

هاي هارمونیکی با ضرایب مجهول  . آنها در ابتدا سري]10[

کمک شرایط  براي توزیع دما و تنش فرض کرده و سپس به

ضرایب  ،مرزي بالا و پایین سطوح و شرایط مرزي ساده

کمک المان  مذکور را اخذ کردند. سپس تحلیل خود را به

ارسنجی نمودند. در مقاله دیگري نگوین و محدود اعتب
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همکارانش، روشی براي تحلیل استاتیکی و ارتعاش آزاد 

تیرهاي ساخته شده از مواد مدرج تابعی بر اساس تئوري 

تغییر شکل برشی مرتبه اول ارائه کردند. آنها توزیع 

اي توانی  صورت رابطه کننده را در راستاي ضخامت به تقویت

تاثیر ضریب توانی رابطه خواص مواد مدرج فرض کردند. آنها 

هاي طبیعی،  ها، فرکانس ها، تنش تابعی بر تغییر شکل

فرکانس مربوط به - نیروهاي بحرانی کمانشی و منحنی نیرو

. نیکنام و ]11[مودهاي ارتعاشی را بررسی و گزارش کردند 

اي ساخته شده از  خمش غیر خطی تیر ذوزنقه ،همکارانش

مکانیکی را مورد مواد مدرج تابعی تحت نیروهاي حرارتی و 

هاي  . آنها همانند پژوهش]12[بررسی و تحقیق قرار دادند 

کننده را در راستاي  قبل که در اینجا توضیح داده شد، تقویت

اي براي  ضخامت، متغیر فرض نمودند و حل تحلیلی بسته

. آنها ندارد اند که نیروي محوري وجود ارائه کردهحالتی 

تر که نیروي محوري نیز در  براي حالت عمومی ،مجبور شدند

یا روش مربعات 1از تکنیک گلرکین ،راستاي تیر وجود دارد

براي کفایت معادلات استفاده کنند. 2یافته دیفرانسیلی تعمیم

در نهایت نتایج دو روش را با هم مقایسه کردند. با بررسی 

ه استفاده از تئوري تغییر شود ک مطالعات قبلی مشاهده می

 ،هاي مشهور مانند شکل برشی مرتبه اول براي تحلیل المان

شده از مواد   ها و تیرهاي ساخته ها، ورق ها، استوانه دیسک

. عارفی و همکارانش استتابعی سودمند و راهگشا  ،هدفمند

اي تاثیر نیروهاي متغیر حرارتی و مکانیکی را روي  در مقاله

کمک  شده از مواد هدفمند تابعی، به  اي ساخته استوانهپوسته 

. حشمتی و دانشمند تاثیر ]13[این تئوري بررسی کردند

شده از مواد مدرج   ناخالصی روي ارتعاش تیرهاي ساخته

. در این مطالعه، ]14[عی را مورد مطالعه قرار دادند تاب

صورت هدفمند توزیع  کننده در راستاي ضخامت تیر به تقویت

صورت متغیر فرض گردید. آنها با  شده است و ضخامت تیر به

ه رسیدند که حصول مودهاي این مطالعه به این نتیج

هاي مختلف براي تیر با تغییر در ضخامت  ارتعاشی و فرکانس

اي به  آن قابل دستیابی است. زاپینو و همکارانش در مطالعه

کمک فرمولبندي ترکیبی کاررا، تحلیل استاتیکی براي 

شده از مواد   اي شکل ساخته هاي جدارضخیم ذوزنقه سازه

                                                        
1  Galerkin technique 
2 Generalized Differential Quadrature (GDQ)  

. آنها روش خود را با تحلیل المان ]15[مرکب ارائه کردند 

کمک  همچنین به ؛محدود مقایسه و اعتبارسنجی نمودند

شده در پژوهش خود، توانستند تحلیل   توسعه دادهروش 

شکل  Iاي شکل با سطح مقطع  استاتیکی روي تیرهاي ذوزنقه

  ارائه دهند.

تابعی با  هدفمندشده از مواد   در این پژوهش تیر ساخته

کمک  بارهاي مکانیکی و حرارتی، به تحتیر ضخامت متغ

، مورد بررسی و تحلیل تغییر شکل برشی مرتبه اول تئوري

قرار گرفته است. ماده هدفمند تابعی برخلاف مطالعات قبلی 

که به آنها اشاره شد، در جهت طولی تیر داراي خواص تابعی 

و ترموالاستیک هستند. نوآوري این مطالعه تحلیل الاستیک 

تیرهاي با ضخامت متغیر (با هر رابطه دلخواهی براي 

شده از مواد مدرج تابعی است که   ضخامت) ساخته

کننده در راستاي طولی تیر توزیع شده است. در اینجا  تقویت

کننده وجود نداشته و  محدودیتی براي شکل توزیع تقویت

ول تیر تحلیل براي هر نوع توزیعی با هر تابعی بر حسب ط

  قابل انجام است. 

  

 ، بارگذاري و شرایط مرزي هندسه تیر -2

ها  شکلو تغییر  ماده الاستیک خطیرفتار در این پژوهش 

همچنین تیر ضخیم و نسبت ؛ درنظر گرفته شده استکوچک 

 توزیع خواص مکانیکی و حرارتیبه تارخنثی متقارن است. 

مدول الاستیک و برشی، چگالی و ضریب انبساط  ،شامل

 ،فرض این بر اساس گردند.  صورت توانی فرض می بهحرارتی 

در مرجع  مورد استفادهتوان مشابه رابطه  اص را میخوتوزیع 

د.کرتوصیف  )1صورت رابطۀ ( به ]1[

 

  

)1(  �(�)= �����(
� + ��
��

)�  

 rootMتیر،  xخاصیت مورد نظر در محل  M(x)در این رابطه 

. استثابت ناهمگنی  n مقدار همان خاصیت در ریشۀ تیر و

این تیر تحت نیروهاي حجمی حاصل از گردش حول محور 

عمود بر مقطع طولی و همچنین نیروهاي گسترده با تابع 

مشخصی بر حسب طول تیر و عمود بر محور طولی تیر و 

جهت چرخش تیر قرار دارد. یک انتهاي تیر در همه خلاف 

. تیر استصورت گیردار بوده و سمت دیگر آن آزاد  جهات به

که تابع موقعیت قرار دارد در میدان درجه حرارت مشخصی 

سازي  چون این تیر در واقع شبیهراستاي طولی تیر است. در 
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و شرایط بارگذاري و مرزي مشابه  است  هاي توربین از پره

، لذا نیروهاي گسترده ]16[هاي توربین فرض شده است  پره

معرف نیروهاي آئرودینامیکی و همچنین نیروهاي حجمی، 

اي از  واره طرح 1باشند. در شکل  ناشی از گردش توربین می

نمایش داده  Lتیر مذکور نشان داده شده است. طول تیر با 

بیان  h(x)رابطه کمک  هشده است. تغییرات ضخامت تیر ب

د. این رابطه در واقع معرف شکل سطوح بالایی و شو می

 x=0و در  ttبرابر  x=L پایینی تیر است. مقدار این رابطه در

  .است ro با محور دوران tr. فاصله است trبرابر 

  

  معادلات حاکم و روش تحلیل -3

در این بخش به کمک روش تغییر شکل برشی مرتبه اول 

 xشود. جابجایی در جهات  حل الاستیک تیر مذکور انجام می

مطابق تئوري تغیر شکل برشی مرتبه اول مطابق رابطه  yو 

  .]17[) است 2(

)2(  �
u(x,z)= u�(x)+ zψ(x)

w (x,z)= w �(x)
 

در اینجا  0 xu  جابجایی طولی تار خنثی بوده و

 0w xجابجایی عرضی تار خنثی در جهت ضخامت است؛ 

همچنین  ψ x ي چرخش خط عمود بر تار خنثی  زاویه

ها بر اساس روابط  کرنشمیانی است.  نسبت به صفحه

  .]17[) است 3شکل رابطه ( بهسینماتیک 

  ε�� =
∂u

∂x
=
∂u�
∂x

+ z
∂ψ(x)

∂x
+ αT(x) 

)3(  γ�� =
∂u

∂z
+
∂w

∂x
= ψ(x)+

∂w �

∂x
 

روابط رفتاري براي مواد ناهمگن و همسانگرد  ها تنش

  :]17[عبارتند از 

σ�� = E(x)ε�� = E(x)�
∂u�
∂x

+ z
∂ψ(x)

∂x
+ αT(x)� 

)4(  τ�� = G(x)γ�� = G(x)�ψ(x)+
∂w �

∂x
� 

انرژي کرنشی با توجه به اصل کار مجازي عبارت  تغییرات

  است از:

�� = � � �
������� +
�������

�

�

����

�

 

= ��

⎝

⎜⎜
⎛��� �

∂���
∂�

+ �
∂��(�)

∂�
+���(�)

� +

��� ���(�)+
∂���
∂�

� ⎠

⎟⎟
⎞

��

���� 

)5(  = � �
���

∂���
∂�

+ ���

∂��(�)

∂�
+

�����(�)+ ���
∂���

∂�

�

�

�� 

هاي  منتجه حسب بر محوري و لنگر خمشی که نیروهاي

تنش با توجه به متغیر بودن خواص مکانیکی و حرارتی در 

  راستاي طول، برابرند با:

N�� = ∫ σ��dz= �∫ E(x)dz�
∂u�
∂x

 

											+ �∫ zE(x)dz�
∂ψ

∂x
+ ∫ E(x)α(x)T(x)dz 

Q� = ∫ σ��dz= �∫ G(x)dz��ψ(x)+
∂w �

∂x
� 

M �� = ∫ zσ��dz= �∫ zE(x)dz�
∂u�
∂x

 

											+ �∫ z�E(x)dz�
∂ψ

∂x
+ ∫ E(x)α(x)T(x)zdz 

)6(   

  

  
 تیرواره  طرح - 1شکل 
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  ) است.7کار نیروهاي خارجی بصورت رابطه (

  � = − � �
F�(x)u(x,z)+ F�(x)ψ +

F�(x)w (x,z)
�	dx

�

 

)7(  = − � �
ω �ρ(x)h(x)[r� + x]u(x,z)+

F�(x)ψ + �(x)w (x,z)
�	dx

�

 

  که

)8(  F(x)= �

F�(�)
F�(�)
F�(�)

�= �
ω �ρ(x)h(x)[r� + x]
0
−�(�)

� 

صورت معادله  )، تغییرات کار خارجی به8با توجه به رابطه (

 شود. ) بیان می9(

)9(  δW = − � �
F�(x)δu(x,z)+

F�(x)δψ + F�(x)δw (x,z)	
�

�

�� 

بر اساس اصل کار مجازي، تغییرات انرژي کرنشی با 

  ، یعنی:]18[تغییرات کار نیروهاي خارجی برابر است 

)10(  �� = ��  

) و استفاده از اصول حساب 5با توجه به رابطه (

براي معادلات حاکم و شرایط مرزي ) 11، روابط (1تغییرات

  آید. بدست می

  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
∂N��

∂x
+ A�(x)T(x)= F�(x)

−
∂M ��

∂x
+ N �� = 0

∂Q�
∂x

+ A�(x)T(x)= F�(x)

 

)11(  B.C�

N�����|�� �
�� � = 0

�����|���
��� = 0

����|�� �
�� � = 0

 

بدست )، روابط زیر 11) در رابطه (6رابطه (با جایگذاري 

  آیند. می

)12(  

A�(x)u,�� + A�(x)ψ,�� +

A�(x)T(x)= F�(x)

−A �(x)u,��(x) − A�(x)ψ,��(x) +

A�(x)ψ(x) + A�(x)w,�(x) = 0

A�(x)ψ,�(x)+ A�(x)w ,��(x)+

A�(x)T(x)= F�(x)

 

ارائه شده است.  بخش ضمائمدر  =1،2،3،4،5،6Ai(x)(i( که

براي حل دستگاه سه معادله دیفرانسیلی مرتبه دوم رابطه 

                                                        
1 Variational Calculu  

تحلیلی  روش شبه ، ازx ها به علت وابستگی ثابت )، به12(

. در این روش مقطع ]19[شود  کمک گرفته می 2بندي بخش

روش  د.شو بندي می به تعداد مشخصی، تقسیم x تیر در جهت

ها و معادلات  بندي روشی براي حل دستگاه تحلیلی بخش شبه

که  است دیفرانسیل با ثوابت متغیر و وابسته به متغیر مستقل

 بندي دامنه . در این روش با تقسیمداراي حل تحلیلی نیستند

به قطعات متناهی و حصول ثوابت براي هر بخش،  حل

دستگاه  دستگاه معادلات دیفرانسیل با ثوابت متغیر به

 ]23-19[ دشو معادلات با ثوابت مشخص و معین تبدیل می

شده   نمایش داده 2بندي تیر در شکل  اي از تقسیم واره طرح

  است.

آیند و مختص آن  میها بدست  براي مرکز هر بخش ثابت

کمک  ) تشکیل شده و به12بخش، دستگاه معادلات رابطه (

اند و  ) معرفی شده13شرایط مرزي محلی که در روابط (

) نشان 14شرایط مرزي ابتدایی و انتهایی که در معادلات (

شوند. با  ها براي هر بخش حاصل می شده است، ثابت  داده

ها و  ها، تنش یها براي هر قسمت، جابجای داشتن ثابت

ه به گردند. شرایط مرزي محلی که با توج ها حاصل می کرنش

  عبارتند از:اند،  شرط پیوستگی حاصل شده

u�x� +
t�

2
� = u�x�� � −

t�� �

2
� 

ψ �x� +
t�

2
� = ψ �x�� � −

t�� �

2
� 

w �x� +
t�

2
� = w �x�� � −

t�� �

2
� 

u,� �x
� +

t�

2
� = u,� �x

�� � −
t�� �

2
� 

ψ,� �x
� +

t�

2
� = ψ,� �x

�� � −
t�� �

2
� 

)13(  w ,� �x
� +

t�

2
� = w ,� �x

�� � −
t�� �

2
� 

  

  

                                                        
2 Division Method 
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  بندي تیر در راستاي طولی واره بخش طرح -2شکل 

  

  و شرایط مرزي ابتدایی و انتهایی تیر عبارتند از:

  B.c:�
� = 0
� = 0
� = 0

																																x= 0 

)14(  B.c:�

Q� = ∫ τ(x,z)dA = 0

M �� = ∫ zσ��dA = 0

N�� = ∫ σ��dA = 0

		� = � 

 زیر روابطصورت  ) به12( روابطبا توجه به روش مذکور 

   د.شو بازنویسی می

A�(x
�)u,�� + A�(x

�)ψ,�� 

																					+ A�(x
�)T(x�)= F�(x

�) 

−A�(�
�)u,��(�

�)− A�(�
�)ψ,��(�

�) 

																				+ A�(�
�)ψ(��)+ A�(�

�)w ,�(�
�)= 0 

A�(x
�)ψ,�(x

�)+ A�(x
�)w ,��(x

�) 

)15(  																				+ A�(x
�)T(x�)= F�(x

�) 

آمده پیوست بخش  در =1،2،3،4،5،6Ai(xk)(i( ها که ثابت

در دستگاه  xبا این روش ثوابت متغیر و وابسته به  است.

) به دستگاه معادلات دیفرانسیلی با 12معادلات دیفرانسیلی (

گردند که این دستگاه  ضرایب ثابت براي هر بخش تبدیل می

  کند. براي هر بخش حل تحلیلی پیدا می

  

  و بحث و بررسی نتایج عددي -4

شده از ماده هدفمند تابعی که   در این بخش براي تیر ساخته

شده در  کمک روش بیان ناهمگنی در راستاي طولی است، به

هاي  شود. تابع مفروض منحنی بخش قبل، تحلیل انجام می

 f(x)–و  f(x)سطوح بالا و پایین برحسب میلیمتر که با 

) آورده 17) و (16رتیب در روابط (ت اند، به نمایش داده شده

  شده است. 

)16(  �(�)= 0.0002�� − 0.0735� + 15 

)17(  −�(�)= −0.0002�� + 0.0735� − 15 

که ضخامت در  h(x) هاي سطوح، با توجه به تابع منحنی

) بیان 18شکل رابطه (  دهد، به هر نقطه از تیر را نشان می

  د.شو می

)18(  ℎ(�)= 2�(�)= 0.0004�� − 0.1470� + 30 

در اینجا از  T(x)و درجه حرارت  P(x)نیروي گسترده 

سمت ریشه تا نوك تیر، خطی و افزاینده فرض شده و 

  شوند. ) در نظر گرفته می20) و (19ترتیب مطابق روابط ( به

  

  ]20[خواص مکانیکی و حرارتی  - 1جدول 

  مقدار  خاصیت (واحد)

Er(GPa) 70 

Gr(GPa) 27  

r( 1K ) 6-101/23  

 r ( 3kgm )  2700  
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  بندي در تحلیل اجزاء محدود تغییرات تنش موثر و جابجایی بر حسب تعداد اجزاء شبکه - 3شکل 

  

)19(  �(�)= 0.03� + 0.05 

)20(  �(�)= 0.5� + 600 

rpm7000سرعت چرخش   ،mm300ro=  و

mm200L= .است   

همچنین خواص مکانیکی و حرارتی ماده مفروض در 

آورده شده است. این خواص متعلق به آلومینیوم  1جدول 

؛ باشند توابع سطوح بالا و پایین در اینجا فرضی می .است

همچنین رفتار افزایشی درجه حرارت و نیروهاي گسترده از 

  د.  شو مشاهده می ]24, 16[ریشه تا نوك در مراجع 

، توزیع =3n، 2، 1، 0 ،-1، -2ش توزیع ناهمگنی براي ش 

هاي طولی، برشی و موثر  هاي طولی و عرضی و تنش جابجایی

  د. شو شده ترسیم می  توسط روش ارائه

ها اعتبارسنجی انجام  در ابتدا، براي یکی از توزیع

گردد. براي اعتبارسنجی این پژوهش از تحلیل اجزاي  می

افزار آباکوس،  استفاده از نرم شود. با کمک گرفته می 1محدود

ها محاسبه و با توزیع  ها براي یکی از توزیع ها و تنش جابجایی

شده، مقایسه   متناظر بدست آمده از روش تحلیلی ارائه

 CPS8Rبعدي  بندي حل، از اجزاء یک گردند. براي شبکه می

ي  شده صورت دو بخش کوپل . تحلیل به]25[شود  استفاده می

شود و نیروهاي گریز از مرکز  حرارتی و مکانیکی انجام می

گردند. براي سهولت  نیروهایی حجمی اعمال می صورت به

بندي ضخامت به اجزاي محدود و  تحلیل هنگام تقسیم

                                                        
1 Finite Element Method (FEM)  

در 2تخصیص مشخصات هر جزء ماده مرکب، از زیرروال

افزار آباکوس  نویسی فرترن و ارتباط آن با نرم محیط برنامه

  د.شو استفاده می

  

  آزمون همگرایی - 4-1

  د:شو انتخاب میدو نقطه براي آزمون حساسیت 

1/0نقطه 
x

A
L

   5و./
x

B
L

  براي یافتن تعداد .

بعد نقطه  ، نمودار جابجایی بی اجزاء مناسب براي تحلیل دقیق

A بعد در نقطه  و تنش موثر بیBبندي  ، به تعداد اجزاء شبکه

ولی چون  ،باشند گردد. این دو نقطه اختیاري می ترسیم می

 Aدر سمت ریشه تیر گرادیان تنش موثر بیشتر است، نقطه 

براي بررسی همگرایی حل براي تنش انتخاب شده است. 

 3  شده است. شکل  نمایش داده 3نتیجه این آزمون در شکل 

بیش از   گر تعداد اجزاء شبکهگویاي این واقعیت است که ا

یل المان عدد انتخاب شود، همگرایی نتایج براي تحل 195

  شود. محدود فراهم می

  

  مقایسه  -4-2 

در این بخش براي اعتبارسنجی تحلیل، نمودارهاي توزیع 

هاي موثر در دو حل اجزاء  جابجایی طولی و عرضی و تنش

شده از ماده هدفمند   محدود و پژوهش جاري در تیر ساخته

گیرند. در اینجا  تابعی با توزیع دلخواه مورد مقایسه قرار می

                                                        
2 Subroutine  
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، 4هاي  شود. مقایسه در شکل فرض می=n  2توزیع ناهمگنی 

  اند. نشان داده شده 6و  5

مشخص است که تطابق  6و  5، 4هاي  با توجه به شکل

شده در این مطالعه و روش المان  خوبی بین روش ارائه 

محدود، چه از لحاظ مقدار و چه از لحاظ رفتار وجود دارد. 

 5/1و  6/1، 7/1ترتیب برابر به  6و  5، 4بیشینه خطا در شکل

 درصد است.

ترتیب جابجایی طولی، جابجایی  به 11تا  7هاي  شکل

عرضی، تنش طولی، تنش برشی و تنش موثر هر شش توزیع 

  دهند. اند، نمایش می بعد شده صورت بی که به

مشخص است، در تیرهاي ساخته  7همانطورکه در شکل 

ناهمگنی توانی مثبت، شده از مواد هدفمند تابعی با ضریب  

تبع آن  هاي طولی تیر کمتر خواهد بود. به توزیع جابجایی

جابجایی نوك تیر که از اهمیت فراوانی براي طراحان 

برخوردار است، در این حالت کمتر خواهد بود. هرچقدر 

ضریب ناهمگنی ماده هدفمند افزایش یابد، افزایش طولی 

ایی عرضی تیر نیز، شود. توزیع جابج کمتري در تیر دیده می

نشان  8وضعیتی مشابه توزیع جابجایی طولی تیر دارد. شکل 

دهد که با افزایش ضریب توانی ناهمگنی ماده، جابجایی  می

  تغییر با که دهد می نشان 9 شکل شود. می کاسته تیر عرضی

  

    
مقایسه توزیع جابجایی طولی در تحلیل اجزاء  -4شکل 

  محدود و پژوهش جاري

  

مقایسه توزیع جابجایی عرضی در تحلیل اجزاء  - 5شکل 

  محدود و پژوهش جاري

  

    
مقایسه توزیع تنش موثر ترموالاستیک در تحلیل  - 6شکل 

  اجزاء محدود و پژوهش جاري

  توزیع جابجایی طولی در امتداد طول تیر -7شکل 
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  توزیع جابجایی عرضی در امتداد طول تیر - 8شکل 

  

  توزیع تنش طولی ترموالاستیک در امتداد طول تیر -9شکل 

  

    
  توزیع تنش موثر ترموالاستیک در امتداد طول تیر - 11شکل   تنش برشی ترموالاستیک در امتداد طول تیر توزیع -10شکل 

  

علامت ضریب ناهمگنی، جهت تقعر نمودار توزیع تنش طولی 

شود. در ضرایب منفی تقعر رو به بالا و ضرایب  عوض می

مثبت، تقعر رو به پایین است. حتی با تغییر ضریب توانی 

ناهمگنی، امکان تغییر محل بیشینه تنش طولی در تیر وجود 

بعد  بیشینه تنش طولی در نقطه بی =2nدر ضریب دارد، مثلا 

دهد که هرچقدر  نشان می 10شکل همچنین ؛ است 25/0

یابد، بیشینه تنش برشی که در  ضریب ناهمگنی افزایش می

یابد. در اینجا مقدار بیشینه تنش  ریشه تیر است، کاهش می

 و  9هاي  شکل است. =2nبرابر  8/2تقریبا  =n-2برشی براي 

 ،گر این واقعیت هستند که با تغییر ضریب ناهمگنی بیان 10

ها بالاخص  توان کنترل خوبی روي مقدار بیشینه تنش می

خوبی  به 11تنش موثر داشت. این نتیجه مهم در شکل 

مشخص است. با تغییر ضریب ناهمگنی ماده هدفمند تابعی از 

د که شو ، مقدار بیشینه تنش موثر کمتر از نصف می2تا  - 2

بیانگر ثابت بودن  n=0ین براي طراحان بسیار مهم است. ا

خواص در سرتاسر طول تیر است، این خواص همان خواص 

ریشه تیر است. مثلا در اینجا چون خواص ریشه تیر 

آلومینیوم خالص فرض شده است، در نتیجه تیر هموژن 

 ∞=n در شده از آلومینیوم خالص تحلیل گردیده است. ساخته

از لحاظ  ،گردد داخل پرانتز بینهایت می چون مقدار حد

چون حد داخل  ∞−=n در د.شو معنی می فیزیکی و تئوري بی

در اینجا نیز مقدار کلیه خواص صفر  ،گردد پرانتز صفر می

  د.شو گردیده و از لحاظ فیزیکی و تئوري بی معنی می
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تحلیل  با ضخامت ثابت در ادامه براي تیر کامپوزیتی

کننده بصورت یکنواخت و با  که تقویتگیرد  انجام می

رابطه نیروي گسترده  .است 30و  20، 10، 0درصدهاي 

  است. رابطه ذیلبصورت 

)21(  �(�)= −0.06�� + 0.05 + 0.01 

و  متر میلی 26و برابر ثابت  تیر ضخامتهمچنین 

mm200L= گردند فرض می.    

ترتیب توزیع جابجایی عرضی و  به 13و  12هاي  شکل

  دهند. موثر را نمایش میهاي  تنش

شده مشخص است که  هاي انجام  با توجه به بحث

توانند در کاهش  کننده چقدر می استفاده از هدفمند از تقویت

ها موثر باشد. از کاربردهاي صنعتی این  ها و جابجایی تنش

  توان به موارد ذیل اشاره کرد. پژوهش می

هاي طولی، برشی و موثر و  تخمین تنش - 1

هاي  اي عرضی و بالاخص طولی در پرهه جابجایی

 ها ساده توربین

کننده براي کاهش  استفاده هدفمند از تقویت - 2

خصوص جابجایی طولی  ها، به ها و یا جابجایی تنش

 ها نوك پره

هاي  تعیین محل بیشینه تنش براي تعیین بازرسی - 3

هاي تخریب مثل  اي جهت جلوگیري از پدیده دوره

 خزش یا خوردگی تنش و ...

هاي ساده روي  رسی تغییرات هندسی پرهبر - 4

 ها ها و جابجایی تنش

بررسی اثر نیروهاي حجمی و آئرودینامیکی و  - 5

ها و  حرارت بطور انفرادي یا توامان روي تنش

 هاي ساده هاي پره جابجایی

  

 گیري نتیجه -8

شده   در این مطالعه تحلیل تیرهاي با ضخامت متغیر، ساخته

بارهاي مکانیکی و حرارتی انجام از مواد هدفمند تابعی تحت 

هاي  شده است. ناهمگنی هدفمند، برخلاف بیشتر پژوهش

مشابه قبلی، در راستاي طولی تیر واقع شده است. شرایط 

ها و ادوات مشابه  هاي توربین بارگذاري و مرزي تیر مشابه پره

فرض شده است. تیر تحت بار گستره و در میدان حرارتی 

است، قرار دارد. ابتداي تیر (ریشه  مشخص که تابع طول تیر

  . است آزاد (لبه پره) تیر انتهاي و گیردار جهات همه در پره)

  
توزیع جابجایی عرضی براي تیر با ضخامت - 12شکل 

  یکنواخت در امتداد طول تیر

  

  
ضخامت توزیع تنش موثر الاستیک براي تیر با  -13شکل 

  یکنواخت در امتداد طول تیر

  

معادلات حاکم استخراج شد  ،کمک تئوري برشی مرتبه اول به

کمک شرایط  بندي و به تحلیلی بخش روش شبه و سپس به

مرزي پیوستگی در مرز مشترك هر بخش و شرایط مرزي 

کلی ابتدا و انتهایی تیر، دستگاه معادلات دیفرانسیل حاصل 

ها  حل شد. در نهایت توزیع جابجاییجداگانه براي هر قسمت 

ها براي کل تیر محاسبه و ترسیم شد. قابل ذکر است  و تنش

           صورت توانی که در این مطالعه توزیع ناهمگنی به

     فرض گردید. لیکن از لحاظ روش ارائه شده، محدودیتی

، 0، -1، -2براي توصیف ناهمگنی وجود ندارد. شش توزیع 

1 ،2 ،3n=  مورد بررسی قرار گرفت و براي هر توزیع

هاي طولی،  هاي طولی و عرضی و تنش ناهمگنی، جابجایی

برشی و موثر ترسیم شد. با توجه به نتایج براي این توزیع 
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ها و  ناهمگنی، مشخص شد در توزیع با توان بیشتر، جابجایی

گذاري  ها مقدار کمتري خواهند داشت. براي صحه تنش

روش المان محدود  هاي ناهمگنی به وزیعتحلیل یکی از ت

شده در این مطالعه مقایسه  تحلیل و با نتایج روش ارائه

تطابق خوبی در نتایج بین دو روش  ،گردید. مشخص شد

  وجود دارد.

  

 فهرست علایم -9

n ثابت ناهمگنی ماده هدفمند تابعی  

T(x)   دما در هر نقطه تیر(K) 

P(x) ) فشارMPa( 

L  طول تیر(mm) 

M(x)  مقدار خاصیت در نقطهx تیر  

rootM مقدار خاصیت در ریشه تیر  

ro ) فاصله ریشه تیر تا محور دورانmm(  

Er ) مدول الاستیسیته ریشه تیرGPa(  

Gr ) مدول برشی ریشه تیرGPa(  

r )1ضریب انبساط حرارتی ریشه تیرK(  

r 3( چگالی ریشه تیرkgm(   

 ) سرعت دورانی چرخش تیرrpm(  

  

  پیوست -10

)1،2،3،4،5،6Ai(x)(i=  

A�(x) = ∫
��.��(�)

�.��(�)

E(x)dz 

 A2(x) = ∫
−0.5ℎ(�)

0.5ℎ(�)

zE(x)dz 

�3(x)= ∫
−0.5ℎ(�)

0.5ℎ(�)

�(�)�� 

A�(x) = ∫
��.��(�)

�.��(�)

z�E(x)dz 

A5(x) = ∫
−0.5ℎ(�)

0.5ℎ(�)

E(x)α(x)dz 

A�(x) = ∫
��.��(�)

�.��(�)

E(x)α(x)zdz 

  

)1،2،3،4،5،6Ai(x
k)(i=  

A�(x
�) = ∫

��.��(��)

�.��(��)

E(x�)dz 

A�(x
�) = ∫

��.��(��)

�.��(��)

zE(x�)dz 

A�(�
�) = ∫

��.��(��)

�.��(��)

G(��)dz 

A�(�
�) = ∫

��.��(��)

�.��(��)

z�E(��)dz 

A�(�
�) = ∫

��.��(��)

�.��(��)

E(��)α(��)dz 

A�(�
�) = ∫

��.��(��)

�.��(��)

E(��)α(��)zdz 
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