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 چکیده

 يرفتار دینامیکی لوله دو سر لولا ،اي هستند. در این مقاله دینامیکی پیچیده هاينشان دادن رفتار مستعد ،هاي حاوي جریان سیاللوله

کند، مورد بررسی و تحلیل قرار گرفته است. تغییرات  حاوي جریان سیال که خواص مواد آن به صورت تابعی در راستاي ضخامت تغییر می

ر برنولی بدست آمده فرض شده و معادلات ارتعاشاتی با استفاده از تئوري تیر اویل مدول یانگ در راستاي ضخامت و بر اساس قانون توانی

هاي طبیعی براي لوله  اي، با استفاده از روش گالرکین به معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل شده است. فرکانساست. معادله دیفرانسیل پاره

ضخامت مورد بعد بدست آمده و با نتایج لوله همگن مقایسه شده و تاثیر تقویت تدریجی در راستاي  هاي بی سر مفصل به ازاي پارامتردو 

گردد، براي پارامتر جرمی  همچنین مقادیر سرعت بحرانی جریان سیال که موجب ناپایداري حرکت لوله می ؛بررسی قرار گرفته است

هاي طبیعی سیستم  اند. با افزایش مدول یانگ از داخل به خارج لوله، فرکانس مشخص و توزیع هاي مختلف مدول یانگ بدست آمده

  افتد. بعد بالاتري اتفاق می هاي بی ایداري در سرعتافزایش یافته و ناپ

   ناپایداري. ؛سرعت بحرانی سیال ؛هاي طبیعی فرکانس ؛تغییر ماده به صورت تدریجی ؛لوله حاوي جریان سیال :کلمات کلیدي

 

Vibration Analysis of Pipe Conveying Fluid, Made of Functionally Graded Material in 
Thickness Direction  
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Abstract 
The pipes conveying fluid are capable of displaying complex dynamical behaviors. In this paper, the 
dynamic behavior of a simply supported fluid-conveying pipe made of functionally graded material in 
thickness direction, is analysed. The Young Modulus are assumed to be graded along the thickness direction 
according to a simple power law and equations of motion of the Euler–Bernoulli beam are derived. The 
partial differential equation is discretized to ordinary differential equations by the Galerkin method. The 
natural frequencies are obtained for different dimensionless parameters and compared with a homogenious  
pipe conveying fluid, and the effect of gradually changed material has been studied. Dimensionless critical 
flow velocities which couse instability are obtained for particular mass parameter and different distribution 
of Young Modulus. The results show that by increasing Young Modulus from inner to outer surface of pipe, 
the natural frequencies of system increase and instability is occurred in higher critical velocities. 

Keywords: Pipes Conveying Fluid; Functionally Graded Material; Natural Frequencies; Critical Flow 
Velocity; Instability.  
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  مقدمه - 1

جهت انتقال سیالات نه تنها در هاي خطوط لوله سیستم

هاي حرارتی،  مبدل خطوط تخلیه پمپ، گاز، صنایع نفت و

مورد  ]4-1[ و غیره الکترومکانیکی نانو و میکرو هاي سیستم

ه عمومی بلکه کاربردهاي گستردگیرند،  استفاده قرار می

که توجه بسیاري از  دیگري  نیز در صنایع مختلف دارند

لوله حاوي . ]6, 5[ محققین را به سوي خود جلب کرده است

ترین مساله در زمینه مسائل  سیال در عین حال که ساده

مستعد  ،شود اندرکنش میان سازه و سیال محسوب می

ارتعاشات و . رفتارهاي دینامیکی جالب و حائز اهمیتی است

هاي حاوي جریان سیال با شرایط مرزي  ناپایداري لوله

وانگ و  .]7[ ن قرار گرفته استامختلف مورد بررسی محقق

همکارانش با استفاده از روش تبدیل دیفرانسیل به بررسی 

هاي حاوي جریان  هاي طبیعی و سرعت بحرانی لوله فرکانس

. وانگ و ]8[ اند سیال، به ازاي شرایط مرزي مختلف پرداخته

به بررسی خواص ارتعاشاتی و پایداري  2012داي، در سال 

لوله حاوي سیال با دو زانوي متقارن در انتهاي آن پرداختند 

ی لوله، کاملا به زاویه هاي ارتعاش نشان دادند که فرکانسو 

اخیرا خیري و فیروزآبادي در . ]9[زانوها وابسته است 

با یک  ه بررسی پایداري لوله یکسرگیرداراي دیگر، ب مطالعه

 ناي و همکارانش، .]10[ اند نازل مایل در انتهاي آن پرداخته

ارتعاشات اجباري لوله خمیده حاوي جریان سیال را که بر 

رجی قرار گرفته بستر الاستیک غیرخطی، تحت تحریک خا

و نشان دادند که بزرگی بردار تحریک،  بود، آنالیز کرده

پاسخ  برهمگی تاثیر بسزایی  اي و سختی بستر، میرایی سازه

  ]12[. علیزاده و میردامادي ]11[ دارندسیستم  ماندگارحالت 

کارلو و ترکیب آن با اجزا   سازي مونت با استفاده از روش شبیه

احتمال پایداري و ارتعاشات لوله حاوي جریان سیال  ،محدود

اند. قضاوي و حیدري، اخیرا روي لوله حاوي  را بررسی کرده

اند و پاسخ  ت محوري و چرخشی تحقیق کردهسیال با حرک

و نشان دادند که با افزایش سرعت   سیستم را بدست آورده

  .]13[شود  محوري، سیستم ناپایدار می

ها ایزوتروپیک  ها، جنس لوله در گذشته، در اغلب بررسی 

هاي کامپوزیتی به  شد و آغاز بررسی لوله در نظر گرفته می

 2013. داي و وانگ در سال ]14[ گردد سال اخیر برمیچند 

به بررسی ارتعاشات و پایداري لوله تشکیل شده از دو جنس 

 2014. شن و پایدوسیس در سال ]15[ مختلف پرداختند

با ساختار تکرار شونده را بررسی کرده و    انواع مختلف لوله

 اند سرعت بحرانی جریان سیال را براي آنها بدست آورده

گاه  لوله با تکیهرفتار . وانگ و لیو اخیرا به بررسی ]16[

دوسردرگیر که از مواد متغیر تابعی سرامیک و فولاد ضدزنگ 

کنترل  خادم و همکارش به .]17[ اند ساخته شده پرداخته

پرداختند ارتعاشات لوله حاوي سیال با جاذب غیرخطی 

در لوله سیال دو فازي  اثر جریان . ابراهیمی و همکاران]18[

لوله با سایز  ریان درمیرطالبی و همکاران جو  ]19[قائم 

 ندقرار دادمطالعه  را موردمیکرو در شرایط مرزي گوناگون 

]20[.  

لوله حاوي جریان سیال یک سیستم ژیروسکوپیک  

که با افزایش سرعت سیال، صلبیت لوله  ]21[ پایستار است

کند، در نتیجه به ازاي افزایش سرعت سیال   کاهش پیدا می

به اندازه کافی، نیروي گریز از مرکز به نیروي بازگرداننده 

که در این  افتد اتفاق می 1کند و واگرایی خمشی غلبه می

ینامیک حالت ناپایداري از نوع کمانش است و در حیطه د

به آن اطلاق  2غیرخطی، دوشاخگی پیچفورك استاتیکی

 شود. می

هاي طبیعی و سرعت بحرانی لوله  فرکانسدر این مقاله، 

لولا که مقدار  حاوي جریان سیال، با شرایط مرزي دوسر

 سختی آن در راستاي ضخامت، طبق قانون توانی تغییر می

س مورد بررسی قرار گرفته است. در حل عددي جن ،کند

خاصی براي سطح داخلی و خارجی لوله در نظر گرفته نشده 

و از نسبت خواص خارجی به داخلی استفاده شده است. سیال 

    آل بوده یعنی روان، تراکم ناپذیر و حرکت  درون لوله ایده

آن غیرچرخشی است. در نهایت تاثیر نحوه تغییرات سختی 

خص شده هاي طبیعی و پایداري سیستم مش لوله بر فرکانس

  است.

  

  تئوري و فرمول بندي - 2

در نظر گرفته  )1رابطه (ها به صورت  میدان جابجایی و کرنش

  :]22[شوند می

                                                   
1 Divergence 
2 Static Pitchfork Bifurcation 
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لوله  جانبیو  یدر راستاي طولجابجایی به ترتیب  ��,��که 

 –. با استفاده از تئوري ون کارمن روابط کرنش هستند

  :شود بیان می )2رابطه (جایی به صورت  جابه

  

  
تدریجی لوله حاوي جریان سیال، تقویت شده  -1شکل 

  در راستاي ضخامت

  

��� =
���

��
+

1

2
�
���

��
�
�

+ � �−
����

���
� = ���

� + ����
�  

)2(   

  که در آن:

���
� =

���

��
+

�

�
�
�� �

��
�
�

, ���
� = −

��� �

�� �   

)3(   

ساخته شده از ، لوله 1و بقیه کرنش ها صفر هستند. در شکل 

  و حاوي جریان سیال نشان داده شده است. مواد متغیر تابعی

 بنابر اصل تعمیم یافته همیلتون:

)4(  � [(�� − ��)− ��]�� = 0
�

�

 

 یروکار مجازي انجام شده توسط ن �انرژي پتانسیل،  �که 

انرژي جنبشی سیستم  �(ناشی از جریان سیال) و  خارجی

  :]23[ هستند

)5(  �� = � � ��� (����
� + �����

� )����
	

��
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�V = � ����
�
∂�w �

∂��
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)7(    

به  ��و  ��چگالی وزنی سیال،  ��چگالی وزنی لوله،  ��که 

��و  و سیال، مقطع لولهسطح مساحت ترتیب  = � و   ���

�� = � به ترتیب چگالی جرمی واحد طول لوله و    ���

  بردار سرعت سیال هستند: �سرعت جریان سیال و  �سیال، 

)8(  � = (�cos� + �̇�)�̂+ (− �sin� + �̇�)�̂ 

�	 که = −
�� �

��
) 9معادله (هاي تنش طبق  منتجه است. 

   ،آیند میبدست 

)9(  �
���

���
�= � �1

�
���� ��

	

��

 

  گیریم. ) در نظر می10( روابط مطابقو همچنین فرضیاتی 

  
�� = � ���� = ����		
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)10(  ��� = � ������ = ����
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تغییرات و سپس حذف   با استفاده از قواعد حساب

 طولی و عرضیمعادلات ارتعاشات  ،ملات غیرخطیج

 )12) و (11و به ترتیب به صورت معادلات ( شده بستهناهم

  آیند: میدر 

� �(�)��.
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����
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   ت عرضی پرداخته شده در این مقاله تنها به ارتعاشا

  است.

 در ��,��یانگ داخلی و خارجی لوله را به ترتیب  مدول

نیز طبق قانون توانی، در ضخامت تیر  نظر گرفته شده و

  :]24[ دشو ) مشخص می13توسط رابطه (

�(�)̅ = (�� − ��)�
�̅

ℎ
+

1

2
�
�

+ ��
	

⇒ �

�
�̅

	
→ �

�

�
	
= ��

	
�

�̅
	
→ �

�

�
	
= ��

 

)13(    

با . است عدد حقیقی � توانو لوله  میانگینشعاع  �zکه 

�����Eتعریف نسبت  =
��

��
مدول یانگ در ضخامت تیر توسط  

  کند: ) تغییر می14رابطه (

�(�)̅ = �(�)= �� �(E����� − 1)�
���

�
+

�

�
�

�

+ 1�   

)14(   

نحوه تغییر مدول یانگ را در ضخامت لوله براي  2شکل 

هر دو حالت نسبت مدول یانگ بزرگتر و یا کوچکتر از یک 

  دهد. نشان می

نظر کردن از ترم اینرسی چرخشی و صفر در نظر  با صرف

(ثابت بودن سرعت درون لوله)، پارامترهاي بی بعد  ̇�گرفتن 

  بعد سازي استفاده شده است: ) براي بی15(

)15(  � =
�

�
		,� =
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�
,� = �

��	�	
�� + ��

�

�
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��
			 

معادله سازي،  هاي بالا و ساده در نتیجه با جایگذاري جمله

  :آید ) بدست می16بعد ( ارتعاشات عرضی به صورت معادله بی

  

∫ 	���(�)̅��	
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�́ +̇ �̈ = 0 

) و 17بعد جدید به صورت ( با معرفی پارامترهاي بی

)18:(  

)17(  U = 	�
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���	
�

�
��

��				 

)18(  β =
��

�� + ��

 

بعد جرمی سیال است و  پارامتر بی βبعد و  سرعت بی Uکه 

)، معادله 14از رابطه (̅(�)�	 همچنین با قرار دادن مقدار

بعد لوله تقویت شده به صورت تدریجی در جهت ضخامت  بی

و  	βهاي کنترل کننده  و حاوي جریان سیال بر حسب پارامتر

U آید: بدست می  

∫ 	�� �(E����� − 1)�
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)19(  + U��		́� + 2β
�

�� U	�́ +̇ �̈ = 0				,0 ≤ � ≤ 	1 

  

  
  نحوه تغییرات مدول یانگ در راستاي ضخامت لوله -2شکل 
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  روش حل - 3

معادله  به مسئله بر حاکم جزئی دیفرانسیل معادله تبدیل براي

این  از  شود. می استفاده گالرکین روش از معمولی دیفرانسیل

 در نظر گرفته )20صورت رابطه ( به لوله جانبی رو جابجایی

  شده است:

)20( �(�,�)= ���(�)��(�)

�

���

 

مختصات تعمیم یافته  (�)��توابع ویژه نرمال و  (�)��که 

انتخاب ) 21رابطه ( صورتبه  ویژه توابع مقاله، این دراست. 

  شده است:

)21(  ��(�)= sin(���)   ,   � = 1,2,….� 

توابع  . شود می گرفته نظر در اول مود تحقیق، شش اینکه در 

پس از اعمال روش ) قرار داده و 19شکل مود را در معادله (

  :آید ) بدست می22معادله با فرم ماتریسی ( �گلرکین، 

)22(  [�]{�̈} + [�]{�̇} + [�]{�} = 0 

) و 23توسط روابط ( �و �و �هاي هاي ماتریس که درایه

  آیند: )  بدست می25) و (24(
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)26(   

هاي طبیعی، سیستم را به  بدست آوردن فرکانس براي

(�)�فضاي حالت برده و بردار حالت به صورت  =

تعریف شده است. معادله در فضاي حالت به  [�̇�			(�)��]

 آید: صورت زیر بدست می

)27(  �(̇�) = ��(�) 

  که:

)28(  � = �
0 ⋮ �
⋯ ⋮ ⋯

− ��� ∗ � ⋮ − ��� ∗ �
� 

ماتریسی با ضرایب ثابت است. سپس حل سیستم ارتعاشی  �

(�)�را به صورت  = � ��x  در نظر گرفته و با قرار دادن در

  : ���معادله قبل و تقسیم بر 

)29(  �� = �� 

یک تئوري پایه در  )، مساله مقدار ویژه جبري،29که معادله (

است و مقدارهاي ویژه نشان دهنده  مسایل ارتعاشی

  هاي سیستم است. فرکانس

  

  نتایج - 4

شش مود اول براي حل درنظر گرفته شده و مقادیر ویژه به 

صورت مختلط بدست آمده که مقدار موهومی آن همان 

به ازاي  یستم است. مقدار حقیقیس نوساناتفرکانس 

سیال اما با افزایش سرعت  ،صفر است هاي پایین سیال سرعت

مقدار ویژه حقیقی ظاهر شده و لوله به واسطه پدیده 

در اینجا، صفر شدن د. شو دوشاخگی پیچفورك ناپایدار می

 مقدار موهومی به معناي صفر شدن فرکانس نوسانات است.

 شوند. قرینه یکدیگر می حقیقی و ،ضمن این که مقادیر ویژه

مده مقادیر ویژه موهومی و حقیقی براي لوله همگن بدست آ

نشان داده  3است و در شکل  ]8[که کاملا مطابق مرجع 

  است. شده

  

  
  هاي اصلی اول تا قسمت موهومی فرکانس - 3شکل 

  حاوي جریانگاه ساده و  چهارم لوله همگن با تکیه

�سیال و  =   )]8[(مرجع  �.�
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هاي طبیعی لوله با جنس  فرکانس 7تا  4در شکل 

، با لوله تقویت شده به صورت (نمودار آبی رنگ)همگن

، به ازاي (نمودار قرمز رنگ) ضخامتتدریجی در جهت 

 هاي مختلف سیال مقایسه شده است. سرعت

  

  

  
به  ضخامتهاي اصلی اول تا چهارم لوله دوسرلولا تقویت شده به صورت تدریجی در جهت  قسمت موهومی فرکانس -4شکل 

������ازاي   = �و  � = �.   

  

  

  
به ازاي  ضخامتهاي اصلی اول تا چهارم لوله دوسرلولا تقویت شده به صورت تدریجی در جهت  قسمت حقیقی فرکانس - 5شکل 

������ = �و  � = �.  
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به  ضخامتهاي اصلی اول تا چهارم لوله دوسرلولا تقویت شده به صورت تدریجی در جهت  قسمت موهومی فرکانس - 6شکل 

������ازاي  = �و  �/� = �.  

  

  

  
به  ضخامتهاي اصلی اول تا چهارم لوله دوسرلولا تقویت شده به صورت تدریجی در جهت  قسمت حقیقی فرکانس -7 شکل

������ازاي  = �و  �/� = �.  

  

بعد، دو حالت براي  براي پارامتر جرمی بی 3/0 با فرض

در حالت اول که  ؛لوله تقویت شده در نظر گرفته شده است

�����Eسطح خارجی سختتر از سطح داخلی است و  = 4 

مدول  ،فرض شده که طبق تعریف صورت گرفته در این حالت

برابر سطح داخلی است و با در نظر  4یانگ سطح خارج لوله 

kگرفتن  = مدول یانگ در ضخامت لوله به صورت خطی  1

  کند. تغییر می
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هاي طبیعی لوله با جنس همگن، با  فرکانس 4در شکل  

لوله تقویت شده به صورت تدریجی در جهت ضخامت، به 

هاي مختلف سیال مقایسه شده است. در این  ازاي سرعت

هاي اصلی لوله، نسبت به حالت  حالت تقویت شده، فرکانس

قسمت حقیقی  5فزایش یافته است. در شکل لوله همگن ا

هاي سیال نشان  متناظر با همان سرعتهاي طبیعی  فرکانس

داده شده است. براي درك بهتر مقادیر ویژه موهومی و 

هاي مختلف در یک راستا رسم  حقیقی متناظر با سرعت

هاي پایین قسمت حقیقی فرکانس  اند. ابتدا در سرعت شده

ارتعاش سیستم با فرکانس متناظر  دهنده صفر است که نشان

است، تا اینکه سیستم در سرعت  4با همان سرعت در شکل 

به واسطه پدیده دوشاخگی پیچفورك در مود اول  4.9بعد  بی

د. مشخص است که ناپایداري در لوله تقویت شو ناپایدار می

شده به صورت تدریجی در این حالت نسبت به حالت همگن 

 ق افتاده است.در سرعت بالاتري اتفا

�����E حالت دیگر 7و  6هاي  در شکل = فرض  1/4

برابر مدول  1/4شده که در این شرایط مدول یانگ خارجی 

هاي این سیستم و سیستمی با  یانگ داخلی است. فرکانس

اند که نشان  نشان داده شده 6لوله از جنس همگن در شکل 

 ؛ها نسبت به حالت همگن است دهنده کاهش فرکانس

 2.4تر  ناپایداري در سرعت پایین 8همچنین با توجه به شکل 

  نسبت به حالت همگن در مود اول روي داده است.

بعد در شرایط  با در نظر گرفتن این که پارامتر جرمی بی

 ]5[ بعد بحرانی تاثیر ندارد بی  مرزي دوسرلولا ، بر سرعت

فرض کرده و به ازاي مقادیر مختلف  0.3مقدار آن را 

عد سیال ب ، میزان سرعت بحرانی بی�����E و kپارامترهاي 

همچنین در ؛ گزارش شده است 1محاسبه شده و در جدول 

  اند. شده  دادهاین مقادیر نشان   8کل ش

(افزایش مدول  �����E، با افزایش 8با توجه به  شکل 

یانگ در سطح خارجی لوله) سرعت بحرانی افزایش 

هاي  دارد، اما با کاهش آن ناپایداري در سرعت چشمگیري

  دهد. تر رخ می پایین

هاي kمشخص است که در  8همچنین در شکل 

کوچکتر، به ازاي تغییرات نسبت مدول یانگ، سرعت بحرانی 

، این بازه kکند، اما در مقادیر زیاد  در بازه بزرگتري تغییر می

شود و عمده تغییرات زیاد مدول یانگ در  تغییرات کوچک می

دهد و مدول یانگ  ضخامت کمی نزدیک سطح خارجی رخ می

  قریبا ثابتی دارد.براي اکثر نقاط دیگر ضخامت لوله مقدار ت

  

 
  رت تدریجی در راستاي ضخامت لوله به ازاي مقادیر مختلفلوله تقویت شده به صوبعد  انی بیسرعت بحر - 8 شکل
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  ضخامت لوله به ازاي بعد لوله دوسر لولا تقویت شده تدریجی در راستاي هاي بحرانی بی سرعت - 1جدول 

  ������و  �مقادیر مختلف 

k=10 k=5  k=2  k=1  k=0.5  k=0.2  k=0.1 ������ 

3.04 2.94 2.73 2.42 2.20 1.99 1.80 0.25  

3.07 3.01 2.88 2.73 2.58 2.37 2.37 0.5  

3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 1  

3.29 3.39 3.64 3.87 4.05 4.25 4.30 2  

3.54 3.87 4.50 4.96 5.47 5.85 6.07 4  

  

 گیري نتیجه - 5

دو سر لولا در این تحقیق به بررسی ارتعاشات و پایداري لوله 

حاوي جریان سیال، تقویت شده به صورت تدریجی در و 

جهت ضخامت، پرداخته شده است. خواص مکانیکی لوله در 

کند. از تئوري  راستاي ضخامت طبق قانون توانی تغییر می

تیر اویلر برنولی براي بدست آوردن معادلات ارتعاشی استفاده 

تواند براي تعیین  بعدسازي می شده است. همین روند بی

حاوي سیال در مقیاس  FGMبعد ارتعاشی لوله  دلات بیمعا

گیري از  میکرو و نانو یا مسائل دیگر استفاده گردد. با بهره

بعد لوله به ازاي  هاي طبیعی بی روش گالرکین، فرکانس

هاي مختلف و در نظر گرفتن حالات مختلف لوله  سرعت

تقویت شده تدریجی، بدست آمده و با لوله از جنس همگن 

  سه شده است.مقای

نظر گرفته شده و مقادیر ویژه  شش مود اول براي حل در

همان  ،به صورت مختلط بدست آمده که مقدار موهومی آن

فرکانس نوسانات سیستم است. مقدار حقیقی به ازاي 

هاي پایین سیال صفر است، اما با افزایش سرعت سیال  سرعت

ه مقدار ویژه حقیقی ظاهر شده و لوله به واسطه پدید

گردد. صفر شدن مقدار  دوشاخگی پیچفورك ناپایدار می

موهومی به معناي صفر شدن فرکانس نوسانات است. ضمن 

  شوند. قرینه یکدیگر میاین که مقادیر ویژه، حقیقی و 

مشخص شد با افزایش مدول یانگ در سطح خارجی لوله 

هاي طبیعی سیستم افزایش  نسبت به سطح داخلی، فرکانس

ناپایداري در لوله بر اثر جریان سیال، در سرعت یابد و  می

هاي بحرانی به  همچنین این سرعت ؛دهد بالاتري روي می

هاي مختلف مدول یانگ در ضخامت لوله بدست  ازاي توزیع

هرچه مدول یانگ لوله در ناحیه سطح  ،اند. مشخص شد آمده

هاي  ناپایداري لوله در سرعت ،خارجی لوله بیشتر باشد
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