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 چکیده

قرار داده  مورد توجه مشخص از پایداري را ناحیهبا مقادیر ویژه حلقه بسته در یک  کسري تاخیري هاي سیستمطراحی مساله  این مقاله

 پسخورد. در ابتدا یک ماتریس استبدون تاخیر معادل کسري به سیستم  با تاخیر زمانی کسريهاي  سیستم، تبدیل ایده اصلیاست. 

و اختصاص دادن  ت تشابهیتبدیلا بر پایهی رساند و سپس با استفاده از روش را به صفر می ویژهکنیم که تمام مقادیر  حالت محاسبه می

. این روش با به کار یمکن محاسبه مییک بخش از صفحه مختلط الت را در پسخورد حماتریس  ،هاي بدون تاخیر به سیستم مقادیر ویژه

 از مشخصبخش  شده براي قرار دادن مقادیر ویژه حلقه بسته در یک الگوریتم پیشنهاد .آید بدست می فرم بردارهاي همدمبردن خواص 

همچنین، ملاحظات را  ؛گردداستفاده خطی بزرگ مقیاس نیز  مرتبه کسري هاي استفاده قرار گیرد و براي سیستم تواند مورد می صفحه

 ،سازي د بودن روش پیشنهادي از طریق شبیههمچنین کارآم؛ داد توسعهمرتبه کسري تکین هاي دو بعدي و  سیستمتوان براحتی براي  می

  .نشان داده شده است

  .مشخص زاویهمقادیر ویژه،  ؛ماتریس پسخورد حالت ؛تاخیر زمانی ؛پیوسته-پایداري، زمان ؛مرتبه کسريسیستم  :کلمات کلیدي

 
Control a Class of Fractional-Order Systems with Delay in a Specified Sector 
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Abstract 
This paper is concerned with the problem of designing fractional-order time-delay systems with closed-
loop eigenvalues in a prescribed region of stability. The main idea is to convert the fractional-order 
systems with time-delays into an equivalent fractional-order systems without delays. At the first, we 
compute a state feedback matrix which assigns all the eigenvalues to zero, then by using the method 
based on similarity transformation and assign the eigenvalues to fractional-order systems without delays 
compute state feedback matrix in a sector of the complex plane. This method is achieved by implementing 
properties of vector companion forms. The proposed algorithm can be used for the placement of closed-
loop eigenvalues in a specified sector in plane and can be employed for fractional-order linear systems 
with large-scale. Also, the considerations can be easily extended for two-dimensional (2D) and descriptor 
fractional-order systems. Also, simulation results are presented to demonstrate the effectiveness of the 
proposed method.  

Keywords: Fractional-Order System; Stability; Continues-Time; Time-Delay; State Feedback Matrix; 
Eigenvalues; Specified Angle.  
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   مقدمه - 1

هاي اخیر، محاسبات کسري کاربرد زیادي در مدل در سال 

، امواج انتشار مانند مهندسیمعادلات فیزیکی و  سازي

هاي الکتریکی، فناوري نانو، رباتیک و پزشکی داشته  شبکه

که مشتقات کسري   راببینید). از آنجا ]1،2[است (مراجع 

هاي  تکین ضعیف  غیر موضعی و هسته داراي خاصیت

این رو آنها ابزاري بسیار خوب براي توصیف ، از ]3[هستند 

 .حافظه و خواص ارثی فرآیندهاي مختلف هستند

هاي متنوعی مانند  تأخیر زمانی اغلب در سیستم

تریکی، زیستی، صنعتی، الک ]4[ هاي بیولوژیکی سیستم

کنترل از راه  ،هاي ارتباطی ، شبکههوایی، فرایندهاي شیمیایی

مسیر ورودي و خروجی  در بین] 6[ و رباتیک ]5[ دور

در این  زمانی که وجود تأخیریافتد، بطور سیستم اتفاق می

شود. وجود تأخیر  ها می باعث عملکرد نامناسب آن ،ها سیستم

معادله مشخصه سیستم تأخیري تعداد  ،شود باعث می

 ،شود نامتناهی ریشه داشته باشد و همین مساله باعث می

مخصوصأ در هاي کلاسیک  ها با روش تحلیل این سیستم

 .کنترل کننده پسخورد مشکل باشدبررسی پایداري و طراحی 

 ،ها سیستماخیر مسأله تحلیل پایداري این  دههچند در طی 

 ]7[بیشتر مرجع  اطلاعاتبراي  مورد توجه قرار گرفته است

  .را ببینید

 ،هاي کسري سیستم اولین نتایج در مورد پایداري  

از  مختلف هاي روش است. ]8[ 1نونگمربوط به قضیه ماتی

مورد مطالعه قرار  ،تاخیري کسري يها سیستم براي پایداري

 پایداري، ]9[2لفلر-پایداري میتاگ از جمله ،گرفته است

مود نترل ک ،]12[3متناهی پایداري زمان و  ]11،10[ مجانبی

مرتبه هاي  سیستم براي پایدارسازي ]14،13[نیز در  4لغزشی

. پاکزاد و بکار گرفته شده است زمانی کسري با تاخیر

براي بدست آوردن  موثریک روش تحلیلی  ]،15[همکاران 

  .ندمعرفی کرد تاخیريکسري  هاي از سیستم ناحیه پایداري

هاي کنترل  پایداري سیستمهاي کاربردي  اکثر برنامه در 

 هاي سیستم قطب شده به تنهایی کافی نیست و نیاز است که

هاي  روش ناحیه مشخص از پایداري باشند،حلقه بسته در 

                                                   
1 Matignon 
2 Mittag-Leffler 
3 Finite-Time  
4 Sliding mode Control (SMC) 

روشی براي  ]16[5روتا و کیمفمختلفی ارائه شده از جمله 

هاي حلقه بسته در دیسک دلخواه معرفی  تخصیص قطب

روشی دیگر براي تخصیص قطب با کمک  ،]17[ 6چو کردند.

شعاع طیفی و تابع انتقال پالسی پیشنهاد کرد، این روش 

هاي حلقه بسته  اما تنها براي بررسی موقعیت قطب ،ساده بود

 7همکارش فیگوریا ونه براي طراحی کنترلگر.  ،کاربرد داشت

دادند که سعی  براي طراحی کنترلگر ارائهیک رویکرد ، ]18[

اي مشخصه در ناحیه  هاي چند جمله در قرار دادن ریشه

تبدیل  براساس تابعمشخص از صفحه مختلط بود، این تحلیل 

تنظیم کننده  مسأله ،]19[ و همکاران 8یوان ،نجام گرفتا

هاي حلقه بسته  ناحیه قطب قیود با (LQR)9 درجه دوم خطی

ی براي روش] 20[ 10معرفی کردند. بنر و همکارش را

 زمان بزرگ-گسسته یهاي خط پایدارسازي جزئی از سیستم

شی براي تخصیص رو] 21[ پیشنهاد دادند. طهرانی مقیاس 

هاي گسسته زمان در دیسک مشخص با  ویژه سیستممقادیر 

پایدارسازي  ]22[استفاده از قضیه گرشگورین ارائه کرد و در 

سیستم هاي پیوسته زمان در بازه مشخص از صفحه مختلط 

یک روش براي تخصیص  ]23[را بررسی کرد. آیت اللهی 

 هاي سیستم يماکزیمم و مینیمم مقادیر ویژه حلقه بسته برا

زمان با پسخورد حالت بدست آورد. -متناوب گسسته

رویکردي براي تخصیص مقادیر ویژه با پسخورد  ]24[11فرانک

 خروجی به منظور کاهش بهره ماتریس پسخورد پیشنهاد داد.

   را ببینید. ]27،26،25[اطلاعات بیشتر مراجع  براي

 کارهاي انجام شدهاي از هاي فوق و ایده با انگیزه از بحث

با پیچیدگی  در این مقاله، هدف ارائه یک روش] 22،27[

براي محاسبه مقادیر ویژه در یک ناحیه  محاسباتی کمتر

 پسخورد برايمشخص شده از صفحه مختلط با کنترلگر 

خطی کسري با تاخیر  زمان- پیوسته هاي سیستم کلاسی از

  زمانی است.

 2 در بخش ،این مقاله به ترتیب زیر تنظیم شده است

روشی براي پایداري  3 در بخش .مساله آورده شده استبیان 

                                                   
5 Furuta and Kim 
6 Chou 
7 Figueroa and Romagneli 
8 Yuan  
9 Linear quadratic regulator  
10 Benner 
11 Franke 
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در  پیشنهاد شده است. هاي کسري با تاخیر زمانی سیستم

 هاي موجود اي با روش و مقایسه سازي نتایج شبیه 4بخش 

گیري کلی می به نتیجه  5ارائه شده است. سرانجام، بخش 

  .پردازد

�هاي حقیقی نماد گذاري: مجموعه ماتریس × با نماد   �

 هاي حقیقی داده خواهد شد. مجموعه ماتریس نمایش �×��

� × ��هاي نامنفی(مثبت) با  با درایه �
نشان داده  �×�

��شود و  می
� = ��

با درایه هاي  � یا بردارA . ماتریس �×�

�)	با  منفی < 0)� < شود. مجموعه اعداد  مشخص می0

�، ماتریس همانی ��صحیح نامنفی با  ×  و �×��با  �

�قطري ماتریس × �با   � = 	����{��,�� … ,  که {��

  شود. اند نشان داده می هاي قطر اصلی دارایه��	

  

تعاریف و پیش نیازها -1- 1  

معرفی و قضایاي اساسی  این بخش، برخی از تعاریف در

سیستم . شود ستفاده میهاي بعدي ا که در بخشگردد  می

  بگیرید:خطی با مرتبه کسري زیر را در نظر 

)1(  ���(�) = ��(�) + ��(�), 

(�)� وقتی ∈ (�)�و  �×�� ∈ بردارهاي ورودي و  �×��

�حالت هستند، ∈    و  [0,1)

)2(  ,)(,)(
)(

)(

0 )(

)(

)1(
1










  d

dxt

t

x
t

c xdtxD   


  

1کاپوتو تعریف
(�)� و � کسري مشتق از  = ∫ ����

�
������      

  گاما است.تابع اویلر 

نشان دهنده مشتق  (.)	�� در بقیه این مقاله، نماد

  است. �کاپوتو از مرتبه 

�با شرط  )1( سیستم کسري ]28[ .1 قضیه = 0, �(0)   

(�)�وقتیدر نظر بگیرید  ∈ ��, �و (0,1)�� ∈ ��×�.     

 و فقط اگر اگر ،است 2این سیستم پایدار مجانبی

|arg(�(�)| >
��

�
 ببینید).را  1(شکل  

نامیم  میمثبت را  )1کسري (مرتبه سیستم  ]29[ .1 تعریف

(�)� هرگاه ∈ ℜ �
� براي � ≥  تمام شرایط اولیهو  0

�(�) ∈ ℜ �
�� و  � ∈ ℜ �

�.  

                                                   
1 Caputo 
2 Asymptotic 

 
  1ناحیه پایداري براي قضیه  - 1 شکل

  

� ک ماتریس حقیقیی] 29[ .2 عریفت = ماتریس  �×�[���]

هاي غیر قطري آن نامنفی  درایهاگر  ،شود نامیده می 3متزلر

���باشند، یعنی  ≥ � براي 0 ≠ هاي  فضاي همه ماتریس، �

�متزلر را با    دهیم. نمایش می �

اگر و فقط  ،) مثبت است1( کسري سیستم] 30[ .2قضیه 

� اگر ∈ � � و � ∈ ℜ �
�×�.  

 اگر  ،) پایدار مجانبی است1]  سیستم مثبت (30[. 3قضیه 

�هاي  فقط اگر ماتریسو  ∈ ℜ  و �×�

� = ����{��,��,… , �با  {�� = 1,2, ⋯ , �, � � > 0 

  باشند بطوریکه شرایط زیر را برآورده کند،وجود داشته 

  








01)( n

n

BDA

MBDA
  

�ماتریسی �1 وقتی  × هاي آن یک  که همه داریه �

،  u(t)=Kx(t)همچنین با اعمال قانون کنترل پسخورد است؛

� ماتریس بهره بصورت =   آید. بدست می ����

 

  مساله بیان - 2

 زیر رازمانی  هايکسري با تاخیرمرتبه سیستم کنترل پذیر 

  در نظر بگیرید:

)3(  













.max],0,[),()(

)],()([)(

0

0

kk

kk

q

k
kkt

dddttxtx

dtuBdtxAtxD

  

 

                                                   
3 Metzler 
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(�)�وقتی  ∈ ℜ (�)�و  � ∈ ℜ بردارهاي حالت و ورودي  �

� و هستند = 0,1… ,�, �� ∈ ℜ �×�, �� ∈ ℜ �×� 

 کنیم فرض میحقیقی هستند، ما ثابت هاي  ماتریس

	����(��) =  با شرطهاي زمانی تاخیر �� و �

	�� ≥ 0,� � =   .هستند 0

(�)�ورت قانون کنترل را بص  =       در نظر  (�)��

�وقتی  ،گیریممی ∈ ℜ ماتریس پسخورد حالت است،  �×�

  بنابراین سیستم حلقه بسته بصورت زیر است:

)4(  ),()()(
0




q

k
kkkt dtxKBAtxD  

اگر و  ،است مجانبی پایداربطور  تاخیرq با فوق  سیستم 

در  ]31[ پایدار مجانبی باشد آن اگر سیستم بدون تاخیر تنها

 ي زمان پیوسته مستقل از تعداد و مقدارواقع، سیستم تاخیر

سیستم حلقه بسته کسري بنابراین،  ؛است ]29[ است تاخیر

  گیریم، میرا در  نظر  )4(بدون تاخیر 

��
��(�) = (� + ��)�(�); 

)5(  � = � ��

�

���

, � = � Bk

q

k� o

اي  هاي چند جمله که ریشه بطوري � هدف یافتن  ماتریس 

  ،مشخصه

            

)()s(BK)](A- sdet[I 01
1

1n asasa n
n

n  


   

)6(   

�. اکنون با تعریف بگیرد در زاویه مشخص شده قرار = �� 

  ،داریم

            

BK)](A- det[I 01
1

1n aaa n
n

n  
    

)7(   

(�)argکنیم  فرض می = (�)arg و � =  بنابراین ،�

� = � و براي �� =
�

�
    نتیجه زیر را داریم:  

در سمت  )6(اي  هاي چند جمله اگر ریشه  ]30[ . 1 فرع

اي هاي چندجمله قرار داشته باشند، ریشه چپ صفحه مختلط

� اي مشخص شده با ناحیهدر  )7( =
�

��
در سمت چپ  

  نگاه کنید). 2(به شکل  گیرند صفحه قرار می

در ناحیه مشخص شده  1مساله تخصیص مقادیر ویژه

موضوعی است که چند دهه گذشته توسط بسیاري از 

 ]32[ 2کرباسی و بل .محققین مورد توجه قرار گرفته است

اند  یک الگوریتم براي محاسبه ماتریس پسخورد  ارائه کرده

�که مقدار ویژه از سیستم حلقه بسته  = � + ، در طیف ��

�	 مشخص = {��, ��,⋯ , � قرار بگیرد؛ همچنین توسعه  {�

براي  3به روش تخصیص مقادیر ویژه جزیی EVAروش 

] 33[ نیز هاي دوبعدي هاي مختلفی از جمله سیستم سیستم

 .انجام شده است

  

 
  1تصویري براي فرع  -2 شکل

 

 نتایج اصلی - 3

 در این بخش، روشی براي محاسبه ماتریس پسخورد از

 . ابتدادهیم پیشنهاد می را هاي کسري تاخیري سیستم
تعاریف  مشابهگیریم،  در نظر میرا  )3(سیستم کنترل پذیر 

تبدیل تشابهی باشد که  Tفرض کنید که  ]32[بیان شده در 

ℜ	 بر فضاي  بردار  ،کنیم تعریف شده است. حال فرض می �

به فضاي جدید   ���توسط ماتریس تبدیل  سیستمحالت 

(�)�	 تبدیل شود، یعنی = ���(�).  

  داریم: )3(در معادله حالت   فوقبا جایگذاري رابطه 

)8(  ),()(~)(
~ 11 tBuTtxATTtx    
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1 Eigenvalue Assignment (EVA) 
2 Karbassi and Bell 
3 Partial Eigenvalue Assignment (PEVA) 
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�� یک ماتریس بالا مثلثی ∈ ℜ �� و �×� ∈ ℜ �×� 

به ماتریس پسخوردي که همه مقادیر ویژه را است.  وقتی

  آید، صفر می برد، بصورت زیر بدست می

)10(  ,~~~
0

1

0 xFxGBu 


  

,�) زوج، ماتریس پسخورد حالت اولیه براي بنابراین �) 

�� بصورت = فرم زیر ب ماتریس حلقه بسته و است �����

  است:

)11(  .
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_____________
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   در نظر بگیرید، را بفرم زیر  �ماتریس] 22[ .4قضیه 

)12(  ,
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�� که وقتی = �� یا [��] = �
�� ��

−�� ��
. اگر ماتریس �

 ���با طیف مشخص شده به ماتریس  � قطري
اضافه 

 ویژه مقدار  برابر مقادیر ویژه ماتریس حاصلآنگاه شود، 

  .است � طیف

 داریم: ��� با D . با جمعاثبات 
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��)det محاسبهبا  − که مقادیر  شود مشاهده می (��

                      است. Dمشابه مقادیر ویژه  ��ویژه 

را با کمک عملیات سطري و ستونی  ���در ادامه،  

  ،مقدماتی

)14(  
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� براي  = �, � − 1, ⋯ ,�, � = � − توان می ��از �

  ،بدست آورید، بنابراین
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�� وقتی ∈ متشابه  ��و  ���همچنین، دو ماتریس  ؛�×��

زوج  پسخورد، در نتیجه ماتریس هستند و داراي مقادیر ویژه یکسان

(��,   شود:  بصورت زیر تعریف می (��

)16(  )(
~~

00
1

00
1

0 HGBHBFK    

مقادیر ویژه ماتریس  ،حالت ماتریس پسخورد. 5قضیه

��= ��+  3را در ناحیه مشخص شده در شکل  ����

, �� , �� ،فرض کنیم هرگاه  ،دهد اختصاص می  زیر بفرم  ��

  باشند،

)17(  
 









)1,0(*tan*

)1,0(*

randoma

Nkarandomk

jj

j




  

و براي تخصیص مقادیر ویژه حقیقی در بخش از پیش تعیین 

شده، 
jd کنیم میرا بصورت زیر انتخاب  ها،  

)18(  Nkarandomkd j  )1,0(*  

 

  
  ناحیه مشخص شده در صفحه مختلط - 3شکل

 
=��مقادیر ویژه  �� از آنجا که ��+ را به ناحیه  ����

�واضح است که کنترلگر  ،دبر مشخص شده می = ����� 

�هم مقادیر ویژه  = � + را به ناحیه مطلوب تخصیص  ��

  دهد. می

که براي تعیین مقادیر ویژه ماتریس حلقه  داریم توجه

� بسته در طیف = {��,��, ⋯ , �  کنیم که فرض می {�

�� = � براي  �� = 1,2, ⋯ , �.  

  

  الگوریتم  -1- 3

در این بخش ابتدا یک الگوریتم براي پیدا کردن ماتریس 

ه سیستم که مقادیر ویژه صفر را بآوریم  بدست میپسخورد 

تعیین  بهره، سپس یک ماتریس دهد حلقه بسته اختصاص می
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در بخش تعیین شده  که مقادیر ویژه حلقه بسته راکنیم  می

 دهد. اختصاص می

,�): زوج کنترل پذیر ورودي  ،���هاي  و ماتریس  (�

��
  ]32[که از الگوریتم بیان شده در   �� و ��

� و   � و زاویه آیندبدست می ∈ که فاصله  ��

   رأس زاویه از مبدأ صفحه مختلط است.

بطوریکه سیستم  F : ماتریس پسخورد حالتخروجی

 .حلقه بسته داراي مقادیر ویژه مورد نظر باشد

براي و  )12(رابطه  از  D ماتریس قطري: گام اول

تخصیص مقادیر ویژه مختلط در زاویه مشخص 

و  )17(ا از رابطه ر   �� , ��	.3مطابق شکل شده 

 )18(طه از راببراي تخصیص مقادیر ویژه حقیقی 

 گیریم. کمک می

��	محاسبه  گام دوم: = ��� + �.  

سطري و ستونی  با عملیات ���به  �� تبدیل گام سوم:

 ). 14( مقدماتی

  ماتریس پسخورد حالت محاسبه  چهارم: گام

� =  �� + ��
�����

��.  

 

  شبیه سازي عددي -4

 براي نشان دادن کارایی و عددي در این بخش، سه مثال

 .مقایسه روش پیشنهادي با نتایج قبلی  ارائه  شده است

�با )3( سیستم :1 مثال = 0.8, � =   هاي ماتریس و  2

�� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 4 3 1 1 2
1 − 1 3 1 3 4
3 1 2 1 1 1
5 0 2 0 0 1
1 1 2 4 2 3
4 2 4 2 0 1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, �� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
− 1 2 3 0 1 4
0 2 3 1 3 2
4 2 2 0 2 0
2 1 5 1 0 1
0 2 2 1 2 3
3 0 − 1 5 0 1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, �� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 1 2 0 1 2
0 0 2 1 1 1
1 2 1 0 1 1
2 0 1 2 0 1
0 1 2 2 2 2
2 2 − 1 1 0 0⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, 

�� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
2 1 1 0
5 2 3 − 2
1 0 1 3
4 1 0 2
1 0 1 5
− 2 − 1 4 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, �� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
2 1 1 0
3 0 3 2
1 1 1 3
0 1 0 4
− 1 0 2 − 1
2 − 1 2 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, �� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
3 1 2 0
1 0 1 4
1 1 1 3
3` 2 0 2
2 0 1 − 1
1 4 3 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  :کنیددر نظر بگیرید. فرض  را

 2,
8

3

8

5

2
 a








  

 داریم، )5(با کمک رابطه  

 
.

9021

3402

8047

9323

4729

0437

,

208249

867641

303819

241558

773811

831871
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 ،با است برابر )A( مقادیر ویژه ماتریس حلقه باز

}3031.0,2591.3,9665.7,3264.61651.1,5923.26{  i  

براي  ،اند که در تمام صفحه مختلط پخش شدههستند 

تخصیص مقادیر ویژه در زاویه سمت چپ صفحه مختلط از 

  .کنیم الگوریتم فوق استفاده می

که مقادیر ویژه  براي این منظور ابتدا ماتریس پسخورد حالتی

ا ر) ��( دهد صفر را به سیستم حلقه بسته اختصاص می

  ،آوریم بدست می





























5683.0129.00580.069.1.05505.07398.0

6213.00022.03482.04805.05241.06196.0

6597.29120.22529.00540.18086.03175.3

5693.39936.17208.04735.22856.27090.1

pF

  ، D ماتریس سپس









































4865.800000

09487.50000

005564.292916.200

002916.25564.2900

00003379.103831.6

00003831.63379.10

D

 

با استفاده از الگوریتم، ماتریس پسخورد حالت برابر  اکنون

  است با:
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2805.07471.09612.08310.13293.12015.3

4490.25684.28367.02609.07068.21476.2

6785.66850.91907.44429.52603.26779.1

4390.46416.104782.46276.58729.27703.9

K

در زاویه  4مطابق شکل  �مقادیر ویژه ماتریس حلقه بسته  

 و گیرند سمت چپ صفحه مختلط قرار میمشخص شده در 

Txولیه بردار ابا  پاسخ سیستم ]0,4,1,4,1,2[)0(   در

 فوقهاي  طبق شکل است. نشان داده شده 6 و 5هاي  شکل

و تعادل(صفر) همگرا  نقطهبه بردارهاي حالت و ورودي 

  ست.مجانبی اسیستم پایدار

  

 
  1مقادیر ویژه در ناحیه مشخص از مثال  نمایش -4 شکل

 

 
  1 مثالرفتار همگرایی مولفه هاي بردار حالت در  - 5 شکل
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 1 ورودي در مثال رفتار همگرایی مولفه هاي بردار - 6 شکل

   

  :بگیرید نظر در را زیر تاخیري کسري سیستم .2 مثال

)19(  )]()([)(
2

0

7.0 ktuBktxAtxD k
k

kt 


  

    ، وقتی 

,

01

00

10

,

5.210

031

111









































 BA      

�با فرض اینکه  با استفاده از الگوریتم و = � و 2− =
��

�
 

 آید: ماتریس پسخورد بصورت زیر بدست می

.
145.02261.7

941.1010












K  

   :هستند زیر بصورت بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر 

          }4411.8,8377.2,3884.6{   
 برطبقبه وضوح   دارند، قرار مشخص شده ناحیه در همگی که

به نقطه تعادل  ، بردارهاي حالت و ورودي8و  7هاي  شکل

 پایدار مجانبی است. و سیستم همگرا هستند

مثبت براي  هاي و تعریف سیستم 2بر طبق قضیه 

  ،داریم )19(سیستم حلقه بسته 

� = �
− 6.2261 0.55 0

1 −3 0
0 0 −8.4411

�∈ � �, 

� = �
0 1
0 0
1 0

�.∈ ��
�×� 

توانیم  مثبت است، بنابراین ما می )19(از آنجا که سیستم 

  .کنیم مقایسه  ]30[یشنهادي را با روش ارائه شده در روش پ

   ،با انتخابو  3با کمک قضیه 

,
4.104

5.325.0
,

100

020

001



























 D   

     داریم،

 3MBDA  , 01)( 3  BDA
  

و  D هاي ] محدود به انتخاب ماتریس30روش ارائه شده در [

 Dماتریس و مناسب انتخاب درست است و حساس به �

اما روش پیشنهادي الگوریتم ساده و پیچیدگی  ،است

  .محاسباتی کمتري دارد

زیر را در نظر  بصورت نیوکاسل روبات حرکت معادله .3 مثال

 :]34[ بگیرید

)()()()( tmutkqtqctqm   

   

  یا

)20(  )()()(2)( 2 tutqwtqtq     

 کوچکی کسري مرتبه حالت تاخیر همراه به شده ارائه مدل

  است شده گرفته نظر در زیر بصورت

�̈(�) + 2��̇(�) +���(�) = ��(� − ℎ) 

)21(  																												+���(� − ℎ) + �(�) 
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  2 هاي بردار حالت در مثال رفتار همگرایی مولفه -7 شکل

  

 
  2 هاي بردار ورودي در مثال رفتار همگرایی مولفه - 8 شکل

  
  اولیه شرایط با  

)22(  �

�(�) = �(�) ≠ 0 − ℎ ≤ � ≤ 0
�̇(�) = �(�) = 0 − ℎ ≤ � ≤ 0
��(�) = �(�) = 0 − ℎ ≤ � ≤ 0

 

 طرف در کسري مرتبه مشتق اساس بر توان اکنون، می

 شده توصیف کرد، سیستم بیان را سیستم معادلات راست،

 نظر در را شده ادهتحت شرایط اولیه د )22(معادله  توسط

 معادلات ،زیر بصورت حالت متغیرهاي انتخاب با .بگیرید

  .آیند بدست می است، کسري مرتبه از که) 22(حالت  فضاي
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��(�) = �(�), ��(�) = ��(�), ��(�) = �̇(�), ��(�) = �(
�

�
)(�)																																					 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧� ���

� (�) = � ��

�

� (�) = ��(�)																																																																																												

� ���
� (�) = � ���

�

� = ��(�)																																																																																															

� ���
� (�) = � ���

�

� = ��(�)																																																																																														

� ���
� (�) = �̈(�) = −2���(�) − � ���(�) + ���(� − ℎ) + ���(� − ℎ) + �(�)

 

 
معادله فضاي حالت از مرتبه کسري بصورت زیر بنابراین  

   است،

  

��
�.��(�) = �

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−�� 0 −2� 0

� �

��(�)
��(�)
��(�)
��(�)

� 

)23(  +�

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
� � 0 0

� �

��(� − ℎ)
��(� − ℎ)
��(� − ℎ)
��(� − ℎ)

� + �

0
0
0
1

� �(�) 

  رم زیر هم نمایش داد:بفتوان  میهمچنین، 

)24(  








0),()(

)()()()(5.0

thttX

tBuhtXAtAXtxD

x

dt


  

  ،گیریم هاي ربات را بصورت زیر در نظر میحال پارامتر

,1,1,3,1,122,172  ah
m

c

m

k
 

 ، ضریب اصطحکاك دمپینگ(m=2500kg)جرم  

(c=32Ns/mm) سنسورنیرو و سختی خطی(K=44.5N/mm) 

   ویژه زیر را  ماتریس پسخوردي که مقادیر

 {- 12.4845,-5.4560,-4.7  942,-2.0729} 

انتقال به سمت چپ صفحه مختلط  از سیستم حلقه بسته

 آید:  دهد بصورت زیر بدست می می

 8076.242523.1890463.6439295.658 K  

نشان داده شده است. همانطور که  8در شکل  پاسخ سیستم

پایدار مجانبی است   بینید، سیستم می 10 و 9هاي  در شکل

(0)� بردار اولیه با = [−2,3, −4,1]�.  

] مقایسه 14،13ما این مثال را با روش ارائه شده در [

است، روش 1کنیم که براساس کنترل مود لغزشی می

پیشنهادي بدون پیدا کردن سطح لغزشی مناسب و بررسی 

کند و  شرایط پیچیده لازم و کافی مساله را حل می

 هاي خطی کسري تاخیري را پایدارسازي کلاسی از سیستم

                                                   
1 Sliding Modre Control (SMC) 

دهد؛ همچنین با استفاده از تبدیلات تشابهی،  انجام می

ماتریس بهره به راحتی و با پیچیدگی محاسباتی کمتري 

  آید. بدست می

  

  ها مقایسه روش -1- 4

دهیم و آن  ارائه می مزایاي روش پیشنهادي را در این بخش، 

  کنیم: یمقایسه م هاي موجود را با روش

I. سادگی الگوریتم و کاهش  ،مزیت روش پیشنهادي

هاي ارائه شده  پیچیدگی محاسباتی نسبت به روش

است و همچنین با کمک روش ] 30،13[در 

پسخورد با  پیشنهادي ما می توانیم ماتریس

مینیمم سازي زیرا  ؛ست آوریمرین نرم را بدکمت

 مصرف انرژي یا  ماتریس بهره باعث کاهش نرم

کنترلی و  هاي هزینه و کاهش نوسانات سیگنال

  .دشو بهبود عملکرد سیستم می

II.  براي  ]30[با روش  را ، روش پیشنهادي2مثال در

، با توجه به کردیمسیستم هاي مثبت مقایسه 

با کمک روش پیشنهاد  ،)19(مثبت بودن سیستم 

اما  ؛دمبه آسانی بدست آ شده، ماتریس پسخورد

و  ، انتخاب مناسب]30[در روش بیان شده در 

آسان نیست. با این  �و   D هاي همزمان ماتریس

هاي  مثبت  براي سیستمحال، این روش فقط 

هاي  سیستمبراي اما روش پیشنهادي  کاربرد دارد،

اعمال  ثابت قابل یتأخیر زمانکسري با خطی 

 .است

 .IIIهاي  یاري از کاربردهاي عملی در سیستمر بسد

که باعث افزایش  گريطراحی کنترل ،هدف یکنترل

، یکی از این باشدهمگرایی به نقطه تعادل  نرخ

مشخص ها تخصیص مقادیر ویژه در ناحیه  روش

 طوریکه ب ،است مختلط صفحه چپ سمت در شده
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  3 هاي بردار حالت در مثال رفتار همگرایی مولفه -9 شکل

  

 
  3 ار همگرایی بردار ورودي در مثالرفت -10 شکل

  

توان  می � انتخاب مناسب روش پیشنهادي و با

 .دادسرعت همگرایی را افزایش 

 .IVتوان نیز میمقیاس  بزرگهاي  براي سیستم، 

روش تخصیص با کمک روش پیشنهادي و  براحتی

پسخورد را ، ماتریس )PEVA( جزئیمقادیر ویژه 

، انتخاب مناسب ]30[ اما با روشبدست آورد، 

پذیر بزرگ براحتی امکان با ابعاد D  ماتریس

 نیست.

 .Vکه محدود  شود مشاهده می، 10تا  4 هاي ز شکلا

از  پایداري در یک بخش مشخصکردن دامنه 
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افزایش باعث ، aدرست و انتخاب  صفحه مختلط

بهبود همگرایی  و مگرایی به نقطه تعادلسرعت ه

 .شود میستم حلقه بسته سی

  

 نتیجه گیري - 5

    براي قرار پسخورد  گریک الگوریتم جدید توسط کنترل

مشخصی از  ناحیهدر  سیستم حلقه بسته دادن مقادیر ویژه

فرم معرفی شد. این روش با استفاده از خواص  صفحه مختلط

 د.یآمیبدست  حالت بردار همدم برداري و تبدیلات تشابهی

هاي موجود سادگی و  مزیت این روش نسبت به روش

؛ همچنین، روش پیچیدگی محاسباتی کمترآن است

بزرگ هاي  سیستم توان براحتی براي پیشنهادي را می

دوبعدي، تکین(توسیع یافته) و متناوب از مرتبه مقیاس، 

 تعمیم داد. نیز کسري

  

   مراجع -6
[1] Dzielinski A ,  Sierociuk  D,  Sarwas G    (2010)  Some 

applications of fractional-order calculus .  Bull  Pol 
Ac  Tech 58(4) :  583-592 .  

[2]   Rihan FA, Hashish A (2016) Dynamics of tumor-
immune system with fractional-order. Tumor Res 
2(1). 

[3]  Pakzad  MA,  Nekoui MA,  Pakzad  S (2013)  Stability 
analysis of time-delayed   linear fractional-order 
systems . Int J Control Autom 11(3): 519-525 .  

[4]        Rihan FA, Lakshmanan S, et al. (2018) Fractional-
order delayed predator-prey systems with Holling 
type-II functional response. Nonlinear Dyn 
(Doi:10.1007/s11071-015-1905-8).   

[5]  Li y (2018)  Stabilization of teleoperation systems 
with communication delays: An IMC approach. J  
Robot (http://dx.doi.org/10.1155/2018/1018086). 

[6]  Fateh MM, Baluchzadeh M (2012) Optimal 
discrete-time control of robot manipulators in 
repetitive tasks. Journal of Solid and Fluid 
Mechanics 2(3): 35-44.  

[7]  Friedman E (2014) Introduction to time-delay 
systems: Analysis and control. New York, 
Springer.  

[8]  Matignon  D (1996)  Stability results on fractional 
diessential equations to control   processing . 

 Computational Engineering in Systems and 

Application   Multiconference   2: 963-968 .  

[9] Liu S, Jiang W, Li X, Zhou XF (2015) Lyapunov 
stability analysis of fractional nonlinear systems. 
Appl Math Lett (DoI: 10.1016/j.aml.2015.06.018). 

[10]  Hu JB, Lu GP, Zhang SB, Zhao LD (2014) 

Lyapunov stability theorem about fractional system 
without and with delay.  Commun Nonlinear Sci 

doi:10.1016/j.cnsns.2014.05.013.  

[11] Zhang H, et al. (2018) Lyapunov functional 
approach to stability analysis of Riman-Liouville 
fractional neural networks with time-varying 
delays. Asian J Control 20(6): 114-120.  

[12] Naifar O, Nagy AM, Ben Makhlouf A, Kharrat M 
and Hammami MA (2018) Finite-time stability of 
linear fractional-order time-delay systems. Int J 
Robust Nonlinear Control 1-8.  

[13]  Ammour A,  Djennoune   D,   Bettayeb  M (2016)   

Stabilization of fractional-order   linear systems with 

state and input delay .Asian J Control 18(1): 1-9 .    

[14]  Yousefi M, Binazadeh T (2016) Delay-
independent sliding mode control of time-delay 
linear fractional order systems. T I Meas Control 1-
12. 

[15] Pakzad ,  MA,   Nekoui   MA  (2014)  Stability map of 

multiple time-delayed fractional-order systems. Int 
J Control Autom 12(1) :  37-43 .   

[16]  Furuta  T,  Kim SB (1987)  Pole assignment in a 
specified disk .  IEEE T Automat Contr  32: 423-427 .  

[17] Chou JH (1991) Pole assignment robustness in a 
specified disk. Syst Control 16: 41-44.  

[18]  Figueroa  JL,  Romagnoli  JA (1994)  An algorithm 
for robust pole assignment   via polynomial 
approach .  IEEE T Automat Contr  3: 831 -  835 .  

[19] Yuan, L, Achenie LEK, Jiang W (1996) Linear 
quadratic optimal output feedback control for 
systems with poles in a specified region. Int J 
Control 64: 1151- 1164. 

[2٠] Benner P, Castillo M, Quintanaorti MS (2001) 
Partial stabilization of large-scale discrete-time 
linear control systems. Technical Report, 
University of Bremen, Germany. 

[21] Tehrani HA (2008) Assignment of eigenvalues in 
a disc D (c, r) of Complex plane with application of 
the gerschgorin theorem. World Appl Sci J 5 (5): 
576-581.  

[22] Ahsani Tehrani H  (2013) Stabilization of dynamic 
systems by localization of eigevalues in a specified 
Interval. J Math Comput Sci 7: 144-153. 

[23] Ayatollahi M (2013) Maximal and minimal 
eigenvalue assignment for discrete-time periodic 
systems by state feedback. Optim Lett 7: 1119-
1123. 

[24]  Franke M (2014) Eigenvalue assignment by static 
output feedback on a new solvability condition and 
the computation of low gain feedback matrices. Int 
J Control 87: 64-75. 



 

 

  

  63 | و همکاران یطهماسب 

  

 3/ شماره 9/ دوره 1398ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

[25] Liu M, Jing Y and Zhang S (2004) Regional pole 
assignment for uncertain delta-operator systems. J 
Control Theory Appl 4: 406-410. 

[26] Grammont   L,  Largila A (2006)  Krylov method 
revisited with an application   to the localization of 
eigenvalues .  Numer Func Anal Opt  27: 583-618 .   

[27] Ahsani Tehrani H (2014) Localization of 
eigenvalues in small specified regions of complex 
plane by state feedback matrix. Journal of Sciences, 
Islamic Republic of Iran 25(2): 157-164. 

[28] Monje CA,  et al. (2010)  Fractional-order    
systems and controls fundamentals   and 
applications.  Springer ,  London . 

[29] Kaczorek  T (2011) Selected problems of fractional 
systems theory. springer-verlag berlin heidelberg. 
doi: 10.1007/978-3-642-20502-6.  

[30] Kaczorek  T (2010)  Stabilization of fractional 
positive continuous-time linear   systems with delays 

in sectors of left half complex plane by state-
feedbacks . Control Cybern    39 (3): 783-795 .   

[31]   Kaczorek  T (2009) Stability of positive 
continuous-time linear systems with delays. 
Bull   Pol   Ac  Tech 57(4).    

[32]  Karbassi   SM ,  Bell  DJ (1994)   A new method of 
parametric eigenvalue assignment in state feedback 
control .   IEE Proceedings D 141 :  223-226 . 

[33]  Tehrani HA, Enjili F (2014 ) A new method for the 
stability of discrete-time two-dimensional systems 
defined by the Roesser mode. Journal of Solid and 
Fluid Mechanics 4(2): 67-74.   

[34]  Lazarevic, MP (2006) Finite time stability analysis 
of	PD�fractional control of robotic time-delay 
systems. Mech Res Commun 33: 269-279. 

 

 

  

  

  


