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 چکیذُ
پشداختٝ  یتدشث یىشدوٛپّیًٙ ثب سٚ یٙذؿشوت دس فشآ ياص ا٘تخبة ٔختلبت ٔٙبػت ٔذَ ٔٛداَ ثشا یٔمبِٝ ثٝ ٔـىلات ػذدي ٘بؿ یٗدس ا

ثب اػتفبدٜ اص  یًٙسٚؽ وٛپّ یحتٛض ي( ػغح ٔـتشن آصاد ثشاCMS) ٞبٔؤِفٝ ئٛدٞب یتٔٙظٛس اثتذا سٚؽ تشو یٗا ي. ثشاؿٛد یٔ
اثضاس  یهثٝ ػٙٛاٖ  یٗٔمذاس تى یٝ. دس ادأٝ تدضؿٛد یٔذَ ٔٛداَ ؿشح دادٜ ٔ یافضٍٚ٘ يػذد يخغب د. ػپغؿٛ یٔ یبٖث یتدشث يٞب دادٜ

 یتٓاٍِٛس یه یٗٔٛسد اػتفبدٜ لشاس ٌشفتٝ اػت. ٕٞچٙ یًٙوٛپّ یٙذٔختلبت ٔٙبػت خٟت ؿشوت دس فشآ یقتـخ يلذستٕٙذ ثشا یبضیس

 ٞبي یتٞب ٚ ٔحذٚد سٚؽ یٗا یشتأث یضأٖ یبٖؿذٜ اػت. دس پب یٛداَ ٔؼشفٔذَ ٔ یافضٍٚ٘ ياص ثشٚص خغب یشيخٌّٛ يا٘تخبة ٔختلبت ثشا

 یٝسٚؽ تدض یشيوبسٌ روش اػت ثٝ یبٖؿذٜ اػت. ؿب یذٜٚسق ػٙد یٔذَ تدشث یهٚ ٚسق ٚ  یه٘ٛاس ثبس یٛػتٝثب اػتفبدٜ اص دٚ ٔذَ پ ٞب آٖ
ٔذَ  یٔـبٞذٜ ٘ـذٜ اػت. ثٝ ػلاٜٚ ٔـىُ افضٍٚ٘ یٗاص ا یؾپ ٞبي یتٔذَ ٚسق ثب ٔٛد كّت دس فؼبِ یتدشث يٞب دادٜ يسٚ یٗٔمذاس تى

 ٔذَ ٔٛداَ ٔـبٞذٜ ٕ٘ٛد. یافضٍٚ٘ يوبٞؾ خغب يثٝ وبس ٌشفتٝ ؿذٜ سا ثشا يٞب سٚؽ یشتأث تٛاٖ یاػت ٚ ٔ یبٖٕ٘ب یٔٛداَ دس ٚسق ثٝ خٛث

 .ٔذَ ٚسق ی؛تدشث ٞبيسٚؽ ٞب؛ٔؤِفٝ ئٛدٞب یتتشو یٗ؛ٔمذاس تى یٝػبصٜ؛ تدض یهتفى: کلوات کلیذی
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Abstract 
Numerical problems due to selection of proper modal coordinates which participate in coupling procedure 
with experimentally approach were discussed in this paper. For this purpose, free interface component mode 
synthesis (CMS) method is described as a coupling approach that utilizes experimentally data, firstly. Then, 
redundancy in modal model is expressed. Afterward, to recognize proper modal coordinates that required in 
coupling process, singular value decomposition is used as a powerful mathematical tool. In addition, to 
decrease the redundancy errors an algorithm is employed that eliminates extra degrees of freedom (DOFs). 
Finally, using two continues model (strip of sheet and plate) and one empirical plate model, the efficacy of 
these methods and their eliminations are estimated. Modal redundancy errors are evident well in plates and 
effects of methods which employed to decrease these errors can be observed, easily.  
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 هقذهِ-1
دس كٙبیغ أشٚصي، ثشاي تخٕیٗ ثٟتش پبػخ یه ػبصٜ دس 

تحّیُ دیٙبٔیىی آٖ ٘یبص اػت.  ؿشایظ ٔختّف، ثٝ ٘تبیح

ٞبیی ثب وبسایی  تخٕیٗ كحیح پبػخ ػبصٜ ٔٙدش ثٝ عشاحی

ثیـتش ٚ افضایؾ عَٛ ػٕش ٚ ساحتی ٔحلٛلات ؿذٜ ٚ 
ٞبي  ٕٞچٙیٗ وبٞؾ ٔلشف ا٘شطي سا دس پی داسد. ػٕٛٔبً ػبصٜ

اي اص چٙذیٗ صیشػبصٜ ثٛدٜ وٝ  ٟٔٙذػی ثٝ كٛست ٔدٕٛػٝ

ٞب ثب  ػبصي ایٗ ٔدٕٛػٝ ٔذِؼبصي، تخٕیٗ پبػخ ٚ ثٟیٙٝ

ٔـىلات فشاٚا٘ی ٕٞشاٜ اػت. دس ٚالغ ثشاي ثؼیبسي اص ٔؼبئُ 

ٔٛخٛد، حُ تحّیّی دلیمی ثشاي ثذػت آٚسدٖ خٛاف 

ٞبي  دیٙبٔیىی ػبصٜ ٚخٛد ٘ذاسد. ٕٞچٙیٗ حُ ػذدي ػبصٜ

ثش  ٟٔٙذػی ثضسي ؿبُٔ چٙذیٗ صیشػبصٜ ثؼیبس ٔـىُ ٚ صٔبٖ

بصٜ اص عشیك اػت. ثذػت آٚسدٖ ٔـخلبت دیٙبٔیىی ػ

تدشثی، ثشاي ػبصٜ ٞبي ثضسي ٔمشٖٚ ثٝ كشفٝ ٘یؼت. چشا وٝ 

چٙیٗ آصٔبیـی ٌزؿتٝ اص تٟیٝ ٕ٘ٛ٘ٝ تؼتی، احتیبج ثٝ 

سا پٛؿؾ  تدٟیضات تؼت صیبدي داسد تب ثتٛا٘ذ تٕبْ ػبصٜ

دٞذ. ایٗ ٔؼبیت ثب ا٘دبْ تحّیُ یه ػبصٜ ثب اػتفبدٜ اص تحّیُ 
ؿٛد، اثتذا ثشعشف ٔی اخضاي تـىیُ دٞٙذٜ آٖ تب حذ صیبدي

اكّی سا ثٝ چٙذ صیشػبصٜ تفىیه وشدٜ ٚ خٛاف  ي ػبصٜ

آیذ. ػپغ  دیٙبٔیىی ٞش صیش ػبصٜ ثغٛس ٔؼتمُ ثذػت ٔی

ٞب ثب ٞٓ تشویت ؿذٜ ٚ ضٕٗ اػٕبَ  ٘تبیح تحّیُ تٕبْ صیشػبصٜ

ي اكّی  ٞب ثش یىذیٍش خٛاف دیٙبٔیىی ػبصٜ اثشات ٔتمبثُ آٖ

ش اػت وٝ فشآیٙذ اػتخشاج ٌشدد. لاصْ ثٝ رو اػتخشاج ٔی

تشي  سٚ٘ذ ػبدٜ ٞب ته صیشػبصٜ خٛاف دیٙبٔیىی ثشاي ته

تش  ٞب ػبدٜ تش ثشاي ایٗ صیشػبصٜ داؿتٝ ٚ دػتیبثی ثٝ ٘تبیح دلیك

اػت. ثٝ ٕٞیٗ خٟت ثشاي ثذػت آٚسدٖ خٛاف دیٙبٔیىی 

 1ٞبي صیشػبصٜ وشدٖ ي ٟٔٙذػی ثضسي، اص سٚؽٞب ػبصٜ

ٞبي  ٛد. اكغلاحبً ثٝ سٚؽؿ ٞب اػتفبدٜ ٔی دیٙبٔیىی آٖ

ٌفتٝ  2ٞب صیشػبصٜ وشدٖ دس حٛصٜ ٔٛداَ، سٚؽ خٕغ ٔؤِفٝ

ٞبي ٔحبػجبتی  ، صٔب٘ی ٔغشح ؿذ وٝ ػیؼتCMSٓؿٛد.  ٔی
وبٔپیٛتشي لبدس ثٝ حُ ٔؼبئُ ٔمذاس ٚیظٜ ثشاي تؼذاد دسخبت 

ٞب ثٝ صٔبٖ ٚ ٞضیٙٝ ثؼیبس  آصادي صیبد ٘جٛد٘ذ ٚ یب ثشاي حُ آٖ

أب ثب ایٗ حبَ، ٞٓ اوٖٙٛ وٝ لذست  صیبدي احتیبج ثٛد.

-پشداصؿٍشٞب افضایؾ چـٍٕیشي داؿتٝ اػت، ٞٙٛص ایٗ سٚؽ

                                                        
1
 Substructuring 

2
 Component Mode Synthesis (CMS) 

ا٘ذ. ثٝ  ٞب ثٝ خبعش ٔضایبي خٛد ٔحجٛثیتـبٖ سا اص دػت ٘ذادٜ

ٞبي تدشثی ٞٙٛص یب  ػلاٜٚ ٕٞب٘غٛس وٝ اؿبسٜ ؿذ، دس سٚؽ

ٞبي ثضسي ٚ پیچیذٜ ٚخٛد ٘ذاسد ٚ یب ثؼیبس  أىبٖ تؼت ػبصٜ

 اػت. ٞضیٙٝ ثش

ثشخی ٔضایبي ٟٔٓ صیشػبصٜ وشدٖ یه ػبصٜ ػجبست اػت 

 [: 1] اص

ٞبي ثضسي ثب  أىبٖ اسصیبثی سفتبس دیٙبٔیىی ػبصٜ -

 اػتفبدٜ اص سٚؽ ٞبي تحّیّی ٚ تدشثی

أىبٖ ثشسػی ثٟتش سفتبس دیٙبٔیىی ٔحّی دس ٞش  -

 صیشػبصٜ

 ٞبي تحّیّی وبٞؾ صٔبٖ ٔحبػجٝ ثشاي ػیؼتٓ -

 ٞبي تحّیّی ثب تدشثی  أىبٖ تشویت ٔذَ -

ٞبي  ٞب تٛػظ ٌشٜٚ أىبٖ ٔحبػجٝ ٕٞضٔبٖ صیشػبصٜ -
 ٔختّف

- ...ٚ 

اص عشفی ثبیذ دا٘ؼت وٝ دس عی تشویت خٛاف ٔٛداَ 

ٞب ثٝ خبعش ٚخٛد ٔٙبثغ خغب خلٛكبً ٍٞٙبْ اػتفبدٜ  صیشػبصٜ

ٞب ثب  ٞبي تدشثی ، ٘تبیح حبكُ خفت ؿذٌی صیشػبصٜ اص دادٜ

اي اختلاف اػت. ثشخی اص ایٗ ٘تبیح ٚالؼی ػبصٜ اكّی داس

ٔٙبثغ خغب ػجبستٙذ اص: خغبي ثشؽ، دیٙبٔیه اتلبلات، 

دسخبت آصادي دٚسا٘ی، ٔـىلات ػذدي ٚ ... . وٝ سا ٞىبسٞبیی 

 . ]2[ثشاي وبٞؾ اثش ثشخی اص ایٗ خغبٞب اسائٝ ؿذٜ اػت

ایٗ ٔمبِٝ ثٝ ٔـىلات ػذدي عی فشآیٙذ وٛپّیًٙ 

ٌیشي ثٟتش ٚ  ٔؼىٛع پشداصد. ایٗ ٔـىلات دس فشآیٙذ ٔی

ٌیشي دس  ؿٛ٘ذ. چشا وٝ دس ٍٞٙبْ ٔؼىٛع تش دیذٜ ٔی ٚاضح

یب ٘ضدیه ثٝ  3فشآیٙذ وٛپّیًٙ، ٍٞٙبٔی وٝ ٔبتشیغ تىیٗ

ثیٙی ؿذٜ ثشاي ػبصٜ  ثبؿذ، خٛاف دیٙبٔیىی پیؾ 4تىیٗ

ٟ٘بیی )تشویت ؿذٜ( ثی ٔؼٙی ٚ داساي خغبي صیبدي اػت. 

ٌیشي  احتیبج ثٝ ٔؼىٛعٞبیی اص وٛپّیًٙ وٝ  اِجتٝ دس سٚؽ

٘ذاس٘ذ، ٕٞچٙبٖ خغبي ػذدي ٘بؿی اص ایٗ ٔـىلات ثبلی 

 اػت. 

ثشاي تشویت دٚ ػبصٜ پیٛػتٝ، ثٝ عٛس عجیؼی ا٘تظبس ثش 

ایٗ اػت وٝ ٞشچٝ تؼذاد ٘مبط ثیـتشي اص ٘بحیٝ اتلبَ، دس 

فشآیٙذ وٛپّیًٙ ؿشوت دادٜ ؿٛ٘ذ، ٘تبیح ثٟتشي ثذػت آیذ. 

                                                        
3 
Singular 

4 
Near-singular 
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٘یؼت. چٖٛ ٞش دسخٝ آصادي ِٚی دس ٚالؼیت چٙیٗ چیضي 

خذیذي وٝ ثٝ ٔبتشیغ اعلاػبت دسخبت آصادي اتلبَ افضٚدٜ 

دٞذ ٚ دس ػٛم ٔبتشیغ  ٌشدد، ِضٚٔبً اعلاػبت خذیذي ٕ٘ی ٔی

-ػبصد. ایٗ ٔغّت، ٔٛخت ٔی سا تىیٗ یب ٘ضدیه ثٝ تىیٗ ٔی

ٞبي پبییٗ ؿٛد وٝ دس ٘تبیح وٛپّیًٙ، خلٛكبً دس فشوب٘غ

ٜ ؿٛد. ثٝ عٛس وّی، ٞش چٝ خغبي ثؼیبس صیبدي ٔـبٞذ

افضٍٚ٘ی دس ٔختلبت ؿشوت دادٜ ؿذٜ دس فشآیٙذ وٛپّیًٙ 

تش ؿذٜ ٚ دس ٟ٘بیت ثٝ وّی  ٞب ٘بٔغّٛة ثیـتش ثبؿذ، خٛاة

 ؿٛ٘ذ. ٔؼٙی ٔی ثی

ثشاي سفغ ایٗ ٔـىُ ػذدي، ثبیذ لجُ اص فشآیٙذ 

وٛپّیًٙ، دسخبت آصادي اضبفٝ حزف ٌشد٘ذ. أب خٛد ایٗ وبس 

خغب ٌشدد. چشا وٝ أىبٖ داسد آٖ ٕٔىٗ اػت ٔٛخت 

اص دسخبت آصادي ٔشثٛط ٘مبط اتلبَ حزف ؿٛ٘ذ وٝ  اي دػتٝ
تأثیش ثیـتش ٚ ٟٕٔتشي داؿتٝ ٚ ٘تبیح وٛپّیًٙ ثب آٖ دسخبت 

ؿذ. ثشاي ایٗ ٔٙظٛس، ثبیذ  آصادي اص دلت ثبلا تشي ثشخٛسداس ٔی

یه اٍِٛسیتٓ لذستٕٙذ ٔٛسد اػتفبدٜ لشاس ٌیشد تب دسخبت 

ا ثٝ تشتیت اِٚٛیت دػتٝ ثٙذي ٚ ا٘تخبة وٙذ. یىی اص آصادي س

ؿٛد، تدضیٝ  اثضاسٞبي ٟٕٔی وٝ ثشاي ایٗ ٔٙظٛس اػتفبدٜ ٔی

اػت وٝ دس تحمیمبت آٔبسي ٚ وٙتشَ ػیؼتٓ  1ٔمذاس تىیٗ

یه ٔبتشیغ سا  2، ٘ٝ تٟٙب ٔشتجSVDٝوبسثشد فشاٚا٘ی داسد. 

یب ٘ٝ، تىیٗ اػت وٙذ، ثّىٝ فبسؽ اص ایٗ وٝ ٔبتشیغ  ٔؼیٗ ٔی

 ]3[ 3اٚسٌٛیشاثشاي ثذػت آٚسدٖ ٔؼىٛع آٖ ٘یض وبسثشد داسد. 

تب سا ثٝ ایٗ سٚؽ پشداختٝ ؿذٜ ٚ اثؼبد آٖ ٞبي خٛد دس فؼبِیت

[، ثب اػتفبدٜ اص 4] 4ثّیٕضٜ اػت. دادحذي ٔٛسد ثحث لشاس 

٘شٔبَ(  سیتض )ٚ ٘ٝ ٔٛدٞبي-ٞبي ػذدي ٚ ثشداس سیّی سٚؽ

اػتفبدٜ ٕ٘ٛدٜ اػت.  SVDثشاي ٔذَ ٚسق ثذٖٚ ٔٛد كّت اص 

ٞبي ٔـبثٝ اٍِٛسیتٓ ٔٛسد  ٞبي ػذدي یب سٚؽ اػتفبدٜ اص سٚؽ

ٞب ٔـبٞذٜ ؿذٜ  دس ثشخی فؼبِیتٞبي ػذدي  ٘ظش ثش سٚي ٔذَ

ػغح ٔـتشن  CMS  [. دس ایٗ ٔمبِٝ اثتذا سٚؽ6ٚ  5] اػت

ٞبي تدشثی ثیبٖ ٌشدیذٜ ٚ ػپغ ثٝ  آصاد ثشاي اػتفبدٜ اص دادٜ

ٔذَ ٔٛداَ اؿبسٜ ؿذٜ اػت. دس ادأٝ  خغبي ػذدي افضٍٚ٘ی

اثضاس سیبضی ٔٛسد ٘یبص ٚ سٚؽ ا٘تخبة ٔختلبت ٔؼتمُ ثشاي 

وبٞؾ اثشات خغبي ػذدي ٔؼشفی ؿذٜ اػت. دس پبیبٖ ٔیضاٖ 

                                                        
1 
Singular Value Decomposition (SVD) 

2 
Rank  

3
 Urgueira 

4 Balmès 

تأثیش ایٗ سٚؽ ثب اػتفبدٜ اص ٘تبیح تحّیّی ٚ تدشثی ػٙدیذٜ 

ؿٛد. اص آ٘دب وٝ ٔـىُ افضٍٚ٘ی ٔذَ ٔٛداَ دس ٚسق ثٝ  ٔی

ٞبي ا٘تخبة ؿذٜ اػٓ اص  دٞذ، ٔذَ سا ٘ـبٖ ٔیخٛثی خٛد 

ٔؼتغیُ ؿىُ دس اثؼبد  ٞبي اخضاي ٔحذٚد ٚ تدشثی، ٚسق

وٝ، ثٝ دِیُ  ٔختّف ٞؼتٙذ. ٘ىتٝ لبثُ تٛخٝ آٖ

وبسٌیشي سٚؽ تدضیٝ ٔمذاس تىیٗ سٚي  ٞبي ثٝ پیچیذٌی

اي )٘ظیش ٚسق ٚ پٛػتٝ(، وبس ٔـبثٟی  ٞبي پیٛػتٝ كفحٝ ٔذَ

ٞبي  ٞبي تدشثی ٔذَ ٚسق دس فؼبِیت ثشاي اػتفبدٜ اص دادٜ

پیؾ اص ایٗ ٔـبٞذٜ ٘ـذٜ اػت. ؿبیبٖ روش اػت وٝ 

وبس ٌشفتٝ ؿذٜ دس ایٗ ٔمبِٝ، داساي ٔٛدٞبي كّت  ٞبي ثٝ ٔذَ

 ٞؼتٙذ.

 

 سطح هشترک آزاد CMSرٍش  -2 
ٞب، ثشاي ا٘تمبَ اص فضبي فیضیىی ثٝ  ٞبیی وٝ دس آٖ سٚؽ

آصاد اػتفبدٜ ؿٛد، ثٝ ٔٛداَ، اص ٔٛدٞبي ٘شٔبَ ػغح ٔـتشن 

ثبؿٙذ. دس خفت  ٞبي ػغح ٔـتشن آصاد ٔـٟٛس ٔی سٚؽ

ٞبي تدشثی ٘یض اص ایٗ سٚؽ  ٞبي ٔجتٙی ثش دادٜ ؿذٌی
ٌشدد. دس ایٗ ثخؾ سٚؽ ػغح ٔـتشن آصاد  اػتفبدٜ ٔی

ؿٛد وٝ ٘ؼجت ثٝ  [ ثیبٖ ٔی7] 5ٔغشح ؿذٜ تٛػظ ٞٛ

ٞبي ٔـبثٝ اص پیچیذٌی وٕتشي ثشاي ثیبٖ سٚ٘ذ  سٚؽ

. دس ایٙدب فشم ثش ایٗ اػتخشاج ٔبتشیغ ا٘تمبَ ثشخٛسداس اػت

ٞب ثذٖٚ ٔیشایی ٞؼتٙذ ٚ ثٝ كٛست كّت ثٝ  اػت ػیؼتٓ

ا٘ذ. ٕٞچٙیٗ اص اثشات ٔٛدٞبي ثبلیٕب٘ذٜ  یىذیٍش ٔتلُ ؿذٜ

سا دس٘ظش  A  ٚBبصٜ ٘بٔیشاي كشف ٘ظش ؿذٜ اػت. دٚ صیشػ

ٌشفتٝ وٝ ثٝ كٛست كّت ثٝ یىذیٍش ٔتلُ ٞؼتٙذ. دسخبت 

، ٚ دسخبت iآصادي ٞش صیشػبصٜ، ثٝ دسخبت آصادي داخّی، 

ؿٛ٘ذ. ٔؼبدِٝ تؼبدَ ٞش  ، دػتٝ ثٙذي ٔیcآصادي ٔشصي، 

صیشػبصٜ دس حٛصٜ فیضیىی ثب فشم آٖ وٝ ثٝ دسخبت آصادي 

 ٝ كٛست صیش اػت:ؿٛد ث داخّی، ٘یشٚیی ٚاسد ٕ٘ی

(1) ii ic i ii ic i

ci cc c ci cc c c

M M x K K x 0

M M x K K x f

         
         

         

 

ثشاي ٞش صیشػبصٜ، ٔٛدٞبي ٘شٔبَ ثب لشاس دادٖ ٘یشٚٞبي 

، ثشاثش ثب كفش ٚ حُ ٔؼبدِٝ ٔمذاس ٚیظٜ صیش ٔحبػجٝ fcٔشصي 

 ؿٛد: ٔی

                                                        
5 Hou 



 

 

 

 4                 ماسوله یمومنو  یلیکردخ ینیحس 4/ شماره 2/ دوره 1331ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

(2)        2ω M K u 0    

ا٘ذ ٚ ثب تٛخٝ  ثبفشم آ٘ىٝ ٔٛدٞب ٘ؼجت ثٝ خشْ ٘شٔبَ ؿذٜ

 ؿٛد: تؼبٔذؿبٖ ٘ؼجت ثٝ خشْ ٚ ػختی ٘تیدٝ ٔی ثٝ خبكیت

(3)       
T

a aM I    

(4)     
T 2

a a tK diag(ω )    

تٛاٖ ٞش ثشداس  ثٝ ٚػیّٝ ایٗ ؿىُ ٔٛدٞبي ٔتؼبٔذ، ٔی

خبثدبیی دس فضبي فیضیىی سا ثٝ فضبي ٔٛداَ ٔٙتمُ وشد ٚ 

یبفتٝ ثٝ ٔختلبت خذیذ، ٔختلبت ٔٛداَ یب ٔختلبت تؼٕیٓ 

ٞبي آٖ ػجبستٙذ اص ضشایت ؿىُ  ؿٛد ٚ ٔؤِفٝ ٌفتٝ ٔی

 ٔٛدٞبي تـىیُ دٞٙذٜ تشویت خغی ثشداس خبثدبیی:

(5)     i ia

a a a

c ca

x
p p

x






   
    

   

 

( وبٔلاً دلیك 5تؼذاد تٕبٔی ٔٛدٞب ثبؿذ، ساثغٝ ) mاٌش 

ٔٛد اَٚ دس٘ظش ٌشفتٝ ؿٛد خٛاة ثشاي ٞش  kاػت أب اٌش 

 صیشػبصٜ ثٝ كٛست تمشیت صیش خٛاٞذ ثٛد:

(6)     i ik

k k k

c ck

x
p p

x






   
    

   

 

ثٙبثشایٗ ٔؼبدِٝ حشوت وُ ػبصٜ سا ثشاي دٚ صیشػبصٜ خذا 

 تٛاٖ ثٝ كٛست صیش ٘ٛؿت: ٔی A  ٚBاصٞٓ 

(7) 
  

    2  

A k A rk A k

    2  

B k B rk B k

   cT

A cA k

   cT

B cB k

p diag( ω ) 0 p
I

p 0 diag( ω ) p

f0

f0

I





     
    

     

  
   
   

 

تٛاٖ دٚ  ٚ خبثدبیی ٔیثب ٘ٛؿتٗ ؿشایظ تؼبدَ ٘یشٚیی 

 صیشػبصٜ سا ثٝ یىذیٍش ٔتلُ ٕ٘ٛد. ایٗ ؿشایظ ػجبستٙذ اص:

(8)       

A c B cf f   

(9)       

A c B cx x  

تٛاٖ ثٝ كٛست صیش  ( سا دس فضبي ٔٛداَ ٔی9ساثغٝ )

 ثبص٘ٛیؼی ٕ٘ٛد:

(10)     
 

        A k

A ck B ck  

B k

p
S p 0

p
 

 
     

 

 

ثٝ دٚ لؼٕت دػتٝ  Sػپغ ثشاي وبٞؾ ثیـتش ٔبتشیغ  

 ؿٛد:یثٙذي ٔ

(11)    d

d i

i

p
S S 0

p

 
 

 

 

لؼٕت  Siیه ٔبتشیغ ٔشثؼی غیش تىیٗ ٚ  Sdوٝ 

 تٛاٖ ٘ٛؿت:  اػت. ثٙبثشایٗ ٔی Sثبلیٕب٘ذٜ ٔبتشیغ 

(12)        
1

dA d

i

iB

pp S
p T q

pp I




  
   

     
     

  

 افسًٍگی در هذل هَدال -3
ٔٛد  mkؿٛد وٝ ثشاي یه ػبصٜ، اعلاػبت ٔٛداَ  فشم ٔی

ٔٛخٛد دس ثبصٜ فشوب٘ؼی ٔٛسد ثشسػی، ا٘ذاصٜ ٌیشي ؿذٜ ثبؿذ. 

ٔبتشیغ ٔٛداَ تفىیه ؿذٜ ثٝ ٔختلبت داخّی ٚ ٔشصي ثٝ 

 كٛست صیش اػت:

(13)                     
u
i ik

p
k

u
c ck





  

   
   
   
   
   

 

اػت وٝ ثشخی ػغشٞبي ٔبتشیغ ٔٛداَ دس ساثغٝ  ٕٔىٗ

( )ثشخی دسخبت آصادي( ثب تٛخٝ ثٝ ثبصٜ فشوب٘ؼی ا٘ذاصٜ 13)

ٌیشي ؿذٜ، تمشیجبً ثٝ یىذیٍش ٚاثؼتٝ ثبؿٙذ. ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ 

 دس ٔبتشیغ 3تب  1ؿٛد وٝ ػغشٞبي  فشم ٔی ck  ٝث

 كٛست خغی تب حذي ثٝ یىذیٍش ٚاثؼتٝ ثبؿٙذ.

(14   ) 

1

11 12 1 1

2

21 22 2 2

3

31 32 3 3

4

1 2
c c c

k

k

kc

n n n k k

nc

u
p

u
p

u
u p

u

p
u

  

  

  

  

 

 
    
    
      
    
    
    
       

 

 

تؼذاد ٔٛدٞبي ٔٛخٛد دس ثبصٜ ا٘ذاصٜ ٌیشي وبٞؾ  اٌش

ٔٛد(، ایٗ ٚاثؼتٍی افضایؾ خٛاٞذ یبفت. ثٙبثش  3یبثذ )ٔثلاً ثٝ 

ایٗ لاصْ اػت اص یه اثضاس سیبضی ثشاي ؿٙبػبیی ایٗ دػتٝ اص 

ٔختلبت ٚاثؼتٝ ثٝ ٞٓ، لجُ اص ؿشوت دس فشآیٙذ وٛپّیًٙ 

اي تؼییٗ ٘مق اػتفبدٜ ؿٛد. ثٝ ػلاٜٚ اػتفبدٜ اص یه ٔؼیبس ثش

ٔبتشیغ لجُ اص ا٘دبْ فشآیٙذ وٛپّیًٙ ضشٚسي ثٝ ٘ظش  1ٔشتجٝ

 سػذ. ٔی

 

                                                        
1
 Rank deficiency 
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 هرتثِ ٍ هعکَس یک هاتریس -4
 (SVDتجسیِ هقذار تکیي ) -4-1

SVD َاثضاس سیبضی خبِت تٛخٟی اػت وٝ دس ٟٔٙذػی وٙتش ،

دس ایٙدب ایٗ اثضاس ثشاي ثذػت  ٞبي فشاٚا٘ی داسد. اػتفبدٜ

آٚسدٖ ٔختلبت ٔٙبػت )یب تـخیق ٔختلبت اضبفی( ٚ 

ٕٞچٙیٗ ٔحبػجٝ ٔؼىٛع یه ٔبتشیغ ٔشتجٝ ٘بلق ثٝ وبس 

 سٚد. ٔی

SVD ثشاي ثٝ حذالُ سػب٘ذٖ خغبٞبي ٔحبػجبتی دس ،

یه  SVDٞبي ثب اثؼبد ثضسي ایدبد ؿذ.  عی وبس ثب ٔبتشیغ

ٔبتشیغ حمیمی ٔثُ  Aدٞذ وٝ  ، ػٝ ٔبتشیغ سا ٘تیدٝ ٔی

 ثٝ كٛست صیش ثٝ یىذیٍش ٔشتجغٙذ:

(15)      

   

   

   

0

T

m n m m n n

m n

A U V
  



  
  

  
   
 
  

 

ؿشح ٔختلشي دس ٔٛسد ٞش یه اص ػٝ ٔبتشیغ فٛق ثٝ  

 كٛست صیش اػت:

 
m m

  U


 1، ٔبتشیغ ٔتؼبٔذ یىٝ وٝ ثشداسٞبي تىیٗ چپ

 ٔبتشیغ ؿٛد. سا ؿبُٔ ٔی

1

2

n n
n

σ     0
   

  σ    
    Σ  

     
   

0     σ

 
   
   
   
    

 

 

ؿٛد ٚ ثٝ  ٘بٔیذٜ ٔی 2ٔبتشیغ لغشي وٝ ٔمبدیش تىیٗ 

 كٛست صیش ٔشتت ؿذٜ اػت:

1 2 nσ σ σ 0    

 
n n

V


 3، ٔبتشیغ ٔتؼبٔذ یىٝ وٝ ثشداسٞبي تىیٗ ساػت

 دٞذ. سا تـىیُ ٔی

ٞش دٚ ٔبتشیغ  U  ٚ V ٜداساي ثشداسٞبي ثب ا٘ذاص ،

ٚاحذ ثٛدٜ ٚ دس ٞشٔبتشیغ، ٞش ثشداس ثش تٕبٔی ثشداسٞبي دیٍش 

آٖ ٔبتشیغ ػٕٛد اػت. دس ٚالغ  U  ٚ V یه چشخؾ ،

 تٛاٖ ٘ٛؿت: ٞٙذ، ِزا ٔید ٔختلبت ػبدٜ سا ٕ٘بیؾ ٔی

(16)         
T T

m m
U U U U I


   

                                                        
1 
Left singular vectors 

2
 Singular values 

3
 Right singular vectors 

(17)         
T T

n n
V V V V I


   

، ثشاي ٔحبػجٝ ٔشتجٝ ٚ حبِت یه ٔبتشیغ SVDٞشچٙذ  

دس فشآیٙذ وٛپّیًٙ ایٗ  SVDعشاحی ؿذ، ِٚی خٙجٝ خبِت 

ثش سٚي ٔبتشیغ ٔؼشف ٔـخلبت یه  SVDاػت وٝ ٚلتی 

ٔمبدیش تىیٗ ٚ ثشداسٞبي تىیٗ، وٙذ،  صیش ػیؼتٓ ػُٕ ٔی

ٞبي  ؿٛد وٝ ٔبتشیغ داساي تفؼیش فیضیىی ٞؼتٙذ. فشم ٔی

FRF  ٚٔٛداَ یه صیشػبصٜ، ٔختلبت سا ثٝ تشتیت ثب ٘یش ٚ

 ا٘ذ: ٚؿىُ ٔٛدٞب ثٝ كٛست صیش ٔشتجظ وشدٜ

(18)      
1 1m m n n

x F
  
 

(19)      
1 1m m n n

x p
  
 

یب ٔٛداَ،  FRFٞبي  ثش ٞش یه اص ٔبتشیغ SVDثب اخشاي  

 U  ٚ V :داساي خٛاف صیش ٞؼتٙذ 

 
m m

  U


تشیٗ  ، ثشداسٞبي تىیٗ چپ، وٝ ٔٙبػت

وٙذ. ثذیٗ تشتیت  ٔی ٔختلبت سا ثشاي ٕ٘بیؾ پبػخ ٔؼشفی

وٝ اِٚیٗ ثشداس تىیٗ  1uٖتشیٗ خٟتی اػت وٝ  ، آػب

تٛا٘ذ دس آٖ تغییش وٙذ. دٚٔیٗ ثشداس تىیٗ  ػیؼتٓ ٔی 2u ،

 ثؼذي ٚ اِی آخش. تشیٗ خٟت آػبٖ

  
n n

V


تشیٗ  ، ثشداسٞبي تىیٗ ساػت، وٝ ٔٙبػت

دٞٙذ.  ٕ٘بیؾ ٔی ٔختلبت سا ثشاي ٕ٘بیؾ ٘یشٚٞب )یب ٔٛدٞب(

اِٚیٗ ثشداس تىیٗ  1v تشویجی اص ٘یشٚٞب )یب ٔٛدٞب( سا ،

دٞذ وٝ ثیـتشیٗ اثش سا ثش ػیؼتٓ داس٘ذ.  ٕ٘بیؾ ٔی 2v ،

ٔؤثشتشیٗ تشویت ثؼذي اػت ٚ ثٝ ٕٞیٗ تشتیت ثشاي ثمیٝ 

 ثشداسٞب.

 

 4اًحطاط هرتثِ -4-2

ٞبي( ٔؼتمُ  ٔبتشیغ تؼذاد ػغشٞبي )ٚ ػتٖٛٔشتجٝ یه 

خغی آٖ ٔبتشیغ اػت. ثٝ عٛس وّی ٘یض تلذیك ؿذٜ وٝ 

SVD اثضاس لبثُ اعٕیٙب٘ی ثشاي ٔحبػجٝ ػذدي ٔشتجٝ یه ،

ٔبتشیغ اػت. أب ٞٙٛص ٔـىُ دیٍشي دس ٔحبػجٝ ٔشتجٝ 

ٔبتشیغ ٚخٛد داسد. ثشاي یه ٔبتشیغ ٔثُ  
m n

A


ٝ ثب ٔشتج 

r (r<nفشم ٔی ،) ٝٞب دچبس خغب ؿٛ٘ذ  ؿٛد وٝ ثؼضی دسای

)ٔثُ خغبي ا٘ذاصٜ ٌیشي یب خغبي ٌشد وشدٖ(. ثؼیذ ثٝ ٘ظش 

ثبلی  rسػذ وٝ پغ اص ٚاسد ؿذٖ خغب ٔشتجٝ ٔبتشیغ  ٔی

                                                        
4
 Rank degeneracy 
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ٞب )دس اثش خغب(  ثٕب٘ذ. ثٝ ثیبٖ دیٍش ثب تغییش ا٘ذن ثشخی دسایٝ

ؿٛد. ثب ایٗ حبَ ٍٞٙبٔی وٝ  1تٛا٘ذ ٔشتجٝ وبُٔ ٔبتشیغ ٔی

ٌیشد، سفتبسي  ٞبي ػذدي لشاس ٔی تحت اٍِٛسیتٓ Aٔبتشیغ 

دٞذ. ثٙبثش  اص خٛد ثشٚص ٔی 2ٞبي ٔشتجٝ ٘بلق ؿجیٝ ٔبتشیغ

ایٗ ثشاي سفغ ایٗ ٔـىُ، ثبیذ یه تّٛسا٘غ ثشاي تؼییٗ ٔشتجٝ 

 اختلبف داد. دس ٚالغ ثبیذ پبسأتشي لشاسداسدي ٔثُ 

تؼشیف ٕ٘ٛد وٝ عجك آٖ اٌش 
i  ،دس ؿشایظ صیش كذق وٙٙذ

 خٛاٞذ ثٛد. rٔشتجٝ ٔبتشیغ 

(20) 
1 2 1r r n           

ٕٞب٘غٛس وٝ ٔـخق اػت ٔمذاس وّیذي دس تؼییٗ ٔشتجٝ، 

ٔمذاس 
r ٖٔمذاس  ]8[ 3اػت. ٌّٛة ٚ ٖٚ ِٛاδ  سا ثٝ كٛست

 صیش پیـٟٙبد داد٘ذ:

(21) 210 A 

  

(A .)دس پیٛػت اِف ٔؼشفی ؿذٜ اػت 

ایٗ ٔؼیبس صٔب٘ی ٔٙبػت اػت وٝ دس ٔمبدیش ٚیظٜ تفىیه  

 دلیمی ثیٗ ٔمذاسٞبي وٛچه ٚ ثضسي ٚخٛد ٘ذاؿتٝ ثبؿذ.

 

 هعکَس هاتریس -4-3

ثش ٔبتشیغ دِخٛاٜ  SVDثب اثش  A( ٝ15، ٔغبثك ساثغ )

 تٛاٖ ٘ٛؿت: ٔی

     
T

m n m m n n

m n

   

  Σ  
A U V

   

0

  



  
  
  
   
 
  

 

اٌش عشفیٗ ساثغٝ فٛق ٔؼىٛع ؿٛد، ؿجٝ ٔؼىٛع 

ٔبتشیغ  A آیذ.  ثذػت ٔی A  ٝ٘ ٚ( ٜیه ٔبتشیغ دِخٛا

ِضٚٔبً ٔشثؼی( اػت. ؿجٝ ٔؼىٛع سا ثب  
n m

A



ٕ٘بیؾ  

 دٞٙذ. ٔی

(22)      

1

   

   
 

   

0

T

n m m m n n

m n

A U V





  



   
   

   
      
    

 

                                                        
1
 Full rank 

2
 Rank deficient 

3
 Golub and Van Loan 

(23)      

1
   

     

   

T

n m n n m m

n m

A V U





  



 
 

 
 
  

 

تٛاٖ  اوٖٙٛ ثٝ ساحتی ثشاي دػتٍبٜ ٔؼبدلات صیش ٔی 

 خٛاة ٔٛسد ٘ظش سا یبفت:

           
m n n 1 m 1 n 1 n m m 1

A x b        x A b


     
    

اٌش  A  یه ٔبتشیغ ثب ٔشتجٝ ٘بلقr تٛاٖ یه  ثبؿذ، ٔی

ٔبتشیغ  rA  ٝثب ٔشتجr  ثذػت آٚسد وٝ تمشیت ثؼیبس

ٔٙبػجی اص ٔبتشیغ  A :ثشاي پبػخ اػت 

(24)      
1 1rn n m m

x A b


  
  

ثب فشم ایٗ وٝ 
r  ٔـخق اػت، ٔحبػجٝ ؿجٝ ٔؼىٛع

 rA
 تٟٙب ،r  ٔمذاس تىیٗ اكّی ٚ ثضسٌتش یب ٔؼبٚي

r  ٚ

ثشداسٞبي تىیٗ ٔتٙبظش آٖ سا احتیبج داسد. ثشاي ایٗ ٔٙظٛس 

 تٛاٖ ٔبتشیغ ٔی U  ٚ V  سا ثش اػبعr  ٝػتٖٛ اكّی ث

 ؿىُ صیش دػتٝ ثٙذي ٕ٘ٛد:

(25)      
 1 2m m m r m m r

U U U
   

 
 

 

(26)      
 1 2n n n r n n r

V V V
   

 
 

 

(27) 
 

   

1

   
   

  Σ   0
  Σ  

   
   

0 0

r

n n

  
    
    
     
    

  

 

ٔبتشیغ تمشیجی  rA آیذ: ٘یض ثٝ كٛست صیش ثذػت ٔی 

(28)      1 1 1

   

  Σ  

   

T

r m n m r r n

r r

A U V
  



 
 


 
  

 

 ٚ ؿجٝ ٔؼىٛع آٖ ػجبست اػت اص:

(29)      

1

1 1 1

   

  Σ  

   

T

r n m n r r m

r r

A V U





  



 
 


 
  

 

 

 اًتخاب هختصات هستقل -5

ٞبي ٔؼتمُ خغی ٔبتشیغ  ٞذف ایٗ لؼٕت، یبفتٗ ػتٖٛ

 A ؿٛد وٝ ٔبتشیغ  اػت. فشم ٔی 
m n

A


  m n  ثب

ٔشتجٝ  r  rn  ثٝ ٔبتشیغ r m n
A


٘ضدیه ثبؿذ )یؼٙی  
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ٔبتشیغ  A  ٝثٝ خغبي ا٘ذوی آغـتٝ ثبؿذ(. ػؤاِی و

ٞبي  اص ػتٖٛاي  تٛاٖ ٔدٕٛػٝ ٔغشح اػت ایٗ اػت وٝ آیب ٔی

ٔؼتمُ خغی اص ٔبتشیغ  A  یبفت وٝ تمشیت خٛثی اص

ٞبي فضبي ٔبتشیغ  ػتٖٛ rA  سا ثیبٖ وٙٙذ؟ دس ٚالغ ٔٙظٛس

ایٗ اػت وٝ ٔمبدیش تىیٗ وٛچه وٝ دس اثش خغبٞبي ٔٛخٛد 

ب دس ٔبتشیغ ثٝ ٚخٛد آٔذ٘ذ، حزف ؿٛ٘ذ ٚ اثشات ٘ٛیض ث

خبیٍضیٙی  rA  ثٝ خبي A  اص ثیٗ ثشٚد. اص ٘ظش سیبضی

ایٗ وبس ثشاي اص ثیٗ ثشدٖ ا٘حغبط ٔشتجٝ ٔبتشیغ )وٝ ثٝ آٖ 

ٌیشد. اٍِٛسیتٓ اسائٝ ؿذٜ چٍٍٛ٘ی  اؿبسٜ ؿذ( كٛست ٔی

 وٙذ. ٞبي ٔؼتمُ سا ثیبٖ ٔی ا٘تخبة ایٗ ػتٖٛ

دػتٝ » ػٙٛاٖ  ساٜ حّی سا ثب ]9[ 1ٚ اػتٛاستٌّٛة، وّٕب 

اسائٝ داد٘ذ )پیٛػت ة(. «  2ٞب ثب خبیٍـت ػتٖٛ QRثٙذي 

 ٞب ثٝ ؿىُ صیش اػت: ٔشاحُ اكّی ا٘تخبة ایٗ ػتٖٛ

ٔبتشیغ  SVDاِف( ٔحبػجٝ  A  اػتفبدٜ اص آٖ ثشاي ٚ

 .rتؼییٗ ٔشتجٝ 

یٗ ساػت( ثٝ )ثشداسٞبي تى Vة( دػتٝ ثٙذي ٔبتشیغ 

ؿىُ سٚثشٚ: 
11 12

21 22

V      V        r

V     V        n r

  r       n r  

 
 

 



 

ٞب ثشاي  ثب خبیٍـت ػتٖٛ QRج( اػتفبدٜ اص اٍِٛسیتٓ 

ٞبي ٔتٙبظش ثب ٔمبدیش تىیٗ ثضسٌتش یب ٔؼبٚي  ػتٖٛ
r: 

(30)     11 21 11 12

TT T

r r n nr n
V V Q R R P

 
   

 

)اٌش تشاٟ٘بدٜ اػتفبدٜ ٘ـٛد، ا٘ذاصٜ ٔبتشیغ  P  ،r  خٛاٞذ

 (.nثٛد ٘ٝ 
ٞب، ٔبتشیغ  د( دس ٟ٘بیت ثشاي ٔشتت ػبصي ػتٖٛ

خبیٍـت  P   ثش ٔبتشیغ A وٙذ: اثش ٔی 

(31) 
     1 2 B

    r   n r

m n n n
A P B

 




 

ٔبتشیغ  1Bٖٛٞبي تمشیجبً ٔؼتمُ ٔبتشیغ  ، داساي ػت

 A .اػت 

وشد٘ذ وٝ ثشاي ثذػت  ، پیـٟٙبد]10[ 3وّٕب ٚ لاٚة

ٞبي ٔؼتمُ ٔبتشیغ  آٚسدٖ ػغشٞب ٚ ػتٖٛ A ثٝ تشتیت ،

                                                        
1 Golub, Klema and Stewart  
2
 QR factorization with column pivoting 

3 Klema and Laub 

 اص ٔبتشیغ U  ٚ V  ِٚی )دس ٔشحّٝ ة( اػتفبدٜ ؿٛد. 

ٞب ٘ـبٖ دادٜ وٝ  دس ثشخی ٔثبَ ]3[اٚسٌٛیشا  U  ٚ V 

ٞبي ٔؼتمُ ثٟتشیٗ خٛاة سا  ثشاي ا٘تخبة ػغشٞب ٚ ػتٖٛ

ا٘تخبة دٞٙذ. دس ػٛم پیـٟٙبد وشدٜ اػت وٝ ثشاي  ٕ٘ی

ٞبي ٔؼتمُ ثٝ تشتیت اص  ػغشٞب ٚ ػتٖٛ  
T

1 1U U  ٚ

  
T

1 1V V ( (.25( ٚ )23(، )23اػتفبدٜ ٌشدد )سٚاثظ) 

سػذ ایٗ اٍِٛسیتٓ ثشاي ا٘تخبة ٔٙبػت  ٞشچٙذ ثٝ ٘ظش ٔی

اػت، ِٚی ٔؼبیجی ٘یض داسد. ٘خؼت آٖ وٝ ٔختلبت ٔؼتمُ 

ٔتمبسٖ ثب یىذیٍش ٔٙغجك ٘جبؿٙذ. ایٗ ٔـىُ دس دٚ صیشػبصٜ ٘ب 

خٛسد، ٞش چٙذ وٝ دس  وٛپّیًٙ پبػخ، ثیـتش ثٝ چـٓ ٔی

ٕ٘بیذ. ساٜ حُ پیـٟٙبدي  وٛپّیًٙ ٔٛداَ ٘یض خغب ایدبد ٔی

ثشاي سفغ ایٗ ٔـىُ، ایٗ اػت وٝ دس ٔٛاسدي وٝ ٔختلبت 

ٔؼتمُ ثب یىذیٍش ٔٙغجك ٘یؼتٙذ ثذٖٚ تٛخٝ ثٝ سٚؽ ا٘تخبة 
ثشاي ٔٛاسدي وٝ احتیبج ثٝ ٔؼىٛع ٌیشي  SVDاص  ٔختلبت،

خب ٔـىُ صٔب٘جش ثٛدٖ  داسد اػتفبدٜ ؿٛد. اِجتٝ دس ایٗ

ٌشدد. چشا وٝ دس  ٔحبػجبت دس ٔٛسد وٛپّیًٙ پبػخ ٔغشح ٔی

وٛپّیًٙ پبػخ فشآیٙذ ٔؼىٛع ٌیشي دس ٞش فشوب٘غ ثٝ عٛس 

٘یض اص ٔؼىٛع ٌیشي ٔؼَٕٛ  SVDٔدضا ثبیذ ا٘دبْ پزیشد ٚ 

وٙذ  شتش اػت. ثشاي وٛپّیًٙ ٔٛداَ اٚسٌٛیشا پیـٟٙبد ٔیصٔب٘ج

ثشاي ٔؼىٛع ٌیشي وبفی اػت. أب  SVDوٝ اػتفبدٜ تٟٙب اص 

دس وُ ثٟتش اػت وٝ ثشاي وٛپّیًٙ ٔٛداَ ٘یض ٔختلبت ثٝ 

اي ا٘تخبة ؿٛ٘ذ وٝ ٔبتشیغ ٔؼىٛع ؿٛ٘ذٜ یه  ٌٛ٘ٝ

 ٔبتشیغ تىیٗ ٘جبؿذ.
 

 تررسی ًوًَِ -6

ثٝ ٔغبِت ثیبٖ ؿذٜ ثشاي پشداختٗ ثٝ دس ایٗ لؼٕت ثب تٛخٝ 

ٔذَ ٚسق، اثتذا اص یه ثبسیىٝ )٘ٛاس( ثٝ ػٙٛاٖ صیشػبصٜ اػتفبدٜ 

ٌشدد. ثبسیىٝ تب حذٚدي ؿشایظ تیش سا داساػت. ٕ٘ٛ٘ٝ اَٚ  ٔی

دٞٙذ.  ٔتشي تـىیُ ٔی 5/1ٔتشي ٚ  1٘ٛاس فٛلادي  2سا 

ٔیّی ٔتش اػت.  5/2ػب٘تی ٔتش ٚ ضخبٔتـبٖ  1ػشم ٘ٛاسٞب 

ػبصٜ اكّی سا  1ٛاس ثب اتلبَ ثٝ یىذیٍش ٔغبثك ؿىُ دٚ ٘

 دٞٙذ. تـىیُ ٔی

 
 ًحَُ اتصال دٍ ًَار -1 شکل
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ثبیذ تٛخٝ داؿت وٝ دس ٚسق ػلاٜٚ ثش دسخٝ آصادي 

خبثدبیی دس خٟت ػٕٛد ثش كفحٝ ٚسق، دٚ دسخٝ آصادي 

دٚسا٘ی ٘یض ٚخٛد داسد. ٚخٛد ایٗ دٚ دسخٝ آصادي ثبػث 

بي پیچـی ٚ ٔٛدٞبي ٔشوت تـىیُ ٔٛدٞبي خٕـی، ٔٛدٞ

ٔتشي ػلاٜٚ ثش ٔٛدٞبي خٕـی،  1ؿٛد. دس صیشػبصٜ  ٔی

 ٔٛدٞبي پیچـی ٘یض ٚخٛد داسد.

آصاد ٚسق  -اص آ٘دب وٝ حُ تحّیّی ثشاي ؿشایظ آصاد 

ٚخٛد ٘ذاسد، ِزا ثشاي دػتیبثی ثٝ اعلاػبت ٔٛداَ ٚسق اص ٘شْ 

 ؿٛد. ثشاي ٔذِؼبصي افضاس اخضاي ٔحذٚد ا٘ؼیغ اػتفبدٜ ٔی

ٌشدد. ایٗ إِبٖ ٘یشٚٞب ٚ  تؼییٗ ٔی 631٘ٛع إِبٖ، ؿُِ 

وٙذ. ثٝ ػجبست دیٍش  سا تحُٕ ٔی 2ٞبي خٕـی ٚ غـبیی ٕٔبٖ

اي ٚ ػٕٛد ثش كفحٝ ثشاي  اػٕبَ تٕبْ ٘یشٚٞبي داخُ كفحٝ

دسخٝ آصادي داسد  6ایٗ إِبٖ ٔدبص اػت. ٞش ٌشٜ ایٗ إِبٖ 
ی( ٚ تغییش دسخٝ آصادي دٚسا٘ 3دسخٝ آصادي خبثدبیی ٚ  3)

ٞبي آٖ الاػتیه اػت. دس ثشسػی ٔذَ ٚسق تٟٙب اص یه  ؿىُ

دسخٝ آصادي خبثدبیی )ػٕٛد ثشكفحٝ( ٚ دٚ دسخٝ آصادي 

ؿٛد.  ٞبي داخُ كفحٝ( اػتفبدٜ ٔی دٚسا٘ی )دس خٟت ٔحٛس

ٌشدد تب  ٞب ٘یض ثٝ حذ وبفی سیض ا٘تخبة ٔی ؿجىٝ ثٙذي إِبٖ

 18ٌشٜ ) 6ػبصٜ  ٍٕٞشایی ٔغّٛة حبكُ آیذ. دس ٔشص دٚ صیش

 ٞبي یىؼبٖ ٚخٛد داسد. دسخٝ آصادي ٔـتشن( ثب فبكّٝ

ٞبي عجیؼی ٞش ٘ٛاس ٚ  ثب اػتفبدٜ اص آ٘بِیض ٔٛداَ فشوب٘غ

ؿٛ٘ذ. ثب اػٕبَ تدضیٝ ٔمذاس تىیٗ  ؿىُ ٔٛدٞب ٔحبػجٝ ٔی

(SVD ثش لؼٕت ٔؼىٛع ؿٛ٘ذٜ ٔبتشیغ )S ( ٛٞ دس سٚؽSd 

 ؿٛد:صیش تـىیُ ٔی(( ٔمبدیش تىیٗ ثٝ كٛست 11دس ساثغٝ )
∑ = [3327.813   1202.268   21.806   2.671   3.491×10-1   
3.15×10-2   1.094×10-2   1.460×10-3   1.097×10-4   
9.322×10-5   1.694×10-5   7.006×10-6   1.255×10-6   
5.192×10-7   5.885×10-14   3.91×10-14   3.062×10-15   
9.668×10-17] 

ٔٛد  16ٔٛد كّت ٚ  3ً دٚ صیشػبصٜ، ثشاي وٛپّیٙ

الاػتیه اص ٞش صیشػبصٜ دس وٛپّیًٙ ؿشوت داسد. ثب تٛخٝ ثٝ 

ثشاثش اػت  δ( ٔمذاس 21( ٚ )20ٔؼیبس ٔؼشفی ؿذٜ دس سٚاثظ )

دسخٝ آصادي ثشاي ؿشوت دس فشآیٙذ  3، یؼٙی  04/19ثب 

دسخٝ  4دسخٝ آصادي،  3وٛپّیًٙ وبفی اػت. اثتذا ثٝ خبي 

دسخٝ  2دسخٝ آصادي خبثدبیی ٚ  2ؿٛد ) ٔی آصادي ا٘تخبة

                                                        
1
  Shell 63 

2
  Membrane  

آصادي دٚسا٘ی دسخٟبت ٔختّف(. دس ایٗ حبِت ٔمبدیش تىیٗ 

 ( ثٝ كٛست صیش اػت:Sdلؼٕت ٔؼىٛع ؿٛ٘ذٜ )
∑ = [784.473   23.878   4.105   7.103×10-7]  

ٔٛد الاػتیه اَٚ وٛپّیًٙ ثب ٘تبیح ػبصٜ اكّی  3٘تبیح 

 ٔمبیؼٝ ؿذٜ اػت. 1دس خذَٚ 

دسخٝ آصادي اػتفبدٜ  3دسخٝ آصادي اص  4اوٖٙٛ ثٝ خبي 

ٌشدد. ٔمبدیش تىیٗ لؼٕت ٔؼىٛع ؿٛ٘ذٜ دس ایٗ حبِت  ٔی

 ٔغبثك صیش اػت:
∑ = [784.670   8.832   2.011]  

دسخٝ آصادي ٕ٘بیؾ  4٘تبیح وٛپّیًٙ سا ثب  2خذَٚ 

 دٞذ.  ٔی

 

درجِ 3فرکاًس اٍل ًتایج کَپلیٌگ ) 5هقایسِ  -1جذٍل 

 آزادی( تا ًتایج اجسای هحذٍد

 خغب % SVDثب اػتفبدٜ اص  CMS  اخضاي ٔحذٚد ٔٛد

1 08/2 14/2 59/2 

2 74/5 82/5 30/1 

3 27/11 34/11 61/0 

4 65/18 08/19 34/2 

5 90/27 96/27 23/0 

 
درجِ 4فرکاًس اٍل ًتایج کَپلیٌگ ) 5هقایسِ  -2جذٍل 

 آزادی( تا ًتایج اجسای هحذٍد

 خغب % SVDثب اػتفبدٜ اص  CMS  اخضاي ٔحذٚد ٔٛد

1 08/2 14/2 59/2 

2 74/5 82/5 30/1 

3 27/11 34/11 61/0 
4 65/18 08/19 34/2 

5 90/27 96/27 23/0 

 

 3ٚ  4ٞبي وٛپّیًٙ ثب  ٕٞب٘غٛس وٝ ٔـخق اػت خٛاة
دسخٝ آصادي یه  4دسخٝ آصادي ثب یىذیٍش ٔغبثمٙذ، ِزا دس 

ثٛدٜ وٝ اِجتٝ خغبیی ٞٓ دس ٘تبیح ٚاسد دسخٝ آصادي اضبفی 

دسخٝ آصادي ثشاي وٛپّیًٙ اػتفبدٜ ؿٛد،  5٘ىشدٜ اػت. اٌش 

دس كٛست ا٘تخبة ٘بٔٙبػت دسخبت آصادي ٔبتشیغ تىیٗ 

اي ا٘تخبة ؿٛ٘ذ وٝ اص  ٌشدد. اٌش دسخبت آصادي ثٝ ٌٛ٘ٝ ٔی

خٌّٛیشي ؿٛد، ٘تبیح وٛپّیًٙ  Sdتىیٗ ؿذٖ ٔبتشیغ 

 خٛاٞذ ثٛد. 3ٔغبثك خذَٚ 
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درجِ 5فرکاًس اٍل ًتایج کَپلیٌگ ) 5هقایسِ  -3جذٍل 

 آزادی( تا ًتایج اجسای هحذٍد

 خغب % SVDثب اػتفبدٜ اص  CMS  اخضاي ٔحذٚد ٔٛد

1 08/2 68/2 63/28 

2 74/5 87/5 17/2 

3 27/11 73/11 11/4 

4 65/18 11/19 47/2 

5 90/27 48/29 66/5 

 

ٞبي  ؿٛد وٝ دس ایٗ حبِت خغب ٘ؼجت ثٝ حبِت دیذٜ ٔی

 لجّی افضایؾ یبفتٝ اػت.

دس ٕ٘ٛ٘ٝ دْٚ، دٚ ٚسق فٛلادي ٔـبثٝ ٔشثؼی ؿىُ ثب 

ثٝ  2ٔیّی ٔتش ٔغبثك ؿىُ  2ٔتش ٚ ضخبٔت  1اضلاع 

 ا٘ذ. یىذیٍش ٔتلُ ؿذٜ
 

 
 ًحَُ اتصال دٍ ٍرق هرتعی شکل -2شکل

 

ٌشٜ ثب فٛاكُ یىؼبٖ  21صیشػبصٜ اص اعلاػبت دس ٔشص دٚ 

دسخٝ آصادي ثشاي  63ؿٛد. ثٙبثشایٗ اعلاػبت  اػتفبدٜ ٔی

 3وٛپّیًٙ دس دػتشع اػت. تؼذاد ٔٛدٞبي ٔٛسد اػتفبدٜ 

ٔٛد الاػتیه اص ٞش صیشػبصٜ اػت. پغ اص  24ٔٛد كّت ٚ 

ثش لؼٕت ٔؼىٛع ؿٛ٘ذٜ ٔبتشیغ لیذ دسخبت  SVDاػٕبَ 

 ٔمذاس تىیٗ ٘خؼت ٔغبثك صیش اػت: 20(، Sdآصادي ٔـتشن )
∑ = [50.471   50.311   47.987   42.544   41.013   39.914   
11.460   10.783   7.890   3.784   2.585   6.945×10-1   
4.564×10-1   2.501×10-1   5.568×10-2   2.298×10-2   
2.069×10-2   1.007×10-2   6.566×10-3   1.118×10-3] 

ثشاثش اػت ثب  δ( ٔمذاس 7-4ثب اػتفبدٜ اص ٔؼیبس ساثغٝ )

تٛا٘ٙذ دس  دسخٝ آصادي ٔی 11، وٝ دس ایٗ كٛست 04/19

ٞب ٚ  وٛپّیًٙ ؿشوت وٙٙذ. اعلاػبت وبُٔ ػٝ ٌشٜ )ِجٝ

ٚػظ( ثٝ ٕٞشاٜ اعلاػبت یه دسخٝ آصادي خبثدبیی ٚ یه 

ٌیشد. دس ایٗ حبِت  دسخٝ آصادي دٚسا٘ی ٔٛسد اػتفبدٜ لشاس ٔی

 ثشاثش اػت ثب: Sdٔمبدیش تىیٗ ٔبتشیغ 

∑ = [9.719   8.222   6.918   5.875   2.832   1.632   

8.445×10-1   2.588×10-2   6.662×10-3   1.409×10-3   
5.513×10-5] 

دسخٝ آصادي سا ٕ٘بیؾ  11٘تبیح وٛپّیًٙ ثب  4خذَٚ 

 دٞذ. ٔی

 
تایج کَپلیٌگ تا ًتایج فرکاًس اٍل ً 5هقایسِ  -4جذٍل 

 اجسای هحذٍد

 خغب % SVDثب اػتفبدٜ اص  CMS  اخضاي ٔحذٚد ٔٛد

1 62/2 89/2 44/10 

2 24/3 37/3 02/4 

3 13/7 38/7 42/3 

4 27/7 48/7 89/2 

5 73/10 68/10 17/1 

 
تٛاٖ  اص آ٘دب وٝ دس ایٗ ٔثبَ ٞش دٚ صیشػبصٜ یىؼب٘ٙذ، ٔی

ثشاي دػتیبثی ثٝ دسخبت  5 اص اٍِٛسیتٓ ٔؼشفی ؿذٜ دس ثخؾ

آصادي ٔؼتمُ اػتفبدٜ ٕ٘ٛد. دس كٛست اػتفبدٜ اص ایٗ 

 خٛاٞذ ثٛد. 5اٍِٛسیتٓ، ٘تبیح وٛپّیًٙ ثٝ كٛست خذَٚ 

 
فرکاًس اٍل ًتایج کَپلیٌگ تِ رٍش  5هقایسِ  -5جذٍل 

 درجات آزادی هستقل تا ًتایج اجسای هحذٍد

 %خغب  SVDثب اػتفبدٜ اص  CMS  اخضاي ٔحذٚد ٔٛد

1 62/2 90/2 31/11 

2 24/3 35/3 25/3 

3 13/7 35/7 14/3 

4 27/7 38/7 50/1 

5 73/10 86/10 26/1 

 

دس ایٗ لؼٕت اص دٚ ٚسق فٛلادي ثٝ ػٙٛاٖ صیش ػبصٜ 

ٔیّی ٔتش اػت. اثؼبد  3ؿٛد. ضخبٔت ٞش دٚ ٚسق  اػتفبدٜ ٔی
ٔتش  2/0دس  3/0ٔتش ٚ اثؼبد ٚسق دْٚ  4/0دس  3/0ٚسق اَٚ 

ٔتشي ثٝ یىذیٍش ٔتلُ ؿذٜ ٚ  3/0ٞش دٚ ٚسق اص ضّغ  اػت.

٘حٜٛ آٔبدٜ ػبصي  3دٞٙذ. ؿىُ  ػبصٜ اكّی سا تـىیُ ٔی

آصاد -تؼت سا ثشاي صیشػبصٜ ثضسي ٚ وٛچه دس ؿشایظ آصاد

 دٞذ. ٕ٘بیؾ ٔی

ٞبي ضشثٝ چىؾ ٚ ٔحُ لشاسٌیشي ػٙؼٛس  ٔىبٖ 4ؿىُ 

 دٞذ. سا ٕ٘بیؾ ٔی
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 ّای ضرتِ زدى هکاى ًصة سٌسَر ٍ هحل -4شکل  ّا . ًحَُ آهادُ سازی تست ترای زیرسازُ-3شکل 
 

 
 8تَاتع پاسخ فرکاًسی ترای زیرسازُ کَچکتر تا تحریک در ًقطِ  -5 شکل

 

 
 5ّای فرکاًسی شکل  ًوَدار ٍاتستگی پاسخ -6 شکل
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 8تَاتع پاسخ فرکاًسی ترای زیرسازُ تسرگتر تا تحریک در ًقطِ  - 7شکل

 

 
 7ّای فرکاًسی شکل  ًوَدار ٍاتستگی پاسخ -8 شکل

 

ٞبي ٘مبعی ثب فٛاكُ  ثشاي ٔحبػجٝ ٔٛدٞبي دٚسا٘ی، دادٜ
ػب٘تی ٔتش دس خٟت دٚ ٔحٛس ػٕٛد ثش اضلاع )ثشاي تمشیت  2

 (4ؿٛد. )ؿىُ  ٔشتجٝ اَٚ( اػتفبدٜ ٔی

ٞشتض اػت. تٛاثغ  800تب  0ثبصٜ فشوب٘ؼی ا٘ذاصٜ ٌیشي 

پبػخ فشوب٘ؼی ثشاي ٘مبط ٔشصي ثشاي صیشػبصٜ ثضسي ٚ 

ٕ٘بیؾ دادٜ ؿذٜ اػت )تٟٙب  7ٚ  5وٛچه ثٝ تشتیت دس ؿىُ

ٞب ٚ ٘مغٝ ٘لت  ثشاي اعلاػبت ٔشثٛط ثٝ خبثدبیی دس خٛد ٌشٜ

، ٕ٘ٛداسٞبي ٚاثؼتٍی تٛاثغ پبػخ 8ٚ  6ٞبي  ػٙؼٛس(. ؿىُ

 دٞذ. سا ٕ٘بیؾ ٔی 7ٚ  5ٞبي  فشوب٘ؼی ؿىُ

ثش لؼٕت  SVDپغ اص ٔحبػجٝ ؿىُ ٔٛدٞب، ثب اػٕبَ 

(، Sdٔؼىٛع ؿٛ٘ذٜ ٔبتشیغ لیذ دسخبت آصادي ٔـتشن )

 ٔمبدیش تىیٗ ٔغبثك صیش اػت:

∑ = [149.283   128.392   123.226   115.386   33.018   
29.010   11.757   3.171   1.628   1.570      4.696×10-1   
2.331×10-1   3.944×10-2   3.491×10-2   1.059×10-2   
1.643×10-3   1.133×10-3] 

( 7-4( ٚ )6-4ثب تٛخٝ ثٝ ٔؼیبس ٔؼشفی ؿذٜ دس سٚاثظ )

دسخٝ آصادي ثشاي  8، یؼٙی  594/2ثشاثش اػت ثب  δٔمذاس 

ؿشوت دس فشآیٙذ وٛپّیًٙ وبفی اػت. ثٝ ػٙٛاٖ ٕ٘ٛ٘ٝ اص 
ٞب ٚ دٚ دسخٝ آصادي دِخٛاٜ دیٍش ٌشٜ دس ِجٝ 2اعلاػبت 

اي وٝ ٔبتشیغ ٔؼىٛع ؿٛ٘ذٜ تىیٗ اػتفبدٜ ٕ٘ٛد ثٝ ٌٛ٘ٝ

 ٍ٘شدد.

 ٔٛد الاػتیه اَٚ وٛپّیًٙ ثب ٘تبیح ػبصٜ اكّی 5٘تبیح 

 ٔمبیؼٝ ؿذٜ اػت. 6دس خذَٚ 

ثشاي ایٗ آصٔبیؾ ٘تبیح تؼت ػبصٜ اكّی تٛػظ آصٔبیؾ 

ثذػت آٔذ، ػپغ ثٝ ٔٙظٛس خٌّٛیشي اص تأثیشات ثشؽ، اص 
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ثشؽ ثب آة )ٚاتش خت( ثشاي تجذیُ ػبصٜ اكّی ثٝ دٚ صیش ػبصٜ 

 اػتفبدٜ ٌشدیذ.

 
فرکاًس اٍل ًتایج کَپلیٌگ تا ًتایج  5هقایسِ  -6جذٍل 

 اصلی تست سازُ

 خغب % SVDثب اػتفبدٜ اص  CMS  تؼت ٔٛد

1 68/45 10/42 84/7 

2 29/65 36/54 73/16 

3 07/126 40/106 60/15 

4 39/134 43/129 69/3 

5 54/190 31/181 85/4 

 

 ًتیجِ گیری -7
ٔـىلات ػذدي ٘بؿی اص ا٘تخبة ٔختلبت ٔٙبػت ٔذَ 

داساي خغبي ٞب ٔٙدش ثٝ ثشٚص ٘تبیح ثی ٔؼٙی  ٔٛداَ صیشػبصٜ

ؿٛد. ثٝ ٕٞیٗ خٟت پغ اص ؿشح خغبي ػذدي  فبحؾ ٔی

افضٍٚ٘ی ٔذَ ٔٛداَ سٚؽ تدضیٝ ٔمذاس تىیٗ ثشاي تـخیق 

ٔختلبت ٔٙبػت خٟت ؿشوت دس فشآیٙذ وٛپّیًٙ ٔؼشفی 

اص ٞبي آٖ  ٚ ٔحذٚدیت ؿذ. ثشاي ثشسػی ٔیضاٖ تأثیش ایٗ اثضاس

سق دٚ ٔذَ پیٛػتٝ ٘ٛاس ثبسیه ٚ ٚسق ٚ یه ٔذَ تدشثی ٚ

اػتفبدٜ ٌشدیذ. اص آ٘دب وٝ ٔـىُ افضٍٚ٘ی ٔذَ ٔٛداَ دس 

ؿٛد، ٔـبٞذٜ ٌشدیذ وٝ ٘تبیح  ٚسق ثٝ خٛثی دیذٜ ٔی

وٛپّیًٙ ثب خغبي ٘ؼجتبً لبثُ لجِٛی، ٔـخلبت دیٙبٔیىی 

وٙٙذ. دس ٞش كٛست اػتفبدٜ اص اثضاس  ػبصٜ اكّی سا ثیبٖ ٔی
SVDٜدی ٞبي ثی ٔؼٙی حبكُ اص وٛپّیًٙ سا ثٝ ٘تبی ، داد

 .ٔٙغمی ػٛق داد
 

 ّا ٍ ارقام علاین، ًشاًِ -8

K ٔبتشیغ ػختی 

M ْٔبتشیغ خش 

P ٔبتشیغ خبیٍـت 

S ٔبتشیغ ػبصٌبسي ؿىُ ٔٛد 

T ُٔبتشیغ تجذی 
f ٚثشداس ٘یش 
α تبثغ پبػخ فشوب٘ؼی 
ϕ ٔبتشیغ ؿىُ ٔٛد 

A,B ٜٞب ٕ٘بد صیشػبص 

a تؼذاد تٕبٔی ٔٛدٞب 
c ٔشصي 
d  حذالُ ٔشتجٝ ٔبتشیغS 

p )ٝٔختلبت ٔٛداَ )تؼٕیٓ یبفت 

q ٝٔختلبت وبٞؾ یبفت 

r ٔشتجٝ ٔبتشیغ 

u ثشداس خبثدبیی 

x ثشداس ٔختلبت فیضیىی 
  

δ ٝٔؼیبس ا٘تخبة ٔشتج 

 فشوب٘غ 

i داخّی 

j  ٔشتجٝ ثبلیٕب٘ذٜ ٔبتشیغS 

k ٜتؼذاد ٔٛدٞبي دس ٘ظش ٌشفتٝ ؿذ 

t ؿٕبسٜ ٔٛد 

 

 الف پیَست -9
 (Vector Norm)ًُرم تردار 

 ٌشدد: یه ثشداس ثٝ كٛست صیش تؼشیف ٔی p٘شُْ 

 (1-اِف)
1

1

n pp

ip
i

x x


 
  
 
  

 ٟ٘بیت یه ثشداس ثٝ ؿىُ صیش اػت: ثٙبثش ایٗ، ٘شُْ ثی

lim (2-اِف) max ipp i
x x x

 
   

 (Matrix Norm)ًُرم هاتریس 

 ٘شُْ اَٚ یه ٔبتشیغ ٔب٘ٙذ صیش اػت:

 (3-اِف)
1

max max ij
x j i

A Ax a


    

 ٟ٘بیت یه ٔبتشیغ ػجبست اػت اص: ٘شُْ ثی

 (4-اِف)
1

max max ij
x i j

A Ax a


 
    

 

 پیَست ب -10
 QRتجسیِ 

( یه ٔبتشیغ، ثٝ QR)یب تفىیه  QRدس خجش خغی تدضیٝ 

اي  ؿٛد ثٝ ٌٛ٘ٝ تفىیه آٖ ٔبتشیغ ثٝ دٚ صیشٔبتشیغ ٌفتٝ ٔی

وٝ یه ٔبتشیغ ٔتؼبٔذ ٚ یه ٔبتشیغ ثبلأثّثی تِٛیذ ؿٛد. 

اغّت ثشاي ٔؼبئُ حذالُ ٔشثؼبت خغی ٔٛسد  QRتفىیه 
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ٞبي خبف  ٌیشد ٚ ٔجٙبي ثشخی اٍِٛسیتٓ اػتفبدٜ لشاس ٔی

 ثبؿذ. ٔمذاس ٚیظٜ ٘یض ٔی

ثشاي یه ٔبتشیغ ٔؼتغیّی ٔثُ  
m n

A


(، m>nوٝ ) 

ایٗ تدضیٝ ثٝ كٛست حبكُ ضشة ٔبتشیغ ٔتؼبٔذ یىٝ 

 
m m

Q


دس ٔبتشیغ ثبلا ٔثّثی   
n n

R


 اػت: 

 (1-)ة     
m n m n m n

A Q R
  
  

كفش اػت،  [ ]( سدیف پبییٙی ٔبتشیغ m-nاص آ٘دب وٝ )

 وٙٙذ: سا ثٝ كٛست صیش تدضیٝ ٔی [ ]ٚ  [ ]ٔؼٕٛلاً 

 (2-)ة         1

1 2 1 1
0

R
A Q R Q Q Q R  

 
 
 

 

 1
R ثشاثش ػبُٔ ثبلا ٔثّثی تِٛیذٜ ؿذٜ دس تدضیٝ چِٛؼىی

ثبؿذ. اٌش ٔشتجٝ  ٘یض ٔی A ٝٔشتج( وبُٔ ثبؿذn ٘یبص ثبؿذ ٚ )

ٞبي لغشي ٔبتشیغ  وٝ دسایٝ 1
R  ٜٔثجت ثبؿٙذ، آٍ٘ب

 1
R  ٚ 1

Q  یىتب ٞؼتٙذ ِٚی دس حبِت وّی 2
Q  ٗای

 ٌٛ٘ٝ ٘یؼت.

ثشاي یبفتٗ لذس ٔغّك دتشٔیٙبٖ یه  QRتٛاٖ اص تدضیٝ  ٔی

 ٔبتشیغ ٔشثؼی اػتفبدٜ ٕ٘ٛد. ثذیٗ تشتیت وٝ:

 (3-)ة     detdet .detA Q R  

|[ ]   |اص آ٘دب وٝ   تٛاٖ ٘ٛؿت: ، ِزا ٔی   

 (4-)ة    ii
i

det detA R r   

ٞبي سٚي لغش ٔبتشیغ  دسایٝ     R  ٞؼتٙذ. ثٝ ػلاٜٚ، اص

آ٘دب وٝ دتشٔیٙبٖ یه ٔبتشیغ ثشاثش حبكُ ضشة ٔمبدیش ٚیظٜ 

 آٖ اػت، خٛاٞیٓ داؿت:

ii (5-ة) i
i i

r     

، ٔمبدیش ٚیظٜ ٔبتشیغ    وٝ   A.اػت 

تٛاٖ ایٗ خٛاف سا ثشاي یه ٔبتشیغ غیش ٔشثؼی  ٔی
ٔختّظ ثؼظ داد. دس ایٗ حبِت ٔمبدیش ٚیظٜ ثب ٔمبدیش تىیٗ 

ٚ  SVD( ثب اػتفبدٜ اص خٛاف 5-ؿٛ٘ذ. ساثغٝ )ة خبیٍضیٗ ٔی

استجبط آٖ ثب دتشٔیٙبٖ ٔبتشیغ ثٝ كٛست صیش ثبص٘ٛیؼی 

 ٌشدد: ٔی

i (6-ة) i
i i

     

، ٔمبدیش ٚیظٜ ٔبتشیغ    وٝ   A .اػت 

ٞب ٔبتشیغ خبیٍـتی  ثب خبیٍـت ػتٖٛ QRتدضیٝ  P 

 اي وٝ: وٙذ ثٝ ٌٛ٘ٝ سا ٘یض ٔؼشفی ٔی

 (7-ة)           
T

A P Q R A Q R P   

ٔبتشیغ P  ٌٝ٘ٛ ٌٝشدد وٝ تشتیت لشاس اي ا٘تخبة ٔیث

ٞبي لغشي ٔبتشیغ ٌیشي دسایٝ R :ثٝ كٛست صیش ثبؿذ 

 (8-ة)
11 11 nnr r r    

ٔشتجٝ یه ٔبتشیغ سا ثب تٛاٖ  ثب اػتفبدٜ اص ایٗ ٔغّت ٔی

( ٔحبػجٝ SVDٞضیٙٝ وٕتشي ٘ؼجت ثٝ تدضیٝ ٔمذاس تىیٗ )

 .ٕ٘ٛد
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