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  چکیده

در این پژوهش ارتعاشات آزاد ورق کمانه شده ترکدار به کمک روش المان کوادراتور دیفرانسیلی بررسی شده است. به این منظور ترك با 

ت. معادلات حاکم بر مسئله ارتعاشات ورق کمانش یافته به کمک تئوري استفاده از فنر خطی بدون جرم و به صورت باز مدل شده اس

اند. پاسخ به صورت مجموع دو قسمت استاتیکی و دینامیکی در نظرگرفته میندلین و با در نظر گرفتن اثر نقص هندسی اولیه بدست آمده

دیفرانسیلی گسسته شده و سپس دستگاه معادلات شده است. دستگاه معادلات دیفرانسیل غیرخطی حاصل به کمک روش المان کوادراتور 

د. پس از آن با فرض دامنه کوچک ارتعاشات ورق حول حالت کمانش شوکمان حل می  جبري غیرخطی بدست آمده به کمک روش طول

تفاده از روش یافته آن، معادلات ارتعاشات خطی شده با جایگذاري مقادیر حاصل از حل استاتیکی در معادلات ارتعاشات خطی و با اس

هاي د. در ادامه، فرکانسشو المان کوادراتور دیفرانسیلی، دستگاه معادلات دینامیکی به یک مسئله مقدار ویژه غیراستاندارد تبدیل می

مقایسه نتایج بدست آمده با نتایج حاصل از آید. طبیعی و شکل مودهاي ورق کمانش یافته ترکدار با حل مسئله مقدار ویژه بدست می

چند مسئله ورق ترکدار کمانه شده به . علاوه بر این، استنشانگر دقت و صحت نتایج حاصل  لی و روش اجزا محدود،هاي عم مایشآز

  د. شو کمک روش پیشنهادي حل شده و اثر برخی پارامترها بررسی می

  .المان کوادراتور دیفرانسیلیروش  ؛ترك ؛پس ازکمانش ؛ارتعاشات :کلمات کلیدي
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Abstract 
Vibration of postbuckled cracked plate has been investigated using the differential quadrature element 
method. The crack modeled as an open crack using a no-mass linear spring. The governing equations of 
vibration of a buckled cracked plate are derived using the Mindlin theory and considering the effect of initial 
imperfection. The answer consist of static and dynamic parts. First, differential equations are discretized 
using the differential quadrature element method and then the resulting nonlinear algebraic equations are 
solved using the arc-length strategy. Then, assuming small amplitude vibrations of the plate about its 
buckled state and exploiting the static solution in the linearized vibration equations, the dynamic equations 
are converted to a non-standard eigenvalue problem. Finally, natural frequencies and mode shapes of the 
buckled cracked plate are obtained solving the eigenvalue problem. The accuracy of the proposed approach 
is verified using the results obtained by an experimental setup and those obtained by the finite element 
method. Moreover, several case studies of buckled cracked plates have been solved and effects of selected 
parameters have been studied.  

Keywords: Vibration; Postbuckling; Crack; Differential Quadrature Element Method. 
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   مقدمه - 1

هاي مختلفی از ها در طول عمر مفید خود دچار آسیبسازه

گردند. وجود ایجاد و گسترش ترك، خوردگی و ... می ،قبیل

دهد. ترك در سازه، رفتار مکانیکی آن را تحت تاثیر قرار می

ها تحت اثر ها که مقاومت آندر ورق این مسئله بخصوص

از اهمیت بسیاري برخوردار است.  است،پدیده کمانش نیز 

ها با ها نشان داده است که رفتار پس از کمانش ورقآزمایش

که یک  ها متفاوت است، بطوريرفتار پس از کمانش ستون

تواند بارهاي به مراتب بزرگتر از ورق بعد از کمانش خود می

ی خود را تحمل نماید. طبیعت مقاومت پس از بار بحران

ن و طراحان را به سوي استفاده از اها، مهندسکمانش ورق

هایی که ها در سازهظرفیت یا استحکام بعد از کمانش ورق

هاي داراي محدودیت وزن هستند، مانند هواپیماها، سفینه

جا ها، سوق داده است. از آنها و تیر ورقفضایی، میکروسوئیچ

ها شناخته شده ه ترك به عنوان یکی از عوامل زوال در سازهک

 ها، در طراحی اطمیناناست، بررسی تاثیر ترك بر رفتار سازه

تاثیر بسزایی دارد. از این رو  ،هابخش و اقتصادي انواع سازه

هاي هاي متفاوت، رفتار سازهن بسیاري در زمینهامحقق

ها، بررسی پس از زمینه اند. یکی از ایندهکرترکدار را بررسی 

   .استهاي ترکدار تحت بار کمانش و ارتعاشات سازه

- فاکتور شدت تنش را براي ورق ترك ،]1رایس و لوي [

دار مستطیلی تحت اثر همزمان بارهاي کششی و خمشی 

ها با استفاده از گسترش مدل یک تسمه دند. آنکرمحاسبه 

اي، تاثیر وجود ترك در ورق را مورد بررسی قرار با ترك لبه

دادند. به این منظور ترك را به صورت کاهش موضعی سختی 

ورق در نظر گرفته و با استفاده از فنرهاي کششی و پیچشی، 

] با استفاده از روش المان ترك 2چن [ دند.کرترك را مدل 

 د. او فاکتورکرهاي ترکدار را بررسی رفتار ورق ،هیبریدي

هاي ترکدار با یک ترك مایل شدت تنش را براي ورق

] به بررسی اثر ترك مرکزي روي 3براینتی [ محاسبه نمود.

هاي نازك با شرایط مرزي متفاوت تحت کشش، کمانش ورق

او از روش اجزا  ،فشار و بار برشی پرداخت. به این منظور

د. کرمحدود جهت بدست آوردن ضرایب بار کمانش استفاده 

به کمک روش اجزا محدود به بررسی  ،]4یا و همکاران [نعلی

هاي مستطیلی (مربعی) رفتار کمانش و پس از کمانش ورق

ها بر میزان بار دار تحت بار برشی پرداختند و تاثیر تركترك

ها ترك را به صورت دند. آنکرها را بررسی کمانش این ورق

مرادي و  دند.کرنظر باز مدل کرده و از رشد ترك نیز صرف

با استفاده از روش کوادراتور دیفرانسیلی، به  ،]5موري [علی

دار پرداختند. بررسی رفتار ارتعاشاتی یک ورق مستطیلی ترك

ها پس از تقسیم ورق به شش ناحیه در اطراف ترك و آن

هاي  انتخاب شرایط مرزي و پیوستگی مناسب، فرکانس

از آن به کمک دار را استخراج نمودند. پس طبیعی ورق ترك

سازي زنبور عسل، روشی را جهت تعیین مکان، الگوریتم بهینه

   دند.کرطول و عمق ترك ارائه 

هاي به بررسی رفتار ارتعاشی ورق ،]6باس و موهانتی [

دار با یک ترك میانی، با جهت و طول دلخواه پرداختند. ترك

به این منظور به کمک تئوري کیرشهف، معادلات حاکم بر 

دار را استخراج نمودند و سپس به کمک رابطه ورق ترك رفتار

برگر، معادله بدست آمده را به معادله دافینگ تبدیل و آن را 

هوانگ و همکاران  به کمک روش چند مقیاسه حل نمودند.

به کمک روش ریتز تاثیر اندازه و جهت ترك روي  ،]7[

هاي طبیعی ورق مستطیلی با شرایط مرزي چهار فرکانس

ساده و نیز ورق چهار طرف آزاد را مورد بررسی قرار طرف 

توابع پاسخ جدیدي را تعریف نمودند که  ،دادند. به این منظور

علاوه بر در نظر گرفتن شرایط مرزي ورق، تکینگی تنش در 

نوك ترك و ناپیوستگی جابجایی و شیب را نیز در طول ترك 

  گیرد.در نظر می

ك به صورت یک فنر ] با مدلسازي تر8خادم و رضایی [ 

سرتاسري را  پیچشی، رفتار ارتعاشی ورق مستطیلی با ترك

ها ترك را بصورت باز فرض نموده مورد بررسی قرار دادند. آن

دند. سپس با کرو ورق را در امتداد ترك به دو قسمت تقسیم 

اعمال شرایط مرزي مناسب، معادلات دیفرانسیلی ارتعاشات 

با  ،]9دند. ایسمیل و کارتمل [کرهر قسمت ورق را استخراج 

- 12استفاده از روشی مشابه با روش کار ایسرار و همکاران[

دار رفتار ورق مستطیلی با ترك میانی زاویه ،] موفق شدند10

ابتدا معادلات  ،ها به این منظوررا مدلسازي نمایند. آن

دیفرانسیلی ارتعاشات ورق را با استفاده از فرضیات تئوري 

ها استخراج و سپس به کمک معادلات برگر، کلاسیک ورق

ها به دند. آنکراین معادلات را به شکل غیرخطی تبدیل 

کمک روش گالرکین و روش پریشیدگی چند مقیاسه، موفق 

 به بررسی تاثیر تغییرات طول، عمق و زاویه ترك بر فرکانس

   .ها شدندطبیعی ارتعاشات ورق
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با استفاده از روش اجزا  ،] نیز13-14بچنه و همکاران [

به بررسی ارتعاشات ورق مستطیلی  1محدود گسترش یافته

ها در محاسبات خود تاثیر اینرسی دار پرداختند. آنترك

دورانی و تغییر شکل برشی عرضی را نیز در نظر گرفتند و از 

اي و هاي با ترك لبهروش مورد نظر جهت بررسی رفتار ورق

به جاي افزایش  ،]15ان و همکاران [دند. خیکرمیانی استفاده 

ها در اطراف و نوك ترك که در روش اجزا محدود تعداد المان

ها اثر دند. آنکرمتداول است، اقدام به ساخت المان ترکدار 

ترك را به کمک محاسبه انرژي کرنشی ناشی از ترك در 

المان وارد نمودند. این انرژي با فاکتور شدت تنش در ورق 

. مزیت این روش نسبت به روش اجزا محدود تناسب دارد

متداول، در نیاز به محاسبات کمتر، سرعت بالاتر و امکان 

تحلیل  ،ها نظیرانطباق سریع المان براي انواع مختلف تحلیل

به  ،]16. مانواك و ترندافیلوا [استپایداري، ارتعاشات و... 

بررسی تاثیر وجود عیوب بر پارامترهاي پاسخ ارتعاشات 

غیرخطی یک ورق مستطیلی چهار طرف گیردار پرداختند. به 

ها از تئوري ورق میندلین با پارامترهاي این منظور آن

  .دندکرغیرخطی هندسی استفاده 

رابطه تحلیلی براي فرکانس  ،]17و وایت [جی ان

هاي پیش مستطیلی در حالتهاي ایزوتروپیک ارتعاشات ورق

ها به کمک روش از کمانش و پس از کمانش ارائه نمودند. آن

به تحلیل رفتار دینامیکی  ،ریتز و روش اجزا محدود-رایلی

اولیه پرداختند و مشاهده نمودند  هندسیهاي با عیوب ورق

که فرکانس ارتعاشات ورق در مرحله پیش از کمانش با 

در مرحله پس از کمانش، افزایش افزایش بار کاهش یافته و 

د. شو بار موجب افزایش فرکانس طبیعی ارتعاشات ورق می

به کمک روش کوادراتور دیفرانسیلی  ،]18عثمان و همکاران [

به بررسی تاثیر شرایط مختلف بر فاکتور شدت تنش مود 

ها با تقسیم ورقی با دار پرداختند. آنسوم یک ورق ترك

ها و با استفاده از روش ي از زیردامنهاشکل دلخواه به مجموعه

نگاشت، ورق را به چندین ورق کوچکتر مستطیلی تبدیل 

نمودند و سپس با اعمال روش کوادراتور دیفرانسیلی بر هر 

ها و نیز با در نظر گرفتن شرایط مرزي یک از این ورق

مناسب، فاکتور شدت تنش مود سوم را براي ورقی با ترك 

  دند.کردار محاسبه زاویه

                                                   
1 XFEM 

اي هاي دایرهارتعاشات ورق ،]19ویلیامز و همکاران [

روش تفاضل محدود و روش  کمانش یافته را به کمک

مورد بررسی قرار دادند و مشاهده  ،مدلسازي اجزا متمرکز

، با افزایش بار فشاري وارد بر کمانشنمودند که تا پیش از بار 

ه پس از در حالیک؛ یابدورق، فرکانس تشدید ورق کاهش می

آن، با افزایش میزان بار فشاري در بارهاي بزرگتر از بار 

کمانش، فرکانس تشدید ورق افزایش خواهد یافت. انصاري و 

به کمک روش کوادراتور دیفرانسیلی به  ،]20همکاران [

هاي تخت ساخته بررسی ارتعاشات پس از کمانش میکرو ورق

کمک تئوري ها به شده از مواد مدرج تابعی پرداختند. آن

، روابط (MCST)میندلین و تئوري تنش کوپله بهبودیافته 

حاکم بر رفتار ورق را استخراج و به کمک روش کوادراتور 

  دند.کردیفرانسیلی حل 

] ارتعاشات پیش و پس از کمانش 21تاکزالا و همکاران [

مدرج تابعی روي بستر الاستیک را در محیط دمایی  هايورق

ها از تئوري برشی مرتبه اول و ند. آنمورد بررسی قرار داد

 ه،روش اجزا محدود جهت بررسی رفتار ورق استفاده نمود

شدیدي به  ها وابستگیمشاهده کردند که رفتار این ورق

نسبت حجمی فلز و سرامیک و مقادیر درجه حرارت و نقص 

- ارتعاشات آزاد ورق ،]22اولیه ورق دارد. شاهوردي و نوردي [

را به کمک روش المان کوادراتور  هاي نازك ترکدار

ها از روابط تئوري کلاسیک دیفرانسیلی بررسی نمودند. آن

هاي مختلفی تقسیم ها استفاده نموده و ورق را به المانورق

نمودند. سپس به کمک اعمال روش کوادراتور دیفرانسیلی بر 

معادلات حاکم بر هر المان و نیز شرایط مرزي و پیوستگی 

  را استخراج نمودند. مناسب، پاسخ

همانگونه که قبلا اشاره شد، استفاده از ظرفیت تحمل بار 

ها استفاده گسترده از این ناحیه در ورق سببپس از کمانش 

هاي تغییر فرم ،اعمال بار پس از کمانش اثراما در  ؛شده است

- ورق افزایش یافته و ورق مستعد ایجاد و گسترش ترك می

از اهمیت  ،هاي کمانه شده ترکدارلذا بررسی رفتار ورق ؛گردد

هاي صورت گرفته مشخص بسزایی برخوردار است. از بررسی

هاي کمانش یافته  گردد که تاکنون رفتار ارتعاشی ورقمی

لذا در این پژوهش به  ؛مورد بررسی قرار نگرفته است ،ترکدار

هاي ی ورقارائه روشی جهت تحلیل تاثیر ترك بر رفتار ارتعاش

ابتدا با  ،یافته پرداخته شده است. به این منظور کمانش

استفاده از روابط مکانیک شکست، ترك به صورت یک فنر 
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د. سپس با فرض شوخطی چرخشی بدون جرم مدلسازي می

باز بودن ترك، معادلات حاکم بر مسئله استخراج شده که این 

را  معادلات یک دستگاه معادلات دیفرانسیلی غیرخطی

ارتعاشات  که دامنهدهند. در ادامه با فرض آنتشکیل می

ورق نسبت به دامنه حرکت حول حالت کمانش یافته 

استاتیکی (تعادل) بسیار کوچکتر است، پاسخ به صورت 

مجموع حرکت استاتیکی و دینامیکی در نظر گرفته شده و 

شوند. به منظور حل معادلات ارتعاشات ورق خطی سازي می

معادلات دیفرانسیلی غیرخطی استاتیکی ابتدا دستگاه 

معادلات با روش المان کوادراتور دیفرانسیلی گسسته شده و 

سپس دستگاه معادلات جبري غیرخطی حاصل با استفاده از 

شود. براي حل دستگاه معادلات روش طول کمان حل می

ابتدا معادلات  ،ارتعاشی خطی شده همانند معادلات استاتیکی

ش المان کوادراتور دیفرانسیلی گسسته شده و با کمک رو

سپس مقادیر حاصل از حل معادلات استاتیکی در آن 

د. دستگاه معادلات حاصل یک مسئله مقدار شو جایگذاري می

که پس از تبدیل آن به فرم استاندارد  استویژه غیراستاندارد 

ها و شکل مودهاي ورق کمانش یافته و حل آن، فرکانس

ها و شکل مودهاي بررسی فرکانس .آیدیترکدار بدست م

بدست آمده به ازاي مقادیر متفاوت عمق، طول و مکان ترك 

که افزایش طول و عمق ترك با کاهش سختی ورق،  داد نشان

در حالیکه تاثیر مکان  ؛دهدهاي طبیعی را کاهش میفرکانس

 .استابسته به شکل مود مورد نظر وها ترك بر فرکانس

  

   کوادراتور دیفرانسیلی روش المان - 2

 حل در جدیدي عددي روش دیفرانسیلی کوادراتور المان روش

 این اصلی ایده. است غیرخطی خطی و دیفرانسیل معادلات

  دامنه تقسیم -1شود:  یم تشکیل اصلی قسمت سه از روش

 روش از استفاده - 2 المان یا زیردامنه چندین به متغیرها

 و هاالمان از کدام هر تقسیم براي دیفرانسیلی کوادراتور

 و شده جدا هايالمان نهی برهم - 3 حاکم معادلات برقراري

 ها تنش ها،جاییجابه گرفتن نظر در با معادلات حاکم برقراري

   .همسایه هايالمان در سازگاري شرایط و

- ابداع روش کوادراتور دیفرانسیلی بر اساس روش مشتق

گیري گوس براي محاسبه مشتق یک تابع بر اساس مقدار آن 

در تعداد محدودي از نقاط دامنه انجام گرفته است. این روش، 

اي واقع بر دامنه تابع در نقطه یکتقریبی براي بیان مشتق 

آن، بصورت ترکیب وزنی از مقادیر تابع در نقاط درون آن 

و همکاران  . این تعریف نخستین بار توسط بلماناستدامنه 

 ها پیشنهاد کردند که مشتق مرتبه اول] ارائه گردید. آن23[

f(x,y)  در یک نقطه نسبت بهx و y  به صورت تقریبی خطی از

گیري به صورت معادله مشتق مجموع مقادیر تابع در تمام بازه
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تعداد نقاط دقت  ��و  ��تابع مورد نظر،  fر رابطه فوق د

و  ام از دامنه تابعjام و iنقاط دقت   ��و  ��، yو  xدر راستاي 

���
���و  (�)

 nمرتبه مشتق  آوردنضرایب وزنی براي بدست  (�)

,��)�تابع  mو  ,��)در  (�� ��    در این پژوهش از  .است (

براي محاسبه  ]24[که توسط کوان و چانگ  3و  2روابط 

ضرایب وزنی کوادراتور دیفرانسیلی ارائه شده، استفاده شده 
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ها علاوه بر محاسبه تقریب درجه اول، رابطه بازگشتی آن

     اي براي محاسبه ضرایب وزنی مشتق درجات بالاتر ساده

      از ضرایب وزنی درجه اول بدست آوردند.با استفاده 

تعریف  5و  4ضرایب وزنی مشتقات بالاتر به صورت روابط 
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         اي در این مقاله، از نقاط دقت لاگرانژ با رابطه

سبات استفاده شده ) جهت انجام کلیه محا6مشابه معادله (
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  مدلسازي ورق ترکدار - 3

- می ها موجب کاهش سختی ورقوجود ترك در ساختار ورق

ها، استفاده از هاي مدلسازي ترك در ورقگردد. یکی از روش

ابتدا ورق به تعدادي  ،مدل فنر چرخشی است. در این پژوهش

المان تقسیم شده و سپس ترك در مرز بین دو یا چند المان 

د. سپس معادلات شو توسط فنر چرخشی مدل می

دیفرانسیلی رفتار ورق و شرایط مرزي و پیوستگی مناسب در 

شود. این دستگاه معادلات به کمک روش المان نظر گرفته می

معادلات جبري کوادراتور دیفرنسیلی به یک دستگاه 

هاي توان فرکانسآن می غیرخطی تبدیل شده که با حل

یافته ترکدار را رسم نمود. به منظور ارتعاشات ورق کمانش

بررسی ارتعاشات آزاد ورق کمانش یافته ترکدار، ورقی مشابه 

در نظر گرفته  h، ضخامت b، عرض aبه طول  1شکل 

 است lcمحل ، و Lc، طول hcکه داراي ترکی به عمق شود 	یم

. با استفاده از قرار دارد Pفشاري  همحور تک و تحت نیروي

تئوري میندلین و با در نظر گرفتن وجود نقص اولیه هندسی 

جابجایی ون کارمن، معادلات دیفرانسیل -در روابط کرنش

) بدست 11) الی (7ارتعاشات ورق مورد نظر به صورت روابط (

  .آیندمی

 

  
ورق ترکدار تحت نیروي محوري فشاري درون  - 1شکل 
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�در اینجا  = �ℎ  و�� = �� =

���

��
چگالی ورق  �است که  

ها در راستاي به ترتیب جابجایی wو  u ،v. استمورد نظر 

به ترتیب چرخش حول  �و  � ، وzو  x ،yمحورهاي 

همچنین نقص هندسی اولیه ورق  ؛باشندمی yو  xمحورهاي 

مستطیلی که متناظر با تنش صفر است با جابجایی عمودي 

ضریب  مدول الاستیسیته، Eاست.  نمایش داده شده ��

که  استضریب تصحیح برشی  Ksمدول برشی و  Gپواسون، 

وار تنش برشی نسبت به جهت جبران اختلاف توزیع سهمی

فرض توزیع یکنواخت تنش برشی در نظر گرفته شده در 

   رود.تئوري میندلین بکار می

با توجه به روش مورد استفاده جهت مدلسازي ترك، 

و  xدرراستاي  r+1و  rروابط پیوستگی بین دو المان همسایه 

به صورت معادلات  yدر راستاي  s+1و  sدو المان مجاور 

   نحوه المان بندي ورق در .آیند) بدست می15( تا) 12(

 نمایش داده شده است. 2شکل 

  

  
  دارمدلسازي ورق ترك -2شکل 
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 )15( 

مربوط به پیوستگی  ،)13) و (12در این روابط معادلات (

مربوط به پیوستگی  ،)15) و (14ها و معادلات (جابجایی

     باشند. همانگونه که پیشتر اشارهنیروها و  گشتاورها می

هاي متداول مدلسازي ترك در ورق استفاده شد، یکی از روش

از مدل فنر چرخشی است. با توجه به کاهش سختی ورق در 

   ناحیه ترك، در دو سوي ترك ناپیوستگی شیب مشاهده 

رخش اضافه ورق ترکدار، به لذا به منظور محاسبه چ ؛شودمی

کمک روابط مکانیک شکست و تعریف ضریب شدت تنش 

توان میزان این چرخش می ،براي مود اول ترك (بازشدگی)

  ].25د [کر) محاسبه 16اضافه را به صورت رابطه (

)16(   212 1
b bb

E


  


  

تنش خمشی اسمی در امتداد عمود بر ترك  bدر اینجا

ضریب نرمی خمشی بدون بعد است که در رابطه  bbو

) به صورت تابعی از پارامترهاي ترك ارائه شده 17(

  ].25است[

)17(  2

0

1 ch

bb b cg dh
h

    

     تابعی بدون بعد از عمق نسبی ترك  bgدراین رابطه 

)ch

h
 ) 0) در محدوده 0.8  است که به صورت رابطه (

  ].25شود [) در نظر گرفته می18(

)18(   
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3 4

5 6

1.1202 1.8872 18.0143

87.3851 241.9124

319.9402 168.0105
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  روش حل معادلات - 4

  حل معادلات استاتیکی  1- 4

ها تحت بارهاي ورق تغییر شکل ،همانگونه که ذکر گردید

ها موثر است. به اي بر رفتار دینامیکی آنفشاري درون صفحه

- هاي طبیعی ورقمنظور بررسی این تاثیر، در ادامه فرکانس

اي فشاري تک هاي مستطیلی تحت تاثیر بارهاي درون صفحه

د. به شو ) بررسی می11) الی (7محوره، به کمک روابط (

آوردن پاسخ دستگاه معادلات فوق، ابتدا منظور حل و بدست 

)، به صورت مجموع پاسخ 19پاسخ سیستم مطابق رابطه (

استاتیکی (مستقل از زمان) و پاسخ دینامیکی (متغیر با زمان) 

شود. در حقیقت به این روش، ارتعاشات در نظر گرفته می

ورق (پاسخ متغیر با زمان) حول حالت تغییر شکل یافته ورق 

  .گرددقل از زمان) بررسی می(پاسخ مست

 
 
 
 
 
 
)19(  

s dw w w  

s du u u  

s dv v v  

s d    

s d    

پاسخ پس از  sو  sw ،su ،sv ،sدر این رابطه 

 dو  dw ،du ،dv ،dکمانش (مستقل از زمان) و 

دامنه ارتعاشات حول حالت کمانش یافته (وابسته به زمان) 

) در دستگاه معادلات مورد 19باشند. با جایگذاري روابط (می

هاي وابسته به زمان در  نظر و صرف نظر نمودن از عبارت
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دستگاه معادلات دیفرانسیل غیرخطی ابتدا براي حل این 

نسیلی، دستگاه معادلات ابه کمک روش المان کوادراتور دیفر

مورد نظر به یک دستگاه معادلات جبري غیرخطی تبدیل 

در  ؛دشوشده و سپس به کمک روش طول کمان حل می

که در حل معادلات حاکم بر رفتار بعد از کمانش صورتی

پاسخ سیستم که اغلب بصورت منحنی ها و بدست آوردن ورق

رافسون -شود، از روش نیوتنبار بر حسب جابجایی رسم می

کند. این بدان مفهوم استفاده شود، بار مسیر را کنترل می

کند و است که بار توسط مقادیر ثابتی افزایش پیدا می

اعمال  ،ها هستندمعادلات به مجهولات که همان جابجایی

و تم، بعلت تغییر شیب ناگهانی لگوریشوند. این امی

دوشاخگی درهمسایگی بار بحرانی، معمولا قادر به گذر از این 

ناحیه و حل مسئله در فراسوي بار کمانش نیست. به منظور 

هاي متفاوتی توسط محققین پیشنهاد  روش ،رفع این مشکل

شده است. در این پژوهش از روش طول کمان که در آن 

شود، استفاده ط یک قید کنترل میمقادیر افزایشی بار توس

  ].26-28شده است [

  

  معادلات دینامیکی حل - 2- 4

پس از یافتن پاسخ استاتیکی معادلات ارائه شده، در این 

مرحله پاسخ بدست آمده در معادلات ارتعاشات خطی حول 

د. به منظور محاسبه شوحالت کمانش یافته جایگزین می

یافته، ابتدا پاسخ معادلات  هاي ارتعاشات ورق کمانشفرکانس

اري ) در معادلات حرکت ورق جایگذ19به صورت رابطه (

خطی وابسته به زمان و گردد و سپس از عبارات غیرمی

     ،عباراتی که تنها شامل پاسخ مستقل از زمان هستند

د. پس از آن با جایگذاري پاسخ استاتیکی شو نظر میصرف

ات خطی ورق حول مرحله قبل، دستگاه معادلات ارتعاش

  گردد.حالت کمانش یافته حاصل می

در این مرحله نیز همانند حل معادلات استاتیکی، از    

د. با استفاده شودیفرانسیلی استفاده می کوادراتورروش المان 

دیفرانسیل ارتعاشات پس از کمانش معادلات  ،از این روش

و معادلات مرزي و پیوستگی مربوطه گسسته شده و یک  ورق

) را 25دستگاه معادلات با مقادیر ویژه به صورت رابطه (

دهند که به فرم یک مسئله مقدار ویژه غیر تشکیل می

  .استاستاندارد 

2
0 0BB BI B B

IB II I IB II I

A A X X

A A X B B X


       
       

         
)25(   

 T[u, v, w, α, β]بردار جابجایی به فرم  Xدر این رابطه 

دهنده مقادیر مرزي و نشان ،به ترتیب I و B هاياندیساست. 

) 26توان این معادله را به فرم معادله (باشند. میداخلی می

هاي طبیعی و شکل بدست آورد که با حل آن، فرکانس

  د.شو مودهاي ورق حاصل می

  

)26(  
 
 

* 2 *

* 1

* 1

[ ] [ ]

[ ]

[ ]

I I

II IB BB BI

II IB BB BI

A X B X

A A A A A
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 نتایج - 5

تحلیل ارتعاشات ورق به منظور ارزیابی روش پیشنهادي، در 

شده ترکدار چند مثال ارائه شده و اثر برخی پارامترها  کمانه

 ،د. ورق مورد بررسیشوروي رفتار دینامیکی ورق بررسی می

که به صورت ضریبی از  استاي داراي نقص هندسی اولیه

) در 27به صورت رابطه ( سالم اولین شکل مود کمانش ورق

  شود.نظر گرفته می

)27(  0 0 sin sin
n x n y

w W
a b

   
   

     
ظور بررسی دقت دامنه نقص هندسی است. به من W0ه ک

ارائه شده، ابتدا به بررسی صحت نتایج روش نتایج حاصل از 

   چند حالت مختلف در  شود. براي این کار آن پرداخته می

شود. به این منظور، پاسخ یک ورق مربعی  نظر گرفته می

اي محاسبه  فشاري درون صفحهتحت بار چهار طرف مفصل 

     شده و نتایج حاصل به همراه مقادیر حاصل از حل به 

ارائه  3 روش اجزاء محدود و نتایج سایر مراجع در شکل

  گردیده است.  

اپانیا و ریتز و ک-از روش رایلی ،]29[ایلانکو و دیکینسون 

       از روش اجزاء محدود و با تعریف المانی با ،]30[یانگ 

  براي حل از روش اجزا درجه آزادي مسئله را حل نمودند.  48
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  مقایسه نتایج پس از کمانش ورق به کمک - 3شکل 

  هاي مختلفروش

  

هاي بکار رفته استفاده شده و المان Ansysمحدود از نرم افزار 

از شکل . همانگونه که استsolid186 اي گره 20از نوع المان 

  نتایج انطباق خوبی با هم دارند. ،شود دیده می

چهار طرف مفصل که  در ادامه ارتعاشات ورق مستطیلی

و نتایج بررسی  ،) استLc/b=1اي سرتاسري ( داراي ترك لبه

شود.  مقایسه می ]31[با مقادیر بدست آمده از مرجع 

، مسئله ارتعاش ورق با ]31[هاشمی و همکاران - حسینی

اند. ورق  صورت تحلیلی حل نمودهاسري را به اي سرت ترك لبه

ضخامت ، نسبت 5/1مورد بررسی داراي نسبت طول به عرض 

در  5/0بوده که داراي ترکی به عمق نسبی  05/0به عرض 

مقدار نسبت بدون بعد  1. در جدول استوسط ورق 

2 2 2
12(1 )b Eh  بدست آمده از روش ارائه شده با مقدار

فرکانس طبیعی اول ورق دو ] براي 31بدست آمده از مرجع [

 ،چنانچه از جدول فوق دیده می شود مقایسه شده است.

  .استخطاي بین دو روش مقدار کمی 

براي یک ورق ارائه شده نتایج حاصل از روش  در ادامه

 سالم (بدون ترك) در مقایسه با نتایج ارائه شده در مرجع

 ،2دول جارائه شده است.  و نتایج روش اجزا محدود ]29[

فرکانس نخست ورق بررسی شده در مرجع نسبت تغییرات 

دهد. نتایج را بر حسب بار وارده بر ورق نمایش می ]29[

 هاهاي این روشدهنده انطباق مناسب جوابحاصل نشان

در نظر نگرفتن تاثیر تغییر بوده و اختلاف نتایج ناشی از 

 .است ]29[مرجع  هاي برشی درشکل

منظور بررسی توانایی این روش در تحلیل در ادامه به 

هاي کمانه شده ترکدار، چهار فرکانس نخست ارتعاشات ورق

یک ورق ترکدار چهار طرف مفصل با نتایج حاصل از روش 

اجزا محدود مقایسه گردیده است. ورق در نظر گرفته شده، 

 mmو ضخامت  m 5/0به طول  PVCیک ورق مربعی از جنس 

است که مدول الاستیسیته، ضریب پواسون و چگالی آن به  6

ورق که تحت  .است Kg/m3 1400 و GPa 7/3 ،42/0ترتیب 

اي است، داراي ترکی به عمق نسبی بار فشاري درون صفحه

  در وسط است. 4/0و طول نسبی  4/0

چهار فرکانس نخست ورق را براي سه مقدار  3جدول 

دهد. نتایج با نتایج حاصل می متفاوت بار وارد بر ورق نمایش

اند. مدل مقایسه شده Ansysاز روش اجزا محدود نرم افزار 

هاي بکار المان ساخته شده است؛ المان 2000اجزا محدود از 

است و ترك به کمک  solid186اي گره 20رفته از نوع المان 

کاهش ضخامت ورق در محل ترك مدل شده است. به منظور 

حلیل کمانش ورق ترکدار صورت پذیرفته و حل مسئله ابتدا ت

سپس شکل هندسی ورق با در نظر گرفتن ضریبی از شکل 

گردد. مود نخست ورق به عنوان نقص هندسی، به روز می

پس از آن تحلیل غیرخطی بعد از کمانش توسط روش طول 

ها و شکل مودها با کمان انجام شده و در پایان فرکانس

 3گردند. با توجه به جدول میتحلیل مقدار ویژه محاسبه 

توان مشاهده نمود که نتایج روش المان کوادراتور می

. دیفرانسیلی و روش اجزا محدود انطباق خوبی با هم دارند

براي مقادیر مختلف بار وارد بر  3نتایج ارائه شده در جدول 

  اند.محاسبه شده 10-4ورق و مقدار دامنه نقص هندسی

 

  هاي ورق با ترك سراسري د فرکانسپارامتر بی بع - 1جدول 

 فرکانس  DQEM  ]31مرجع [ درصد خطا

  اول  9057/13  8373/13  49/0

  دوم  2399/27  0866/27  57/0

  

نسبت فرکانس اول ورق تحت بار فشاري به  - 2جدول 

  ) براي ورق مربعی سالمΩω/1فرکانس اول ورق بدون بار (

P/Pcr ] 29مرجع[  FEM DQEM  

0  1  1  1  

5/0  707/0  735/0  752/0  

1  949/0  961/0  969/0  

5/1  761/1  830/1  850/1  

2  266/2  103/2  117/2  
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  هاي طبیعی ورق کمانش یافته به ازاي مقادیرمختلف بار محوريفرکانس -3جدول 

  )Hzفرکانس طبیعی (
P/Pcr=0  

DQEM FEM  درصد خطاي نسبی  

  985/0  480/38  859/38  اول

  560/1  980/96  493/98  دوم

  530/1  156/97  643/98  سوم

  536/2  990/154  920/158  چهارم

  )Hzفرکانس طبیعی (
P/Pcr=1.2 

DQEM  FEM  درصد خطاي نسبی  

  702/1  128/42  411/41  اول

  840/2  796/68  750/70  دوم

  283/1  855/96  612/95  سوم

  817/0  090/137  210/138  چهارم

  )Hzطبیعی (فرکانس 
P/Pcr=2  

DQEM  FEM  درصد خطاي نسبی  

  964/0  542/86  376/87  اول

  421/1  423/119  120/121  دوم

  037/1  580/120  830/121  سوم

  350/3  126/154  290/159  چهارم

  

همچنین به منظور بررسی بیشتر دقت و صحت نتایج 

شده، ارتعاشات پس از کمانش ارائه شده توسط روش معرفی 

) به PVCدار از جنس پلی وینیل کلراید (هاي تركورق

مورد بررسی قرار گرفته است. ترك به صورت  ،صورت تجربی

مختلف ورق در  هايمکانهاي دقیق و در شیارهاي با اندازه

جهت عمود بر بارگذاري، ایجاد شده است. جنس و ابعاد ورق 

به  است؛ 3مورد بررسی مشابه با ورق بررسی شده در جدول 

        استثنا آن که ترك در نظر گرفته شده در محل نسبی،

    6/0و  7/0، 375/0با عمق و طول نسبی به ترتیب برابر با 

لسازي شرایط مرزي چهار قرار گرفته است. به منظور مد

ایجاد شده است. نیروي  4اي مشابه شکل طرف ساده، سازه

فشاري توسط مقادیر مشخص جابجایی انتهایی، اعمال شده 

) Global test AU02(است. پس از آن ورق با ضربه چکش 

تحریک شده و چهار فرکانس طبیعی نخست آن توسط 

ینیاتوري م سنج) و یک شتابB&K type 3032Aگر (تحلیل

)B&K 4508 هاي گیري شده است. فرکانس) اندازه4) (شکل

بدست آمده به ازاي مقادیر مختلف بار فشاري وارده در 

هاي بدست آمده از روش معرفی شده، در مقایسه با فرکانس

 ،توان مشاهده نمودارئه شده است. همانگونه که می 4جدول 

نتایج بدست آمده انطباق خوبی با نتایج تجربی دارد و 

  .استدرصد  32/3حداکثر خطاي نسبی برابر 
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  مقایسه نتایج آزمایشات تجربی با نتایج روش معرفی شده به ازاي مقادیر متفاوت بار فشاري -4جدول 

  )Hzفرکانس طبیعی (
P/Pcr=0  

  درصد خطاي نسبی  DQEM تجربی

  49/0  94/38  75/38  اول

  96/2  84/98  00/96  دوم

  37/1  34/99  00/98  سوم

  75/0  98/157  80/156  چهارم

  )Hzفرکانس طبیعی (
P/Pcr=1.15 

  درصد خطاي نسبی  DQEM تجربی

  85/0  86/42  50/42  اول

  30/0  97/73  75/73  دوم

  41/0  90/97  50/97  سوم

  56/2  84/141  30/138  چهارم

  )Hzفرکانس طبیعی (
P/Pcr=1.20  

  درصد خطاي نسبی  DQEM تجربی

  08/0  79/48  75/48  اول

  26/0  49/77  30/77  دوم

  12/0  88/99  00/100  سوم

  41/0  21/143  80/143  چهارم

  )Hzفرکانس طبیعی (
P/Pcr=1.35  

  درصد خطاي نسبی  DQEM تجربی

  08/0  05/63  00/63  اول

  94/0  82/87  00/87  دوم

  71/0  75/105  00/105  سوم

  84/0  05/148  30/149  چهارم

  )Hzفرکانس طبیعی (
P/Pcr=1.47  

  درصد خطاي نسبی  DQEM تجربی

  11/0  33/72  25/72  اول

  15/1  87/96  00/98  دوم

  14/0  46/110  30/110  سوم

  32/3  04/153  30/158  چهارم

  )Hzفرکانس طبیعی (
P/Pcr=1.56  

  نسبیدرصد خطاي   DQEM تجربی

  00/0  50/81  50/81  اول

  51/2  66/108  00/106  دوم

  08/0  09/106  00/116  سوم

  14/0  52/160  30/160  چهارم
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  سازه مورد استفاده در آزمایشات تجربی -4شکل 

  

 
هاي طبیعی ورق چهار طرف ساده تغییرات فرکانس - 5شکل 

  ) Lc/b=0.4  ،ξ=0.4 ،lc/a=0.5( دار بر حسب بار وارده ترك

 

تغییرات چهار فرکانس طبیعی نخست ورق  5شکل 

را بر حسب بار فشاري  3جدول ترکدار معرفی شده در مثال 

گردد که با افزایش بار دهد. مشاهده میوارد به آن نمایش می

کاهش ها به آرامی وارد بر ورق از صفر تا بار کمانش، فرکانس

یابند که این مسئله ناشی از کاهش در سختی خمشی می

گردد که با افزایش بار به ورق است. پس از آن مشاهده می

ها هاي بزرگ، فرکانسبیش از بار کمانش و وقوع تغییر شکل

یابد که این مسئله ناشی از غلبه اثر به آرامی افزایش می

  .استافزایش سختی کششی بر کاهش سختی خمشی 

هاي طبیعی ورق چهار طرف تغییرات فرکانس 6ل شک

هاي متفاوت نقص دار را با افزایش بار، براي دامنهساده ترك

   دهد.هندسی نمایش می

  
هاي طبیعی ورق چهار طرف ساده تغییرات فرکانس - 6شکل 

دار بر حسب بار وارده به ازاي مقادیر متفاوت دامنه ترك

�=w0نقص هندسی  × ��
��  (...)w0=� × ��

�� ) --- (

w0=� ×��
�� )- ) (Lc/b=0.4  ،ξ=0.4 ،lc/a=0.5 (  

  

هاي شود که فرکانس با توجه به این شکل ملاحظه می

  طبیعی ورق نسبت به تغییر دامنه نقص هندسی حساس 

هاي بزرگ (پس باشند؛ همچنین بعد از وقوع تغییر شکلمی

بر ورق، این  از کمانش) و با بیشتر شدن نیروي محوري وارد

رود. این بدان علت است که پس از کمانش اثر از بین می
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انحناي ورق افزوده شده است، به نحوي که نقص هندسی در 

  مقایسه با آن ناچیز است.

هاي طبیعی تاثیر مکان ترك بر تغییرات فرکانس 7شکل 

دهد. در این شکل تاثیر تغییرات دار را نشان میورق ترك

تغییرات چهار فرکانس نخست ارتعاشات طبیعی محل ترك بر 

ورق ترکدار به ازاي مقادیر مختلف عمق ترك رسم شده 

گردد که اگر ترك بر است. با دقت در این شکل مشخص می

هاي خط گره قرار داشته باشد با افزایش عمق ترك فرکانس

طبیعی در آن نقاط تغییري نخواهد کرد. دلیل این امر، صفر 

خمشی و به طبع آن صفر شدن ناپیوستگی بودن گشتاور 

هاي شیب در آن نقطه است. به عبارت دیگر، تغییر فرکانس

طبیعی با انحنا در آن مود ارتباط مستقیمی دارد، به طوریکه 

حداکثر تغییر فرکانس طبیعی یک مود خاص، مربوط به 

محلی است که انحنا مربوط به آن مود حداکثر است. در این 

ن نسبی ترك است که در محدوده مکا lc/aشکل، 

975/0<lc/a<125/0 .در نظر گرفته شده است  

تغییرات چهار فرکانس اول ورق کمانه شده  8شکل 

دهد. هاي نسبی متفاوت ترك نمایش میترکدار را براي مکان

  برابر بار بحرانی ورق سالم قرار دارد. 2/1ورق تحت بار 

یعی ورق، گردد که اثر ترك بر فرکانس طبمشاهده می

براي مودهاي مختلف متفاوت است؛ به عبارتی تغییرات 

فرکانس طبیعی با انحنا در آن مود، ارتباط مستقیم دارد. از 

که تغییرات انحنا ورق موجب تغییرات گشتاور خمشی در آنجا

هاي شود، در نتیجه اثر ترك در محل نقاط مختلف ورق می

 مختلف متفاوت است. 

هاي طبیعی نسبی ترك بر فرکانستاثیر عمق  9در شکل 

 2/1ورق نمایش داده شده است. در این شکل بار وارد بر ورق 

توان برابر بار بحرانی بوده و ترك در وسط ورق قرار دارد. می

مشاهده نمود که با افزایش عمق نسبی ترك به علت کاهش 

یابد. این مسئله با بررسی ها کاهش میسختی ورق، فرکانس

شود؛ چرا که با افزایش عمق نیز مشخص می) 17رابطه (

ترك، ضریب نرمی خمشی ترك افزایش یافته که این مسئله 

گردد. از آنجاکه موجب کاهش سختی موضعی ورق می

هاي طبیعی با سختی رابطه مستقیم دارند، در نتیجه فرکانس

  یابند.هاي طبیعی کاهش میفرکانس

هاي فرکانستاثیر تغییرات طول نسبی ترك بر  10شکل 

دهد. در اینجا ترك در طبیعی نخست ورق را نمایش می

است و بار  4/0وسط ورق، عمود بر بار وارده و با عمق نسبی 

برابر بار بحرانی ورق سالم است.  2/1فشاري وارد بر ورق 

گردد که با افزایش طول نسبی ترك، مقادیر مشاهده می

     ش ها به علت کاهش سختی خمشی ورق، کاهفرکانس

  یابد.می

  

  
تغییرات چهار فرکانس نخست ورق بر حسب مکان  -7شکل 

 ξ=0.2 (...)ξترك به ازاي مقادیر مختلف عمق نسبی ترك 

=0.4 ) ---(ξ =0.6 ) - ) (Lc/b=0.4  ،P/Pcr=0 (  
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تغییرات چهار فرکانس نخست ورق بر حسب مکان - 8شکل 

  ) Lc/b=0.5  ،ξ =0.4 ،P/Pcr=1.2( ترك 

  

  

  

  

  

  

  
 تغییرات چهار فرکانس نخست ورق بر حسب عمق -9شکل 

  )Lc/b=0.4  ،lc/a =0.5 ،P/Pcr=1.2( ترك  نسبی
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طول  حسب تغییرات چهار فرکانس نخست ورق بر -10شکل 

  ) lc/a=0.5  ،ξ =0.4 ،P/Pcr=1.2( نسبی ترك 

 

  گیرينتیجه -6

ها ورقدر این پژوهش تاثیر ترك بر ارتعاشات پس از کمانش 

مورد بررسی قرار گرفت. ترك به صورت باز در نظر گرفته 

شده و به کمک یک فنر پیچشی مدل گردید. پاسخ دستگاه 

معادلات دیفرانسیلی غیرخطی مربوطه در دو قسمت 

استاتیکی و دینامیکی حاصل گردید. به منظور حل بخش 

از روش المان کوادراتور دیفرانسیلی و روش طول  ،استاتیکی

کمان استفاده شد و به منظور حل قسمت دینامیکی از روش 

المان کوادراتور دیفرانسیلی و حل دستگاه مقدار ویژه حاصل 

مقایسه نتایج بدست آمده با نتایج حاصل از استفاده گردید. 

هاي عملی و روش اجزا محدود صحت و دقت روش ارائه  آزمایش

عمق ترك،  ،چونتاثیر پارامترهاي مختلف هم شده را نشان داد.

محل ترك، دامنه نقص هندسی و میزان بار فشاري وارد بر 

هاي طبیعی ورق بررسی گردید. مشاهده ورق بر فرکانس

ها با افزایش بارفشاري تا بار کمانش، گردید که فرکانس

یابد و پس از آن به علت غلبه سختی کششی بر کاهش می

هاي انسخمشی، سختی ورق افزایش یافته و در نتیجه فرک

همچنین تاثیر مکان، عمق و طول  ؛یابدطبیعی افزایش می

که با  شدنسبی ترك بر رفتار ورق نیز بررسی و مشاهده 

افزایش طول و عمق نسبی ترك به علت کاهش سختی ورق، 

در حالیکه تاثیر مکان  ؛یابندهاي طبیعی کاهش میفرکانس

د مور ،هاي طبیعی وابسته به شکل مودترك بر فرکانس
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