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 ذٌیچک
ثٝ اظای تٕبٔي قطايظ زض وبض حبضط ثٝ تحّيُ اضتؼبقبت آظاز تيطٞبی ٘بٍٕٞٗ ٔحٛضی پطزاذتٝ قسٜ اؾت. ثطای تيطٞبی ٔسضج تبثؼي ٕ٘بيي، 

تغييطات قىُ ٔٛزٞبی ٔرتّف ؾبظٜ ثطحؿت تغييطات  ٕٞچٙيٗ .ا٘سثٝ نٛضت زليك اضائٝ قسٜ ؾيؿتٓ ٔؼبزلات ٔكرهٝ فطوب٘ؿئطظی، 

ؾبظی، ٘تبيح اؾترطاج قسٜ زض ايٗ ثٝ ٔٙظٛض نحٝ٘س. اٜثب ٔٛاز ايعٚتطٚپيه ٔمبيؿٝ قسزض ٟ٘بيت ٘يع ٚ ٘س أٜكرم قس ٔتط ٌطازيبٖاپبض

پػٚٞف ثب ٔطاخغ ٔٛخٛز زيٍط ٔمبيؿٝ قس٘س. ٘تبيح ٘كبٖ زاز٘س وٝ فطوب٘ؽ عجيؼي تيط ٚ قىُ ٔٛزٞبی ؾيؿتٓ ثٝ قطايظ ٔطظی ٚ ٘طخ 

تٛاٖ يه فطوب٘ؽ ثحطا٘ي يبفت، ثٝ ٘حٛی وٝ ٔٙدط تيطٞبی ٔسضج تبثؼي ثٝ اظای ٞط پبضأتط ٌطازيبٖ، ٔيٌطازيبٖ ٚاثؿتٍي قسيس زاض٘س. ثطای 

وٝ ايٗ  ٞبی وٕتط اظ حس ثحطا٘ي يب قجٝ فطوب٘ؽ، أٛاج ٔحٛقٛ٘سٜ ضخ ذٛاٞٙس زازثٝ پطـ زض عيف فطوب٘ؿي ؾيؿتٓ قٛز ٚ زض فطوب٘ؽ

ٞبی غيطيىٙٛاذت ٘يع عطاحبٖ ؾبظٜ ٖ ٚبثطای ٟٔٙسؾ تٛا٘ٙس ٔيپػٚٞف حبضط تبيح ٘ .يه تفبٚت ثبضظ ثطای تيطٞبی ٍٕٞٗ ٚ ٘بٍٕٞٗ اؾت

 ٔفيس ثبقٙس.

 .تيط ٘بٍٕٞٗ ٔحٛضی؛ ٔٛاز ٔسضج تبثؼي ٕ٘بيي؛ ٔؼبزِٝ ٔكرهٝ؛ فطوب٘ؽ عجيؼي پبيٝ؛ پسيسٜ پطـ :كلمات كلیذي
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Abstract 
In this paper, free lateral vibration of exponentially functionally graded beams is studied. For these 

inhomogeneous axial beams, characteristic equations in closed form are derived under various boundary 

conditions. The frequency and characteristic equations convert to analytical classical Euler-Bernoulli beams 

equations with ignoring gradient index. In addition, variation of mode shapes of the structure in terms of 

gradient parameter is demonstrated and compared with isotropic materials. In order to comparison and 

validation, the obtained results were compared with other available references. The results show that the 

natural frequency of the beams and mode shapes of the systems are strongly dependent to end conditions and 

gradient index. Furthermore, for functionally graded beams, there exists a critical frequency which leads to 

jump phenomenon in frequency spectrum so that harmonic vibration occurs in frequencies higher than the 

critical value and in frequencies lower than the critical value or pseudo-frequency, non-propagating fields 

occur. This feature does not exist in homogeneous beams. The presented results can be used for beams with 

exponentially decaying width and constant thickness. Moreover, the minimum frequency of the considered 

systems is helpful for engineers to design optimum non-uniform structures. 

Keywords: Axial Inhomogeneous Beams; Exponential Functionally Graded Materials; Characteristic 

Equation; Fundamental Natural Frequency; Jump Phenomenon. 
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 مقذمٍ -7
ٔٛضٛع قٕبض ظيبزی اظ تحميمبت ػّٕي  تيطٞبی ٔسضج تبثؼي

زض ؾبذت ايٗ ٔٛاز، ؾطأيه زض يه ؾغح  .]4-1[ ثٛزٜ اؾت

ٚ ٘ؿجت حدٕي  اؾت ٚ فّع زض ؾغح زيٍط زض ٘ظط ٌطفتٝ قسٜ

     تسضيدي تغييط ٔٛاز ؾبظ٘سٜ ثيٗ ايٗ زٚ ؾغح ثٝ نٛضت

اظ يه ؾغح  ،٘يع ٞب آٖوٙس؛ ثٙبثطايٗ، ذٛال ٔىب٘يىي ٔؤثط ٔي

 پيٛؾتٍي ايٗ. وٙسنٛضت پيٛؾتٝ تغييط ٔي ثٝ ؾغح زيٍط ثٝ

 وبٞف چؿجٙسٌي، ويفيت ثٟجٛز ثٝ ٔٙدط ٔٛاز، ؾبذتبض

   ثيٗ تٙف وبٞف ٚ تطٔٛزيٙبٔيىي ذٛال زض ٘بٕٞبٍٞٙي

ؾپط حطاضتي   ٔبزٜ ػٙٛاٖ ثٝ ٞب آٖ اظتٛاٖ ٔي ٚ قٛزٔي ایلايٝ

-زض ؾبَثطز.  ثٟطٜ.. .ٚ ایزض نٙبيغ ٞٛافضب، ضآوتٛضٞبی ٞؿتٝ

ٞبی چكٍٕيطی زض ظٔيٙٝ ٔٛاز ٔسضج ٞبی اذيط پيكطفت

ثٝ تبثؼي ثب ٘طخ ٔتغيط زض ضاؾتبی ضربٔت نٛضت ٌطفتٝ اؾت. 

ثٝ تحّيُ اؾتبتيىي تيطٞبی ٔسضج  ،]5[عٛض ٔثبَ ؾب٘ىبض 

تبثؼي ثب ٘طخ ٕ٘بيي زض ضاؾتبی ضربٔت ثب فطو ٔسَ تيط 

ُ ٚ الاؾتيؿيتٝ ثطِ٘ٛي ثب قطايظ ٔطظی زٚؾطٔفه-اٚيّط

ثٝ اضائٝ حُ تحّيّي ثطای  ]6[ غًٚ٘ ٚ يٛزٚثؼسی پطزاذت. 

ٔسضج تبثؼي ؾبوٗ يىؿطٌيطزاض ثب فطو  1يىؿطٌيطزاضتيطٞبی 

يؿيتٝ ٔٛاز زض ضاؾتبی تيىؿبٖ ثٛزٖ تغييطات ٔسَٚ الاؾ

تحّيُ ضفتبض اؾتبتيىي ثطای ٔٛاز ضربٔت تيط پطزاذتٙس. 

 ]7[تٛؾظ زيًٙ ٚ ٕٞىبضاٖ  ،بثؼي غيطايعٚتطٚپيهتٔسضج 

ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ ٔطثؼبت  ]8[ا٘دبْ قس. ِٛ ٚ ٕٞىبضاٖ 

 تحّيّي  يٕٝضٚـ ٘ ،يؿيتٝ زٚثؼسیتٚ تئٛضی الاؾ2ٌؿؿتٝ

ٔؿبئُ اؾتبتيىي تيطٞبی ٔسضج تبثؼي زٚخٟتٝ ثب ٘طخ  یثطا

، تحّيُ زض ازثيبت فٙيتٛظيغ تغييطات ٕ٘بيي اضائٝ زاز٘س. 

ٔٛضز ٔتٛخٝ ثيكتطی لطاض  ،تبثؼيزيٙبٔيىي تيطٞبی ٔسضج 

اضتؼبقبت آظاز  ،]10[آيسٌٚسٚ ٚ تبؾىيٗ  .]9[ ٌطفتٝ اؾت

زاز٘س ضا ٔٛضز ثطضؾي لطاض  3تيطٞبی ٔسضج تبثؼي زٚؾطٔفهُ

زض ضاؾتبی ضربٔت ثٝ نٛضت تٛا٘ي ٚ  ٞب آٖوٝ ٔسَٚ يبً٘ 

ثب فطو ٘بچيع ثٛزٖ ٘يطٚی ٔحٛضی ٚ وٙٙس. ٕ٘بيي تغييط ٔي

ضاٜ حُ خسيس ثطای تحّيُ ذٕف  ]11[وكيسٌي عِٛي، ِي

ػطضي ٚ ضفتبض زيٙبٔيىي تيطٞبی ٔسضج تبثؼي ثب زض ٘ظط 

ٌطفتٗ ٕٔبٖ ايٙطؾي زٚضا٘ي ٚ تغييط قىُ ثطقي پيكٟٙبز 

                                                        
1 Cantilever 
2 Discrete Quadrate Method 
3 Pinned-Pinned 

ثب اؾتفبزٜ اظ انُ ٕٞيّتٖٛ،  ]12[زاز. ؾيٙب ٚ ٕٞىبضاٖ 

ٞبی عجيؼي ٚ قىُ ٔٛزٞبی تيطٞبی ٔسضج تبثؼي ضا فطوب٘ؽ

 4ٞبی ٔطتجٝ ثبلاتطتئٛضی ]13[ه كيٕق اؾترطاج وطز٘س.

 ؛ٞبی عجيؼي ثٝ وبض ثطزٔتفبٚتي ثطای ٔحبؾجٝ فطوب٘ؽ

٘يع  ]14[ثؼسی وبً٘ ٚ ِيؿب ثط ٔجٙبی يه ضٚـ ؾٝ ٕٞچٙيٗ

ٞب ٚ تيطٞبی ٘بظن ٔرطٚعي ثب ؾغح ضفتبض اضتؼبقبتي ٔيّٝ

٘يع ثٝ  ]15[غايٛ ٚ ٕٞىبضاٖ  ٔمغغ زايطٚی ضا ثطضؾي وطز٘س.

ثطضؾي ٚ تحّيُ اضتؼبقبت تيطٞبی ٔسضج تبثؼي ثب ؾغح ٔمغغ 

اِيكبوٛف ٚ . پطزاذتٙس 5ٔتغيط ثٝ وٕه ضٚـ چجيكف

ای ثٝ ٔٙظٛض پيسا وطزٖ تحميمبت ٌؿتطزٜ ،]16[ٕٞىبضاٖ 

ٞبی عجيؼي تيطٞب ثب قطايظ نطيح ثطای فطوب٘ؽ یٞب حُ ضاٜ

ٔطظی ٔرتّف ثٝ ٚؾيّٝ ضٚـ قجٝ ٔؼىٛؼ ا٘دبْ زاز٘س. ضٚـ 

ٞبی ذٕكي ٚ چٍبِي خطٔي ذبل فمظ ثطای ؾرتي ٞب آٖ

ٞب وبضثطز زاضز ٚ ثطای ٔكرم وطزٖ ایچٙسخّٕٝ ،ٔب٘ٙس

 ،]17[ٞبی عجيؼي ثبلاتط ٘بٔٙبؾت اؾت. ٞٛاً٘ ٚ ِي فطوب٘ؽ

ی ثب ٞط ٘طخ تغييطات ضا ثٝ اضتؼبقبت آظاز تيطٞبی ٔسضج ٔحٛض

ٔغبِؼٝ وطز٘س وٝ يه ضٚـ  6ایٚؾيّٝ ضٚـ ا٘تٍطاَ ٔؼبزِٝ

آثبزی خؼفطی ٚ فتحپيكٟٙبزی تمطيجي ٚ غيطنطيح اؾت. 

اضتؼبقبت اخجبضی تيطٞبی تيٕٛقٙىٛ تحت ثبض ٔتحطن  ،]18[

ٚ ؾبذتٝ قسٜ اظ ٔٛاز ٔسضج تبثؼي ضا ٔغبِؼٝ وطز٘س. ٔٛؾٛی ٚ 

آظاز ٚضق ضريٓ ؾبذتٝ قسٜ اظ ٔٛاز اضتؼبقبت  ،]19[ؾؼيسی 

ػطضي ضا ٔٛضز ٔغبِؼٝ  ٔسضج تبثؼي ٕٞؿبٍ٘طز ٚ ٘بٕٞؿبٍ٘طز

اضتؼبقبت آظاز ٚضق  ،]20[لطاض زاز٘س. ثبظويبيي ٚ ٕٞىبضاٖ 

ضا ثٝ وٕه  7٘بظن ٔٛاز ٔسضج تبثؼي ثط ثؿتط الاؾتيه ٚيٙىّط

 ]21[ضٚـ ٔطثؼبت ٌؿؿتٝ ثطضؾي وطز٘س. ضحٕب٘ي ٚ غلأي 

وٙتطَ اضتؼبقبت ػطضي تيط يىؿطٌيطزاض ؾبذتٝ قسٜ اظ ٔٛاز 

ثبض حطاضتي ضا  تأثيطٔسضج تبثؼي زاضای تطن ػطضي ٚ تحت 

اظ عطيك  ]22[قبٞجب ٚ ٕٞىبضاٖ ٔٛضز ثطضؾي لطاض زاز٘س. 

ثٝ تحّيُ پبيساضی اضتؼبقبت آظاز تيطٞبی  8ٔحسٚز اخعاءضٚـ 

        ٔسضج تبثؼي ٔحٛضی ٔرطٚعي تيٕٛقٙىٛ ثب قطايظ 

ِي ٚ  ٕٞچٙيٗ ؛ٔطظی ولاؾيه ٚ غيطولاؾيه پطزاذتٙس

    ؾبظی تيطٞبی ٔسضج تبثؼي زضثٝ ثٟيٙٝ ،]23[ٕٞىبضاٖ 

                                                        
4 Higher-Order Beam Theoriy 
5 Chebyshev Polynomials Theory 
6 Integral Equation Method 
7 Winkler Foundation 
8 Finite Element Method (FEM) 
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   ،]24[چبوطاثبضتي ٚ ٕٞىبضاٖ ٔمبثُ وٕب٘ف پطزاذتٙس. 

         زأٙٝ ثعضي اضتؼبقبت آظاز تيطٞبی چطذبٖ غيطٍٕٞٗ

          زض ٘ظط ٌطفتٙس. ضا ثب فٙط غيطذغي ٚ خطْ ٔتٕطوع 

ضفتبض اضتؼبقبتي يه تيط ٘يع  ]25[ٚاً٘ ٚ ٕٞىبضاٖ 

يىؿطٌيطزاض ثب ضربٔت ثبثت ٚ ػطو وبٞٙسٜ ٕ٘بيي ثب خطْ 

 .ٔتٕطوع ضا ثطضؾي وطز٘س

    ٞبی  حُ ضاٜ ،ثطای تحّيُ زليك ٚ عطاحي ٔؿّٕبً

       ٞبی ػسزی ٚ  حُ ٘ؿجت ثٝ ضاٜ ،1تحّيّي فطْ ثؿتٝ

تٛا٘ٙس ثٝ ٞب ٔيثؼلاٜٚ، ايٗ ضٚـ .تمطيجي ٔعايبی ثيكتطی زاض٘س

    ٞبی ٔرتّف اؾتفبزٜ ؾبظی وبضايي ضٚـنحٝ   ٔٙظٛض

اوثط ٔغبِؼبت نٛضت ٌطفتٝ ضٚی  اظ ؾٛی زيٍط،قٛ٘س. 

       2تيطٞبی ٔسضج تبثؼي تب ثٝ أطٚظ، ثطاؾبؼ لبٖ٘ٛ تٛا٘ي

ثطای تيطٞبی ٔسضج تبثؼي ٔتكىُ اظ ٔٛاز ثب ا٘س ٚ ثٛزٜ

ی تطحميمبت ٔحسٚز، تٔتغيطي ٕ٘بيذهٛنيبت ٔحٛضی 

        ايٗ ٔمبِٝ يه . اظ ٕٞيٗ ضٚ زض اؾت پصيطفتٝنٛضت 

ضٚـ تحّيّي ثطای اضتؼبقبت آظاز تيطٞبی ٔسضج تبثؼي 

            تٚ ٔؼبزلا قٛزاضائٝ ٔي ٕ٘بيئحٛضی ثب ٘طخ 

 فطْثٝ ضا  فطوب٘ؿي تيطٞب ثب قطايظ ٔطظی ٔرتّفٔكرهٝ ٚ 

، نطيح ٚ زليك اضائٝ ذٛاٞس قس. قىُ ٔٛزٞبی ؾيؿتٓ ثؿتٝ

. ثطای تيطٞبی قٛ٘سثطضؾي ٔي ٌطازيبٖ ٔرتّفپبضأتطثٝ اظای 

    يبفت  تفبٚت ثبضظيه  ،٘بٍٕٞٗ ٘ؿجت ثٝ تيطٞبی ٍٕٞٗ

وٝ ٔٙدط ثٝ پسيسٜ پطـ زض عيف فطوب٘ؿي ؾيؿتٓ  قٛزٔي

    ثطایٕٞچٙيٗ ٘كبٖ زازٜ ذٛاٞس قس وٝ  ؛ذٛاٞس قس

ٔؼيٗ ثب ٘طخ تغييطات ٕ٘بيي، اضتؼبقبت تيطٞب ثطای  تيطٞبی

فطوب٘ؽ وٕتط اظ ٔمساض ثحطا٘ي ضخ ٘رٛاٞس زاز ٚ تٟٙب ثطای 

    ٞبی فطاتط اظ ٔمساض ثحطا٘ي، اضتؼبقبت ٞبضٔٛ٘يه فطوب٘ؽ

 .ضخ ذٛاٞس زاز

 

 استخراج معادلات سیستم -2
        يه تيط ثب وٝ خٙؽ آٖ اظ ٔٛاز ٔسضج تبثؼي اؾت زض 

ٚ ضاؾتبی عِٛي  L( عَٛ تيط ثب 1٘ظط ثٍيطيس. ٕٞب٘ٙس قىُ )

قسٜ   ؾرتي ذٕكي ٚ خطْ تٛظيغ .قٛز٘كبٖ زازٜ ٔي xثب 

 قٛ٘س( ٘كبٖ زازٜ ٔي1) ضاثغٝٚاثؿتٝ ثٝ ٔرتهبت عِٛي، ثب 

]25[: 

                                                        
1 Closed-Form 
2 Power-Law 

(1) 2 / 2 /

0 0,x L x LEI G e A m e   
    يب قبذمثسٖٚ ثؼس ٌطازيبٖ پبضأتط  λ (1)زض ضاثغٝ 

    اؾت وٝ ٔيعاٖ تغييطات ذٛال تيط زض 3تغييطات٘طخ 

      ؾرتي ذٕكي ٚ EI زٞس.ضاؾتبی عِٛي تيط ضا ٘كبٖ ٔي

G0  ،ٔمساض ٔطخغ ؾرتي ذٕكي زض ٔجسأAρ  ْخط    

      ٔمساض ٔطخغ خطْ تٛظيؼي m0قسٜ زض ٚاحس عَٛ ٚ  تٛظيغ

          ٕٔبٖ ايٙطؾي زْٚ  Iاؾت. زض ايٙدب  اثتسای تيطزض 

       ρٔسَٚ يبً٘ ٚ  Eؾغح ٔمغغ تيط،  Aؾغح ٔمغغ، 

         خطٔي تيط اؾت. لاظْ ثٝ شوطاؾت وٝ ثب افعايف چٍبِي

x  ٝ0<ظٔب٘ي وλ ثبقس، ؾرتي ذٕكي ٚ خطْ تٛظيغ         

ثبقس، ايٗ زٚ پبضأتط  0λ>يبثٙس ٚ ظٔب٘ي وٝ قسٜ افعايف ٔي 

يؼٙي ٔتغيط )ثطای يه تيط ثب ؾغح ٔمغغ . يبثٙسوبٞف ٔي٘يع 

أب ػطو آٖ ضاثغٝ ٕ٘بيي ثب عَٛ تيط ثبقس ثبثت آٖ ضربٔت 

زٞس وٝ ذٛال ٔٛاز زض ( ٘كبٖ ٔي1(، ضاثغٝ )زاقتٝ ثبقس

وٙٙس. ٔؼبزِٝ ضاؾتبی عِٛي ثٝ نٛضت ٕ٘بيي تغييط ٔي

( 2)ٔغبثك ضاثغٝ  ،زيفطا٘ؿيّي حبوٓ ثط اضتؼبقبت ػطضي تيط

 :]25، 17[ اؾت

(2) 
2 2 2

2 / 2 /

0 02 2 2
0    , 0x L x Lw w

G e m e x L
x x t

    
    

    
تٛاٖ وٙس، ٔيظٔب٘ي وٝ تيط اضتؼبقبت ػطضي ضا تدطثٝ ٔي

w  )زض ٘ظط ٌطفت:( 3عجك ضاثغٝ )ضا )خبثدبی ػطضي 

(3) ( , ) ( ).sinw x t W x t 
             زأٙٝ اضتؼبقبت )ٔطثٛط ثٝ لؿٕت ٔىب٘ي( W(x)وٝ 

 ٚω  )ثب  .اؾتفطوب٘ؽ اضتؼبقبت )ٔطثٛط ثٝ لؿٕت ظٔب٘ي

اػٕبَ ضاثغٝ ثبلا زض ٔؼبزلات زيٙبٔيىي ؾيؿتٓ ذٛاٞيٓ 

 زاقت:

(4) 
2 2

2 / 2 4 2 /

0 02 2

x L LW
G e m L e W

x x

 
  

  
   

    قبذم ٘طخ  تأثيطزض تحميك حبضط تأويس ضٚی 

ضٚی فطوب٘ؽ عجيؼي اضتؼبقبت ػطضي تيط  λتغييطات يؼٙي 

ٞب، پبضأتطٞبی ثسٖٚ ثؼس تحّيُ تطثيبٖ ؾبزٜ. ثطای اؾت

ثطای  پؽاظ ايٗ ((. ٕٞچٙيٗ 5)ضاثغٝ ) قٛ٘سٔؼطفي ٔي

()خٌّٛيطی اظ اثٟبْ، اظ ٕ٘بز  /d dx  ثٝ خبی ٕ٘بز() / x  

 .قٛزاؾتفبزٜ ٔي

(5) 2

0 0/   , /x L L m G   
 

                                                        
3 Dimensionless Gradient Parameter 
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 ثبظ٘ٛيؿي وطز: (6ضاثغٝ )تٛاٖ ثٝ نٛضت ( ضا ٔي4ضاثغٝ )

(6) 
2 2

2 2 2

2 2
0

d d W
e e W

d d

 

 

 
  

  
( زض ٞط Q( ٚ ٘يطٚی ثطقي )Mٕٞچٙيٗ ٕٔبٖ ذٕكي )

 قٛ٘سؾغح ٔمغغ اظ تيط ثب ٔتغيطٞبی ثسٖٚ ثؼس ٔؼطفي ٔي

 :((8( ٚ )7)ضٚاثظ )

(7) 
2 2

0

2 2

G e W
M

L






 

 

(8) 
2 2

0

3 2

G e W
Q

L



 

  
   

   
 

 تحلیل ارتعاشات آزاد -9

( لاظْ اؾت 6ضاثغٝ ) اظ ثٝ ٔٙظٛض اؾترطاج خٛاة غيطثسيٟي

 .فطو قٛز( 9عجك ضاثغٝ ) Wوٝ 

(9) ( )W Ce  
   (9)زٚ ثبثت ٔدَٟٛ ٞؿتٙس. ثب لطاض زازٖ ضاثغٝ  C  ٚμوٝ 

)ضاثغٝ  قٛز(، ٔؼبزِٝ ٔكرهٝ اؾترطاج ٔي6زض ضاثغٝ )

(10)): 

(10) 2 2 2( 2 ) 0C       
)ضٚاثظ  چٟبض ضيكٝ ذٛاٞس زاقت (10)ٔؼبزِٝ ٔكرهٝ 

(11( ٚ )12)): 

 

(11) 

2 2

1,3

2

2,4

,  i  

 





     

   

 

 

(12) 

2 2

1,3

2

2,4

,     

  

     

  

 

 ذٛاٞيٓ زاقت:( 12( ٚ )11)زض ضٚاثظ 

(13) 

2 2

2

1

2 2

0

 



 

    


    


    
ثٝ ٕٞچٙيٗ قىُ ٔٛز ثطای ٞطوساْ اظ ٔٛاضز شوط قسٜ 

 :]25[ ((16( تب )14)ضٚاثظ ) ذٛاٞس آٔس زؾت

(14) 
1 1 2 1

2

3 2 4 2

( ) [ cos( ) sin( )

cosh( ) sinh( )]   

W e C C

C C

  

  

   

      

 

(15) 
1 2

2

3 2 4 2

( ) [

cosh( ) sinh( )]    

W e C C

C C

 

  

  

     

 

(16) 
1 1 2 1

2

3 2 4 2

( ) [ cosh( ) sinh( )

cosh( ) sinh( )  

W e C C

C C

  

  

   

     

 

ثطای حبِتي وٝ فطوب٘ؽ  (16( تب )14)ضٚاثظ  ثب تٛخٝ ثٝ

2يؼٙي عجيؼي وٛچه ثبقس ) ٝثٝ زؾتٞبی  (، ضيك 

ی اؾترطاخي ٘يع ثٙبثطايٗ قىُ ٔٛزٞب ؛آٔسٜ حميمي ٞؿتٙس

 ،(16( ٚ )15ٔؼبزلات ) زيٍط  ػجبضت ثٝ ٞبضٔٛ٘يه ٘يؿتٙس.

أب ذٛال أٛاج  ؛٘يؿتٙس 1زٞٙسٜ أٛاج ٔٙتكط قٛ٘سٜ٘كبٖ

ضا زاض٘س ٚ ايٗ ٔمبزيط ٘يع ٔفْٟٛ فيعيىي ٘ساض٘س.  2ٔحٛ قٛ٘سٜ

زض ٘ظط ٌطفتٝ فطوب٘ؽ ثحطا٘ي ثسٖٚ ثؼس  ،λ2وٕتطيٗ ٔمساض 

2يؼٙيقٛز )ٔي

cr   ٚ )ٔمساض فطوب٘ؽ اظ حس  وٝ ٍٞٙبٔي

ثحطا٘ي فطاتط ضٚز، أٛاج ٔٙتكط قٛ٘سٜ تحطيه ذٛاٞٙس قس ٚ 

قٛز. اظ ؾٛی اضتؼبقبت ٞبضٔٛ٘يه زض ؾيؿتٓ ٔكبٞسٜ ٔي

اٌط فطوب٘ؽ ٔٛضز ٘ظط اظ ٔمساض ثحطا٘ي وٕتط قٛز،  ،زيٍط ٘يع

اضتؼبقبت ٞبضٔٛ٘يه ثطای تيط  يبٞبی ا٘تكبضی ضذساز ٔٛج

اَٚ، ثطزاض ٔؼبزِٝ ٔكرهٝ  حبِتچطا وٝ زض ، غيطٕٔىٗ اؾت

زض يه يب چٙس ٘مغٝ ٔكرم اظ  ٚ قبُٔ تٛاثغ ٔثّثبتي اؾت

أب زض ٔٛضز زْٚ، ثطزاض  ،ٚخٛز زاضز ٞب آٖتيط أىبٖ ٔحٛ قسٖ 

چطا وٝ  ،قٛزاظ تيط نفط ٕ٘ي یأؼبزِٝ ٔكرهٝ زض ٞيچ ٘مغٝ

ٞبی ا٘تكبضی ٞطٌع ٔتكىُ اظ يه تبثغ ٕ٘بيي اؾت ٚ ٔيساٖ

زض ٘مبط  ٞب آٖتطويت  ،ضخ ٘رٛاٞٙس زاز، ٞطچٙس ٕٔىٗ اؾت

ٔحٛ قٛز. ظٔب٘ي وٝ  ٞب آٖٔكرم اظ تيطٞب ٔب٘ٙس ا٘تٟبی 

اضتؼبقبت ٞبضٔٛ٘يه زض  ،ضٚزفطوب٘ؽ اظ ٔمساض ثحطا٘ي فطاتط ٔي

ثيٗ أٛاج  ثبضظٚت ايٗ يه تفب ؾيؿتٓ ٔكبٞسٜ ذٛاٞس قس وٝ

تٛاٖ . ٌطچٝ ٔياؾتٔٙتكط قٛ٘سٜ ٚ أٛاج غيطٔٙتكطقٛ٘سٜ 

ضا ٔحبؾجٝ وطز،  λ2وٕتط اظ ٔمساض ثحطا٘ي  Ωٔمبزيط ٔكرهٝ 

٘بٔٙس. ٔي 3أب ثٝ زِيُ شوط قسٜ ايٗ ٔمبزيط ضا قجٝ فطوب٘ؽ

لاظْ ثٝ شوط اؾت وٝ تحّيُ تئٛضی ٔٛزٞبی ٕ٘بيي اضتؼبقبت 

ثٝ عٛض وبُٔ ثطضؾي قسٜ اؾت. ثب ايٗ  ،]26[ٔطخغ تيطٞب زض 

حبَ، زض ايٗ پػٚٞف ٔٛضزی وٝ فطوب٘ؽ ثبلاتط اظ حس ثحطا٘ي 

ثساٖ ٔؼٙب اؾت ٘ىتٝ ٌيطز ٚ ايٗ ٔٛضز تٛخٝ لطاض ٔي ،اؾت

يب ، قٛ٘س( اؾترطاج ٔي11اظ ضاثغٝ )ؾيؿتٓ ٔمبزيط ٚيػٜ 

  تحطيهاضتؼبقبت ٞبضٔٛ٘يه زض ؾيؿتٓ  ،زيٍط ػجبضت ثٝ

ٕ٘ٛ٘ٝ اظ اضتؼبقبت آظاز تيطٞبی ٔسضج تبثؼي  چٙس. ا٘س قسٜ

W/، چطذف Wقٛ٘س ٚ زأٙٝ ٕ٘بيي ثطضؾي ٔي   ،

ثطحؿت ٔتغيطٞبی  Qٚ ٘يطٚی ثطقي  Mٌكتبٚض ذٕكي 

                                                        
1 Propagating Waves 
2 Evanescent Components 
3 Pseudo-Frequency 
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((، 14)زض حبِت أٛاج ٔٙتكطقٛ٘سٜ يؼٙي ضاثغٝ )ثسٖٚ ثؼس 

 :((20( تب )17)ضٚاثظ ) قٛ٘سٔحبؾجٝ ٔي

(17) 
1 2 3 4[ , , , ]W e A A A A V 

(18) 

1 2 1 1 1 2

2 4 3 2 3 4

[ , ( )

, , ]

W
e A A A A

A A A A V

  


 


     



   

 

(19) 

2 2 2 2

0 1 1 1 2 1 1 2 1

2 2 2 2 2

2 4 2 4 2 3 2 3

[( ) 2 ,2 ( ) ,

   2 , ( ) ( ) ] 2 ] /

M G e A A A A

A A A V A L

    

   

       

     

 

(20) 

2

0
1 1 2 1 1 23

2 4 3 2 3 4

[ , ,

, ]

G e
Q A A A A

L

A A A A V



 

 


    

   

 

 

 
 )الف(

  
 )ب( )ج(

  
 )ت( )ث(

تعي ومايي محًري تا شرايط مرزي: الف( تیر مذرج تا -7شکل 

 -Cگیردار ث(ي  -Gت( غلتکي، -Fج( آزاد، -Pب( مفصل
 

يب ٕٞبٖ 1٘بپسيسقس٘يغيط  ثبثتچٟبض  Ai ايٗ ضٚاثظ وٝ زض

ضطايت قىُ ٔٛزٞبی تيط زض حبِت أٛاج ٔٙتكطقٛ٘سٜ 

 ؛قٛ٘سثب تٛخٝ ثٝ قطايظ ٔطظی ؾيؿتٓ اؾترطاج ٔي ٞؿتٙس ٚ

ٞبی قىُ ٕٞچٙيٗ ثطزاض ٚيػٜ ٞٓ وٝ تطويجي اظ زضايٝ

نٛضت  (( اؾت، ث6ٝٔٛزٞبی ٔؿئّٝ )يب ٕٞبٖ پبؾد ضاثغٝ )

 قٛز:( ثيبٖ ٔي21ضاثغٝ )

(21) 
1 1 2 2[cos ,sin ,cosh ,sinh ]V          

ثيبٍ٘ط تطاٟ٘بزٜ ثطزاض يب  T٘يع ثبلا٘ٛيؽ  (21)زض ضاثغٝ 

ٞبی تيطٞبی ٔبتطيؽ اؾت. ثطای ٔكرم وطزٖ فطوب٘ؽ

                                                        
4 Non-Vanishing Constants 

ٔسضج تبثؼي ٕ٘بيي ثٝ چٟبض ضاثغٝ ٔؿتمُ خجطی ٘يبظ اؾت وٝ 

 .قٛ٘ساؾترطاج ٔيايٗ ٔؼبزلات ثطای قطايظ ٔطظی ٔرتّف 

 

 مشخصٍ شرايط مرزي متفايتمعادلات  -1

تيط يه زض ايٗ ثرف قطايظ ٔطظی ٔرتّف ٔتساَٚ ضا ثطای 

ٔسضج تبثؼي زض ٘ظط ٌطفتٝ ٚ ٔؼبزلات فطوب٘ؿي آٖ اؾترطاج 

ٞبی عجيؼي ٔٛضز اضظيبثي لطاض ٕٞچٙيٗ فطوب٘ؽ ؛ذٛاٞٙس قس

 .س آٔسٙذٛاٞ ثٝ زؾتٌطفتٝ ٚ قىُ ٔٛزٞبی ٔطثٛعٝ 
  

غیرَمگه يکسرگیرداريکسرآزاد  شرط مرزي -1-7

 محًري

ٔسضج تبثؼي ٕ٘بيي ثب ٔؼبزلات  2تيطٞبی يىؿطٌيطزاضيىؿطآظاز

 :((23( ٚ )22)ضٚاثظ ) قطايظ ٔطظی ثطضؾي ذٛاٞٙس قس

(22) 0(0) 0       , 0
W

W 





 

 
(23) (1) 0       , (1) 0M Q  

( 17ثب ايٗ قطايظ ٔطظی شوط قسٜ ٚ ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚاثظ )

)ضٚاثظ  ذٛاٞٙس آٔس ثٝ زؾت(، زؾتٍبٜ ٔؼبزلات 20اِي )

 :((27( تب )24)

(24) 
1 3 0A A  

(25) 
1 2 1 2 2 3 0A A A A      

(26) 

2 2

1 2 1 1

2 2

1 1 1 2

2 2

2 2 2 3

2 2

2 3 2 4

[ 2 ,

2 ( ) ,

    2 ( ) ,  

2 ( ) ] (1) 0

A A

A A

A A

A A V

 

 

 

 

   

  

    

     

 

(27) 
1 1 2 1 1 2

2 4 3 2 3 4

[ , ,

, ] (1) 0

A A A A

A A A A V

 

 

  

    
 

ای اظ (، ٔدٕٛػ44ٝ) تب( 41ِصا ثط اؾبؼ ٔؼبزلات )

)ٔؼبزلات ذغي ثطحؿت ضطايت  1,2,3,4)jA j  ثٝ زؾت 

ثبيؿت آيٙس وٝ ثطای زاقتٗ خٛاة غيطثسيٟي، ٔئي

زتطٔيٙبٖ ٔبتطيؽ ضطايت زؾتٍبٜ ضطايت نفط قٛز وٝ زض 

 قٛز:ٔٙتٟي ٔي (28)ؾبظی ثٝ ضاثغٝ ٟ٘بيت ثب ؾبزٜ

(28) 
1 2 2 1 1 1 2

1 1 1 2

( cos 2 sin )cosh

(2 cos 3 sin )sinh 0

 

 

      

      
 

ضاثغٝ اؾترطاج قسٜ ٔؼبزِٝ ٔكرهٝ فطوب٘ؿي زليك ثطای 

ٔسضج تبثؼي ثب خطْ ٚ ؾرتي  يىؿطٌيطزاضيىؿطآظازتيطٞبی 

                                                        
2 Clamped-Free 
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ٕٞچٙيٗ اٌط زض  ؛اؾت( 1ٔتغيط ٕ٘بيي ٔٙغجك ثط ضاثغٝ )

(، ثطای پبضأتط ثسٖٚ ثؼس تغييطات ٔمساض نفط زض 28ضاثغٝ )

 ذٛاٞس آٔس: ثٝ زؾت (29)(، ضاثغٝ λ=0٘ظط ٌطفتٝ قٛز )

(29) 1 cos cosh 0    
ٕٞبٖ ٔؼبزِٝ فطوب٘ؿي قٙبذتٝ قسٜ ثطای  (29)ضاثغٝ 

ٔٛاز ٍٕٞٗ ثب قطايظ ٔطظی  ٚتيطٞبی ثب ؾغح ٔمغغ ثبثت 

 .]27[ اؾتيىؿطٌيطزاضيىؿطآظاز 

٘تبيح ٟ٘بيي اضائٝ  ،1ثطای قطايظ ٔطظی زيٍط زض خسَٚ 

 - ٔؼبزلات ٔكرهٝ فطوب٘ؿي ثطای تيطٞبی اٚيّطا٘س. قسٜ

ثطِ٘ٛي غيطيىٙٛاذت ثب ؾرتي ذٕكي ٚ چٍبِي خطٔي ٕ٘بيي 

)يب ثٝ عٛض ٔؼبزَ تيطٞبی ثب ضربٔت ثبثت ٚ ػطو وبٞكي 

ٚ  طای تيطٞبی زٚؾطٔفهُ، زٚؾطٌيطزاضٕ٘بيي( ث

اؾت. لاظْ ثٝ آٔسٜ  ]31-28[يىؿطٌيطزاضيىؿطآظاز زض ٔطاخغ 

تيط آظاز زض ٘ظط ٌطفتٝ  يقطايظ ا٘تٟبي وٝ اظآ٘دبييشوط اؾت ، 

، 30[ٞبی لجّي زض ايٗ پػٚٞف ثب پػٚٞف (40ضاثغٝ ) ،قسٜ

ٔتفبٚت اؾت، ٔؼبزِٝ ٔكرهٝ فطوب٘ؿي اؾترطاج قسٜ  ]31

ثٝ حبَ  زيٍط تب ت٘يع ٔتفبٚت اؾت ٚ ٔؼبزلات فطوب٘ؿي حبلا

(، ٔؼبزلات ٔكرهٝ 1ا٘س. ثط عجك خسَٚ )ٌعاضـ ٘كسٜ

يؼٙي تيط  اظ قطايظ ٔطظی ٔٛخٛزي ؾٝ خفت فطوب٘ؿ

 يىؿطٌيطزاضتيط زٚؾطٌيطزاض زض ٔمبثُ زٚؾطآظاز، 

تيط يىؿطغّتىي ٚ  زض ٔمبثُ يىؿطآظاز 1يىؿطغّتىي

يىؿطآظاز  ٔفهُ زض ٔمبثُ يىؿطٔفهُيىؿط يىؿطٌيطزاض

ٔكرهٝ اضائٝ قسٜ زض  ت، ٔؼبزلاλ=0يىؿبٖ ٞؿتٙس. ثب فطو 

(، تجسيُ ثٝ ٔؼبزلات ٔكرهٝ فطوب٘ؿي ٔطؾْٛ ثطای 1خسَٚ )

 .س٘قٛٔي ]27[تيطٞبی يىٙٛاذت ٔتكىُ اظ ٔٛاز ٍٕٞٗ 

   

 تحج ي وتايج -1
ٔؼبزلات ٔكرهٝ فطوب٘ؿي تيط ٔسضج تبثؼي ، 1زض خسَٚ 

ا٘س، ِصا نطيح اضائٝ قسٜثطای قطايظ ٌٛ٘بٌٖٛ ٔطظی ثٝ عٛض 

ٞبی عجيؼي اظ ٔؼبزلات ٔصوٛض ثٝ ٚؾيّٝ اؾترطاج فطوب٘ؽ

. ثب ايٗ حبَ ذبعط اؾتای ٞبی ػسزی، ٔٛضٛع ؾبزٜضٚـ

 ٔؼيٙيقٛز وٝ ثٝ اظای پبضأتطٞبی ٌطازيبٖ ٕ٘بيي ٘كبٖ ٔي

(λ ٝفطوب٘ؽ عجيؼي ثسٖٚ ثؼس ٔحبؾجٝ قسٜ ٕٔىٗ اؾت و ،)

ٔٙدط ثٝ تكىيُ قىُ  اظ ٔمساض ثحطا٘ي وٕتط ثبقس وٝ

                                                        
1 Clamped-Guided 

ٔٛزٞبی ٕ٘بيي ٚ يب ثٝ عٛض ٔؼبزَ تٛاثغ ٞصِِٛٛی ثٝ خبی 

قٛ٘س وٝ ثب اضتؼبقبت ٞبضٔٛ٘يه ٘بقي اظ تٛاثغ ٔثّثبتي ٔي

تٛاٖ ٔيزض ٘تيدٝ  ؛ٕٞرٛا٘ي ٘ساض٘س٘يع أٛاج ٔٙتكط قٛ٘سٜ 

ثبيؿت اظ ٔمساض ٞبی عجيؼي تؼييٗ قسٜ ٔيٌفت وٝ فطوب٘ؽ

تأثيطات تغييطات پبضأتط  8اِي  2ُ قى تط ثبقٙس. ثحطا٘ي ثعضي

ثٝ اظای قطايظ ٔطظی ٌطازيبٖ ضٚی ٔدصٚض فطوب٘ؽ عجيؼي ضا 

)ثطاؾبؼ ٘تبيح اضائٝ قسٜ زض خسَٚ  زٞس٘كبٖ ٔئرتّف 

فطوب٘ؽ عجيؼي ثطای تيط  قف (2) . زض قىُ((1)

يىؿطآظاز ضؾٓ قسٜ اؾت. ٕٞچٙبٖ وٝ ٔكرم  يىؿطٌيطزاض

ٞؿتٙس. ثٝ عٛض ٔثبَ ٞبی فطوب٘ؿي ٌؿؿتٝ ٔٙحٙي ،اؾت

٘كبٖ زازٜ قسٜ  ؾتبضٜ ؾجع( وٝ ثب   √ای )فطوب٘ؽ پبيٝ

 ،وبٞف يبفتٝ تب ثٝ ٔمساض ثحطا٘ي ٔيٙيٕٓ λثب افعايف  ،اؾت

;1.2يؼٙي 
1ثؼسی ؾپؽ فطوب٘ؽ ٔحبؾجٝ قسٜ  ،ضؾسٔي

قٛز ٚ ثٝ ٔٙحٙي ثبلا ٚ وٙبضی ايٗ حصف ٔي ياظ ايٗ ٔٙحٙ

وٙس. ايٗ ضذساز ثٝ زِيُ ايٗ ٚالؼيت اؾت ٔي ٔٙحٙي پطـ

2وٝ 

1    ٝثٝ ٕٞيٗ زِيُ فطوب٘ؽ عجيؼي زْٚ، ث ٚ

قٛز. ثٝ عٛض ٔكبثٝ ٘يع ثب ازأٝ ضٚ٘س ای تجسيُ ٔيفطوب٘ؽ پبيٝ

يبثس تب وبٞف ٔي تب حسی(   √، پبضأتط فطوب٘ؽ )λافعايكي 

2٘بحيٝ ٞبقٛض ذٛضزٜ ) ٔطظ ثٝ

1   ثطؾس ٚ ٔمساض )λ  ثٝ ػسز

زٞس. ٔغبثك ثطؾس ٚ زٚثبضٜ ضفتبض پطقي اظ ذٛز ٘كبٖ ٔي 3.2

، اؾتعٛض وٝ فطوب٘ؽ پبيٝ زاضای ضفتبض پطقي  ٕٞبٖ (2)قىُ 

زض ٔٛزٞبی زيٍط ٘يع پبضأتط فطوب٘ؽ ٕٞيٗ ٚيػٌي ضا زاضز. 

، فطوب٘ؽ عجيؼي λ، ثب ػجٛض اظ ٔمبزيط ٔكرم زيٍط ػجبضت ثٝ

n-( اْ ثٝ فطوب٘ؽn-1)-قٛز. ايٗ پسيسٜ ضا اْ تجسيُ ٔي    

، چٖٛ λ=5ٔثبَ ثطای  ػٙٛاٖ ثٝ تٛاٖ چٙيٗ تٛضيح زاز:ٔي

(( ٔمساضی حميمي ٘ساضز ٚ ثطای 21)ضاثغٝ ) Vزض    پبضأتط 

ٔمساضی ٔٛٞٛٔي زاضز، ِصا فطوب٘ؽ پبيٝ ضا ثبيس زض     √

ٔٙحٙي  2خؿتدٛ وطز ٚ ثٝ ٕٞيٗ زِيُ زض قىُ     √

ثطای اؾت. ٘بپيٛؾتٝ ٚ يب زاضای پسيسٜ پطـ  ،پبضأتط فطوب٘ؽ

   ، تيط ثطای اضتؼبقبت ٞبضٔٛ٘يه تحطيه   √ٔمبزيط 

أٛاج ٔٙتكط قٛ٘سٜ     √قٛز ٚ فمظ ثطای ٔمبزيط ٕ٘ي

قس. ايٗ پسيسٜ ٔكبثٝ عيف زْٚ فطوب٘ؽ ٔكبٞسٜ ذٛاٞٙس 

 ٞب آٖوٝ ضفتبض اضتؼبقي ٞبضٔٛ٘يه  اؾتىٛ تيطٞبی تيٕٛقٙ

زٞس ٚ اظ فطوب٘ؽ ثحطا٘ي ضخ ٔي تطثعضيٞبی فمظ زض فطوب٘ؽ

ٞبی ٔيساٖ، ٞبی وٕتط اظ ٔمساض ثحطا٘يزض فطوب٘ؽ

ٞط نٛضت  زض. ]32[قٛز تدطثٝ ٔي ٞب آٖغيطا٘تكبضی زض 

فطوب٘ؽ عيف اَٚ فطوب٘ؽ تيطٞبی تيٕٛقٙىٛ ٚ عيف ا٘حهبضي
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ثطِ٘ٛي ٕٞيكٝ ثب ضفتبض اضتؼبقي ٞبضٔٛ٘يه -تيطٞبی اٚيّط

ثطای تيطٞبی ٔسضج  8اِي  2ٕٞبٍٞٙي زاض٘س. ثطاؾبؼ قىُ 

تٛاٖ پبضأتط ٌطازيبٖ ، ٔيثب قطايظ ٔطظی زِرٛاٜ تبثؼي ٕ٘بيي

پبيٝ ثٝ ٔمساض  یٞب ای پيسا وطز وٝ ثٝ اظای آٖ، فطوب٘ؽثٟيٙٝ

ٙس تيط ثؼسی ٔب٘ٞبی زض قىُ ٔيٙيٕٓ ذٛز ثطؾٙس.

چطا وٝ  تٛا٘س ٔتمبضٖ ثبقس،ٔئٙحٙي فطوب٘ؿي زٚؾطٌيطزاض 

قطايظ ٔطظی زٚ ؾٕت تيط يىؿبٖ ٞؿتٙس. ثطای تيط 

زٚؾطٌيطزاض ٕ٘ٛزاض فطوب٘ؽ پيٛؾتٝ اؾت أب ثطای تيط 

زاضای پطـ زض ٚ زٚؾطٔفهُ ٔٙحٙي فطوب٘ؽ ٌؿؿتٝ اؾت 

ٞبی فطوب٘ؿي ٘يع ثب ٕ٘ٛزاضٞب ٔٙحٙي تٕبٔيٕ٘ٛزاض اؾت. زض 

عيف تٟٙب تفبٚت ٔٛخٛز زض  قٛ٘س.ضفتبض افعايكي ظبٞط ٔي

ايٗ اؾت وٝ ثطای  فطوب٘ؿي تيطٞب ثب قطايظ ٔطظی ٔرتّف

ٚ  يىؿطٔفهُغّتىييىؿط ،زٚؾطٔفهُ قطايظ ٔطظی

ٔٛلؼيت أىبٖ پطـ فطوب٘ؽ  زٚزض يىؿطٌيطزاضيىؿطآظاز، 

يىؿطٔفهُ،  يىؿطٌيطزاضأب ثطای تيطٞبی  ؛ٚخٛز زاضز

ي يىؿطغّتى فهُ، يىؿطٌيطزاض يىؿطغّتىي،يىؿطآظاز يىؿطٔ

 

 سیستم مختلفتراي تمامي شرايط مرزي معادلات مشخصٍ  -7جذيل 

 ٔؼبزِٝ ٔكرهٝ قطايظ ٔطظی

2 زٚؾطآظاز-زٚؾطٌيطزاض

1 2 2 1 2 1(1 cosh cos ) sinh sin 0         

2 زٚؾطٔفهُ 4 2

1 2 2 1 2 12 (1 cosh cos ) (2 )sinh sin 0           

1sin يزٚؾطغّتى 0  

2 يىؿطٌيطزاضيىؿطآظاز

1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1(1 cosh cos ) 3 sinh sin 2 ( sinh cos cosh sin ) 0                 

 ييىؿطٌيطزاضيىؿطغّتى

1 ييىؿطآظازيىؿطغّتى 2 1 2 2 1 2 1sinh cos cosh sin 2 sinh sin 0          

 يىؿطآظازيىؿطٔفهُ

 يىؿطٌيطزاضيىؿطٔفهُ
3

1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 12 (1 cosh cos ) 2 sinh sin ( sinh cos cosh sin ) 0                 

2 ييىؿطٔفهُ يىؿطغّتى

1 2 2 1 2 1cosh cos sinh sin 0        

 

 
طیف فركاوسي تیر يکسرگیرداريکسرآزاد مذرج  -7شکل 

 تاتعي تٍ ازاي پارامتر گراديان

 

 
ديسرآزاد مذرج  –طیف فركاوسي تیر ديسرگیردار  -2شکل 

 تاتعي تٍ ازاي پارامتر گراديان
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طیف فركاوسي تیر ديسرمفصل مذرج تاتعي تٍ  -9شکل 

 ازاي پارامتر گراديان

 

 
 –طیف فركاوسي تیر يکسرگیرداريکسرمفصل  -1شکل 

 كسرآزاديکسرمفصل مذرج تاتعي تٍ ازاي پارامتر گراديان

 

، يىؿطٌيطزاض يىؿطٔفهُ، يىؿطآظاز يىؿطٔفهُ زض يىؿطآظاز

يه ٔٛلؼيت أىبٖ پطـ ٚخٛز زاضز ٚ ثطای تيطٞبی 

زٚؾطٌيطزاض، زٚؾطآظاز ٚ زٚؾطغّتىي پطـ ٚخٛز ٘ساضز. 

 8فطوب٘ؽ پبيٝ ثطای ٕٞٝ قطايظ ٔطظی ثطضؾي قسٜ زض قىُ 

ٔكرهٝ فطوب٘ؿي اؾترطاج  ٔؼبزِٝاٌط زض . آٚضزٜ قسٜ اؾت

ٌطازيبٖ نفط زض ٘ظط  پبضأتطظی ٔرتّف، قسٜ ثطای قطايظ ٔط

قٙبذتٝ قسٜ ثطای (، ٔؼبزِٝ فطوب٘ؿي λ=0ٌطفتٝ قٛز )

 ٔٛاز ٍٕٞٗ ٚثب ؾغح ٔمغغ ثبثت  ٔرتّفتيطٞبی 

 ايٗ ٘ىتٝ ثيبٍ٘ط ايٗ )ايعٚتطٚپيه( ثٝ زؾت ذٛاٞس آٔس.

 ٔمغغ  زض 8 اِي 2 ٞبیقىُ تٕبٔي زض اٌط وٝ اؾت ٔٛضٛع

 
يکسرمفصل مذرج يکسرغلتکيطیف فركاوسي تیر  -1شکل 

 تاتعي تٍ ازاي پارامتر گراديان

 

 
 -طیف فركاوسي تیر يکسرگیرداريکسرغلتکي  -1شکل 

 مذرج تاتعي تٍ ازاي پارامتر گراديان يکسرآزاديکسرغلتکي

 

λ=0 فطوب٘ؽ عجيؼي ثٝ زؾت آٔسٜ، ثطای تيطٞبيي ثب ٔٛاز ،

ٚ ثب افعايف ٚ يب وبٞف پبضأتط ٌطازيبٖ، ثؿتٝ ثٝ  اؾتٍٕٞٗ 

 تٛا٘س فطوب٘ؽ تيط وبٞف يب افعايف يبثسقيت ٕ٘ٛزاض ٔي

]33-35[. 

ٚ تيطٞبی  3قىُ ثطای تيطٞبی زٚؾطٌيطزاض يب زٚؾطآظاز 

، ٔيٙيٕٓ λ=0(، ثٝ زِيُ ايٗ وٝ ثٝ اظای 7زٚؾطغّتىي )قىُ 

تغييط ثطای ٕ٘ٛزاض عيف فطوب٘ؿي ضخ زازٜ اؾت، ِصا ثب ٞط 

 پبضأتط ٌطازيبٖ، چٝ افعايف ٚ چٝ وبٞف آٖ، فطوب٘ؽ افعايف

يبثس ٚ فطوب٘ؽ تيط ٔسضج تبثؼي ٘ؿجت ثٝ تيط ايعٚتطٚپيه ٔي

  يىؿطآظاز يىؿطٌيطزاض تيطٞبی زض أب قس؛ ذٛاٞس ثيكتط
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طیف فركاوسي تیر ديسرغلتکي مذرج تاتعي تٍ  -1شکل 

 ازاي پارامتر گراديان

 

 
 فركاوس پايٍ تراي تمامي شرايط مرزي -8شکل 

 

يىؿطآظاز ( ٚ تيطٞبی يىؿطٌيطزاض يىؿطٔفهُ يب 2)قىُ 

( ٚ تيطٞبی يىؿطٌيطزاض يىؿطغّتىي يب 4يىؿطٔفهُ )قىُ 

(، ثٝ زِيُ ٘عِٚي ثٛزٖ ٕ٘ٛزاض، 6)قىُ  يىؿطآظاز ييىؿطغّتى

ثب افعايف پبضأتط ٌطازيبٖ، فطوب٘ؽ تيط تبثؼي ٔسضج ٘ؿجت ثٝ 

أب ثبِؼىؽ ثب وبٞف پبضأتط  ؛يبثستيط ايعٚتطٚپيه وبٞف ٔي

       تبثؼي ٘ؿجت ثٝ  ٔسضجٌطازيبٖ، فطوب٘ؽ تيط تبثؼي تيط 

ُ يبثس. ثطای تيطٞبی زٚؾطٔفهتيط ايعٚتطٚپيه افعايف ٔي

ٔٛز  خع ثٝ(، 5يىؿطٔفهُ )قىُ  ( ٚ يىؿطغّتىي4)قىُ 

   فطوب٘ؽ عجيؼي ثيكيٙٝ اؾت، زض ثبلي  λ=0اَٚ وٝ زض 

افعايف  فطوب٘ؽ تغييطی ٞط ثب ٚ زازٜ ضخ فطوب٘ؿي وٕيٙٝ ٔٛزٞب

ٞبی ؾبظی ٘تبيح، فطوب٘ؽثٝ ٔٙظٛض نحٝ 2زض خسَٚ يبثس. ٔي

ٔسضج تبثؼي )ثب ؾرتي  ٞبیثسٖٚ ثؼس اؾترطاخي اظ تيط

٘تبيح ٔغبِؼبت زيٍط ثب ( ضا ذٕكي ٚ خطْ ٌؿتطزٜ ٕ٘بيي

   ٔمبيؿٝ  (تيطٞبی ضربٔت ثبثت ٚ ػطو وبٞٙسٜ ٕ٘بيي)

٘تبيح تحميك حبضط ثب  ،عٛض وٝ ٔكرم اؾت ا٘س. ٕٞبٖقسٜ

 .]37-35[ ا٘غجبق ذٛثي زاض٘س ٔٛخٛز زض ازثيبتٔطاخغ 
 

َاي طثیعي فركاوستا مقالٍ حاضر وتايج مقايسٍ  -2جذيل 

 تعذ تیر يکسرگیردار تا عرض كاَىذٌ وماييتي

]32[ ]31[ ]30[ ]25[ 
پػٚٞف 

 حبضط
λ- 

4/7347 4/723 4/7229 4.734 4/7342  

24/205 24/201 24/201 24.201 24/201  

63/860 63/864 63/864 63.865 63/864 0/5 

123/09 123/09 123/09 123.10 123/098  

  202/06 202.07 202/069  

  6/2588 6/2626 6/2624  

  26/584 26/584 26/5834  

  66/374 66/375 66/3748 1 

  125/68 125/69 125/686  

  204/70 204/70 203/695  

 

ثٝ تطتيت چٟبض ٔٛز اَٚ تيطٞبی ٔسضج  10ٚ  9زض قىُ 

( 17تبثؼي ٕ٘بيي زٚؾطٔفهُ ٚ يىؿطٌيطزاض عجك ضاثغٝ )

((. ثطای ؾبزٌي، قىُ 17ا٘س )ثطاؾبؼ ٔؼبزِٝ )ضؾٓ قسٜ

ا٘س؛ ٕٞچٙيٗ لاظْ ضطة ٚ ٕ٘بيف زازٜ قسٜ      ٔٛزٞب زض 

ا٘س ٚ ثٝ شوط اؾت وٝ قىُ ٔٛزٞبی ٔٛضز ٘ظط ٘طٔبِيعٜ ٘كسٜ

( ٘طٔبِيعٜ A=[A1 , A2 , A3 , A4]ٞب ) ثطزاض ٚيػٜ ٔكرهٝ آٖ

ٔٛزٞب  عٛض وٝ اظ ٕ٘ٛزاضٞبی قىُ (. ٕٞبA||=1ٖ||قسٜ اؾت )

ٔكرم اؾت، ٘طخ تغييطات ٔٛاز، تأثيط ظيبزی ثط اِٚيٗ قىُ 

قٛز. ٔٛز تيطٞب زاضز وٝ ايٗ اثط زض ٔٛزٞبی ثبلاتط وٕتط ٔي

 ايٗ ٚيػٌي ثٝ ايٗ ٔؼٙب اؾت وٝ اخعای غيطا٘تكبضی زض أٛاج

 ((، زض زا17ٝٙٔذٕكي ٔطثٛط ثٝ تٛاثغ ٞبيپطثِٛيه )ضاثغٝ )
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   وٙٙس ٚ ثب افعايف ٔيتطی ايفب اضتؼبقبت تيط، ٘مف ٟٔٓ

قٛز. زض وُ ثب قٕبضٜ ٔٛز، ايٗ تأثيط ثٝ آضأي وٕتط ٔي

ٚ يب ثب وبٞف قٕبضٜ ٔٛز، اثط اخعای غيطا٘تكبضی  λافعايف 

    فطوب٘ؽ اؾترطاج قسٜ ثبيس اظ  .يبثستسضيح افعايف ٔي ثٝ

    ٔمساض ثحطا٘ي وٕتط ثبقس تب ٔٛز ٔطثٛعٝ قبُٔ أٛاج

     ايٗ نٛضت پسيسٜ پطـ زض  ا٘تكبضی ثبقس، زض غيط

ٞب ٚ ٔٛزٞبی اضتؼبقبتي ضخ ذٛاٞس زاز. ثٝ ثيبٖ ؾبزٜ فطوب٘ؽ

زيٍط، ٚلتي خٙؽ ٔٛاز تكىيُ زٞٙسٜ تيط اظ حبِت 

وٙس، قىُ ٔٛز ايعٚتطٚپيه ثٝ حبِت تبثؼي ٔسضج تغييط ٔي

ٞبی غيطٞبضٔٛ٘يه وٙس ٚ ثٝ زِيُ تمٛيت تطْتغييط پيسا ٔي

   سٜ ٞبضٔٛ٘يه ذٛز فبنّٝ پيسا ٕ٘بيي اظ حبِت قٙبذتٝ ق

وٙس وٝ ايٗ تغييط قىُ زض ٔٛزٞبی اثتسايي وبٔلاً ٔي

تط اؾت. ايٗ تغييطات زض ٔٛزٞبی ثبلاتط ثٝ حسی ٔحؿٛؼ

يبثس وٝ تفبٚت ٘بچيعی ثيٗ تيطٞبی تبثؼي ٔسضج ٚ وبٞف ٔي

عٛض وٝ  قٛز. ٕٞچٙيٗ ٕٞبٖتيطٞبی ايعٚتطٚپيه زيسٜ ٔي

پبضأتط ٌطازيبٖ ٘يع ايٗ تغييطات  ضٚز، ثب افعايفا٘تظبض ٔي

 تط ٞؿتٙس.ٕ٘بيبٖ
  

 

  
 )ب( )الف(

  
 )ت( )ج(

 مذرج تاتعي تا پارامترَاي گراديان مختلف ديسرمفصلتٍ ترتیة چُار مًد ايل تیر  )الف، ب، ج، ت( -3شکل 
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 )ب( )الف(

  
 )ت( )ج(

 مذرج تاتعي تا پارامترَاي گراديان مختلف يکسرگیردارتٍ ترتیة چُار مًد ايل تیر )الف، ب، ج، ت( -71شکل 
 

 گیريوتیجٍ -1
زض ايٗ ٔمبِٝ ثٝ تحّيُ اضتؼبقبت آظاز تيطٞبی ٔسضج تبثؼي 

ٞبی عجيؼي ٚ ٕ٘بيي ٔحٛضی پطزاذتٝ قسٜ اؾت. فطوب٘ؽ

ا٘س ٚ ٔؼبزلات ای ؾيؿتٓ ثٝ نٛضت نحيح اضائٝ قسٜپبيٝ

 قطايظ ٔطظی ٔرتّف ثٝ نٛضتٔكرهٝ فطوب٘ؿي، ثطحؿت 

ا٘س. زض ايٗ ٔؼبزلات اٌط فطْ ثؿتٝ ٚ نطيح اؾترطاج قسٜ

 ٘بزيسٜ ٌطفتٝ قٛز، ثٝ ٔؼبزلات ٔكرهٝ بٖيپبضأتط ٌطاز

زض ازأٝ  قٛ٘س.ثطِ٘ٛي قٙبذتٝ قسٜ تجسيُ ٔي-تيطٞبی اٚيّط

ٞبی عجيؼي ؾيؿتٓ ٚ قىُ ٔٛزٞبی اضتؼبقي ثٝ فطوب٘ؽ

س ٚ ثب تيطٞبيي اظ بٖ ضؾٓ قس٘اظای تغييطات پبضأتط ٌطازي

ػطو وبٞٙسٜ ٕ٘بيي خٙؽ ٔٛاز ايعٚتطٚپيه ٚ تيطٞبيي ثب 

، فطوب٘ؽ ثٝ عٛض ذبل، ثطای تيطٞبی ٔسضجٔمبيؿٝ قس٘س. 

عجيؼي ؾيؿتٓ ثب ػجٛض اظ فطوب٘ؽ ثحطا٘ي ٔٛضز ٘ظط، پسيسٜ 

٘تبيح ٘كبٖ زاز٘س وٝ ثطای  پطـ ضا تدطثٝ ذٛاٞس وطز.

ثحطا٘ي، اضتؼبقبت ٔٙتكطقٛ٘سٜ ٞبی ثيكتط اظ ٔمساض فطوب٘ؽ

ٞبضٔٛ٘يه ضخ ذٛاٞس زاز ٚ ثطای ٔمبزيط وٕتط اظ آٖ أٛاج 

ٕٞچٙيٗ زض ٔٛزٞبی ثبلاتط ؛ ٔحٛ قٛ٘سٜ ٔكبٞسٜ ذٛاٞٙس قس

  وٕتطی ثط پبؾد ؾيؿتٓ ذٛاٞٙس  تأثيطپبضأتط ٌطازيبٖ 
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تٛاٖ ثب تٛخٝ ثٝ قطايظ ٔطظی ؾيؿتٓ ٔي ضٕٙبًزاقت. 

ٝ اظای تغييطات پبضأتط ٌطازيبٖ، ای ؾبظٜ ضا ثفطوب٘ؽ پبيٝ

 وبٞف يب افعايف زاز. 
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