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 چکیده
صفحات  لثی درهدف از انجام این مقاله ارائه مدلی جدید بر پایه روش رگرسیونی جهت تخمین ضریب تمرکز تنش در گشودگی مث

 ن روابط دراده از ای. از کاربردهای مهم ارائه توزیع تنش در اطراف گشودگی بر حسب خواص مکانیکی، استفاست کامپوزیتیلایه تک

با بتدا ات. در تحلیل تنش صفحات ویسکوالاستیک دارای گشودگی با استفاده از روش مدول مؤثر و یا اصل برهمنهی بولتزمن اس

ش برای یب تمرکرتنپایه روش متغیر مختلط، ضر و به کمک حلّی تحلیلی بر هامقادیر مختلف خواص مکانیکی کامپوزیتاستفاده از 

 ی صریح برایاابطهر ،سپس با استفاده  از رگرسیون خطی چندگانه برای گشودگی مثلثی ؛شودتعداد متعددی از این مواد محاسبه می

ی با تنش محیط بینیرگرسیونی قادر به پیشکند که مدل شود. نتایج بیان میضریب تمرکز تنش برحسب خواص مکانیکی ارائه می

ه . برای محاسبستا ی مذکوروسیله رابطهکاهش محاسبات به ،نکته قابل توجه در این مقاله است.درصد  1حداکثر خطای کمتر از 

 ،الهدر این مق موجود تمرکز تنش در سایر مقالات موجود در این زمینه، از محاسبات سخت و پیچیده بهره جستند؛ اما با کمک رابطه

 توان با داشتن خواص مکانیکی ورق ضریب تمرکز تنش را محاسبه کرد.می

 تمرکز تنش؛ گشودگی مثلثی؛ رگرسیون خطی چندگانه؛ روش متغیرّ مختلط. :کلمات کلیدی
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Abstract 
The purpose of this paper is to present a new model based on the multiple regression method for 

estimating stress concentration factor of a quasi-triangular hole in composite lamina. One of the important 

applications of providing stress distribution around holes in terms of mechanical properties is the use of 

these relationships in the stress analysis of perforated viscoelastic plate  using the effective modulus 

method or Boltzmann's superposition principle. First, using different values of the mechanical properties of 

the composites plates, and employing an analytical solution based on the complex variable method, the stress 

concentration factor of quasi-triangular hole is calculated for a number of these materials. Then, using multiple 

linear regression, An explicit expression for the stress concentration factor is given in terms of mechanical 

properties. The results show that the multiple regression model is able to predict the circumferential stress 

with a maximum error of less than 1%. An important point in this article is the reduction of the 

calculations by applying the aforementioned relations. In other papers in this field, hard and complex 

calculations were used to obtained the stress concentration factors, but with the help of the relation of this 

paper, it is to calculate the stress concentration factor with having the mechanical properties of the plate. 

Keywords: Stress Concentration Factor; Triangular Hole; Multiple Linear Regression; Complex Variable 

Method. 
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 مقدمه  -1
صنعت در جامعه مدرن با توجه به پیشرفت روزافزون 

ین شود. در بنیاز به مواد جدید بسیار احساس می ،امروزی

 ستند.ای برخوردار هها از اهمیت ویژهمواد جدید کامپوزیت

ظر ، نههای متفاوت و خصوصیات ذاتی مادّاین مواد با کارایی

ر اند. شایان ذکبسیاری از طراحان را به خود جلب کرده

 های ورود وبه دلیل ایجاد راهها است که در برخی طرح

 رخیخروج و یا اتصال قطعات و ... طراح مجبور به ایجاد ب

 د. شوها در طرح میگشودگی

های هندسی در جسم باعث وجود این ناپیوستگی

د که به نام تمرکز تنش شوای میبوجود آمدن پدیده

ه داشت که هرچند وجود شود. بایستی توجّشناخته می

باعث کاهش استفاده مواد اولیه و در  گشودگی در جسم

اما تمرکز تنش ناشی از  ،شودنتیجه کاهش وزن جسم می

آن استحکام سازه را کاهش داده و همچنین سازه را از 

 کند.ها دچار شکست میمحل گشودگی

 رکزه به مطالب بیان شده دانستن مقادیر تملذا با توجّ

راد ای اخیر افهرسد. هرچند در سالنظر میتنش الزامی به

اند، اما اهمیت و بسیاری در این زمینه فعالیت کرده

ن را بر آن داشت تا مطالعاتی در ای گستردگی موضوع، ما

 .دهیمزمینه انجام 

مطالعات و تحقیقات فراوانی در زمینه تمرکز تنش در 

صفحات دارای گشودگی صورت گرفته است. 

توانست روش متغیر مختلط را برای  ،[1] 1موشخیلشویلی

مواد الاستیک همسانگرد ارائه کند. او تعیین ضریب تمرکز 

تنش در ورق حاوی گشودگی را محدود به محاسبه دو تابع 

تحلیلی هولومورفیک کرد. همچنین با ترکیب این روش با 

نگاشت همنوا توانست در جسم الاستیک دو بعدی، توزیع 

ای را نیز های غیر دایرهتنش در ورق حاوی گشودگی

[ با بسط روش متغیر مختلط 2] 2تحلیل کند. لخنیتسکی

های مختلف ی برای گشودگیموشخیلشویلی توانست، حلّ

در ورق نامحدود ناهمسانگرد ارائه دهد. او محاسبات خود را 

ای انجام داد. لخنیتسکی از روش در حالت تنش صفحه

استفاده کرد. ها برای محاسبه ضریب تمرکز تنش سری

                                                        
1 Muskhelishvili 
2 Lekhnitskii 

[ تمرکز تنش در ورق نامحدود را برای مواد 3] 3ساوین

 ،همسانگرد و ناهمسانگرد بررسی کرد. او در مواد همسانگرد

توزیع تنش اطراف گشودگی با اشکال مختلف را ارائه داد و 

ای و بیضوی را در مواد ناهمسانگرد، تنها گشودگی دایره

ی خود از روش متغیر هامورد تحلیل قرار داد. او در پژوهش

همچنین ساوین با ؛ مختلط موشخیلشویلی استفاده کرد

شوارتز توزیع تنش در  استفاده از نگاشت همنوا و رابطه

های گرد را نیز ورق نامحدود حاوی گشودگی مثلثی با لبه

 محاسبه کرد.

حلیّ تحلیلی برای صفحات  ،[4و همکاران ] 4دائوست

ها صفحه ارائه دادند. آن ناهمسانگرد حاوی گشودگی مثلثی

تمرکز تنش  را تحت بار مشخصی مورد بررسی قرار دادند.

نهایت کامپوزیتی های مختلف در صفحات بیحول گشودگی

مورد مطالعه قرار گرفت. او محاسبات  ،[5] 5توسط شارما

خود را با استفاده از روش متغیر مختلط موشخیلشویلی 

بارگذاری، زاویه انجام داد و جهت گیری الیاف، نوع 

بارگذاری و هندسه گشودگی در صفحات ارتوتروپیک را 

توانستند  ،[6] 6بررسی کرد. در پژوهش دیگری شارما و پتل

ای، بیضوی و های دایرهتوزیع گشتاور در اطراف گشودگی

ی متقارن مورد تحلیل قرار مثلثی را در صفحات چند لایه

پیچشی  ی وها صفحات را تحت بارگذاری خمشدهند. آن

ها هندسه گشودگی، جنس مواد نهایت قرار دادند. آندر بی

و  7موهاپاترا و نوع بارگذاری را مورد بررسی قرار دادند.

با استفاده از روش متغیر مختلط، توزیع تنش  ،[7همکاران ]

نهایت بی های نامنظم در یک صفحهدر اطراف گشودگی

و  8دادند. یوکاجئونکرالاستیک تحت فشار یکنواخت را ارائه 

در تحقیقی توزیع تنش اطراف سوراخ مثلثی  ،[8همکاران ]

کلی  ها راه حلّدر صفحات ناهمسانگرد را مطالعه کردند. آن

های مثلثی برای توزیع تنش دو بعدی در اطراف گشودگی

های در صفحات ایزوتروپیک و ارتوتروپیک را تحت بارگذاری

های متفاوت ش اطراف سوراخمختلف ارائه دادند. توزیع تن

                                                        
3 Savin 
4 Daoust 
5 Sharma 
6 Ptel 
7 Mohapatra 
8 Ukadgaonker 
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[ صورت پذیرفت. 9] 1های ناهمسانگرد توسط کرنکدر ورق

او ابتدا صفحات را تحت یک نیروی متمرکز قرار داد و 

و 2ها بررسی کرد. پتروترده را روی آنسسپس نیروی گ

های توزیع و شدت تنش را در گوشه ،[10] 3سکِاریس

مثلثی را با  ها گشودگیگشودگی مثلثی تحلیل کردند. آن

ای واحد به دایره 4کریستفل-استفاده از تابع نگاشت شوارتز

نگاشت دادند. مطالعه روی تأثیرات تمرکز تنش در صفحات 

[ 11و همکاران ] 5های مختلف توسط کوماردارای گشودگی

محوره برررسی  ها ورق را تحت تنش تکانجام شد. آن

 کردند.

توزیع تنش در صفحات  ،[12پژند و جعفری ]رضایی

های با اشکال خاص تحت فلزی نامحدود حاوی گشودگی

ها در پژوهش دیگری بارگذاری کششی را مطالعه کردند. آن

تأثیر پارامترهای مختلف در توزیع تنش صفحات  ،[13]

ناهمسانگرد دارای گشودگی مثلثی را مورد تجزیه و تحلیل 

-نیتسکی بررسیتحلیلی لخ قرار دادند. ایشان با بسط حلّ

های خود را روی پارامترهای مؤثر بر توزیع تنش حول 

 حلّ ،[14گشودگی مثلثی انجام دادند. جعفری و اردلانی ]

تنش اطراف گشودگی مثلثی برای تحلیلی محاسبه توزیع 

ای صفحه صفحات همسانگرد محدود تحت بارگذاری درون

 ی روش متغیر مختلطها بر پایهرا بررسی کردند. آن

 ،ایموشخیلشویلی و نگاشت همنوا با فرض تنش صفحه

تحقیقات خود را انجام دادند. ایشان همچنین تأثیر 

ی چرخش پارامترهای مؤثر بر توزیع تنش همچون زاویه

نسبت اندازه گشودگی به  گشودگی، نسبت اضلاع ورق،

های گشودگی و نوع بارگذاری را بررسی ورق، انحنای گوشه

تمرکز تنش در صفحات همسانگرد با سازی مدلکردند. 

[ 15توسط جعفری و روحانی ] ،نیز گشودگی مثلثی شکل

ها با بررسی پارامترهای طراحی نشان دادند انجام شد. آن

ضریب تمرکز تنش نیز  ،تر شدن انحنای گشودگیکه با نرم

بررسی  ،[16یابد. جعفری و بیاتی چالشتری ]کاهش می

توزیع تنش گشودگی مثلثی در تأثیر پارامترهای مختلف بر 

                                                        
1 Krenk 
2 Petrou 
3 Theocaris 
4 Schwarz-Christoffel 
5 Kumar 

ها با های همسانگرد محدود را مطالعه کردند. آنورق

استفاده از روش بهینه سازی الگوریتم سنجاقک پارامترهای 

مؤثر در تحلیل تنش ورق همسانگرد محدود دارای 

ای را بهینه گشودگی مثلثی تحت بارگذاری درون صفحه

وی گشودگی های متقارن حاکردند. در بررسی چندلایه

توانستند تأثیر  ،[17اول ]مثلثی نیز جعفری و مشیری

پارامترهای مختلف بر توزیع تنش این صفحات را بررسی 

کنند. ایشان بر پایه روش لخنیتسکی و با استفاده از تابع 

چرخش  نگاشت همنوا نتایج خود را ارائه دادند. زاویه

ی بار زاویهها، گشودگی، کشیدگی گشودگی، چیدمان لایه

ی گشودگی از جمله عواملی بود که و شعاع انحنای گوشه

 در پژوهش بررسی شد. 

های در پژوهش ،[20-18پژند و جعفری ]رضایی

جداگانه تأثیر نرمی گشودگی و تأثیر پارامترهای مختلف بر 

توزیع تنش در صفحات حاوی گشودگی مرکزی تحت 

تسکی، ها با بسط روش لخنیکشش بررسی کردند. آن

یابی به کمترین توانستند پارامترهای بهینه برای دست

  ضریب تمرکز تنش را ارائه دهند.

 دهنده، نشانکارهای متعدد انجام شده در این زمینه

ای صریح است دست آوردن رابطهاهمیت این پژوهش در به

که ارتباط بین ضریب تمرکز تنش و خواص مکانیکی در 

د. براساس منابع در دسترس گشودگی مثلثی را مشخص کن

و موجود، تاکنون در سایر تحقیقات این امر کمتر مورد 

ای رابطه با ارائه ،ه قرار گرفته است. از طرف دیگرتوجّ

 ریاضی برای ضریب تمرکز تنش برحسب خواص مکانیکی،

نهی بولتزمن مسأله را به توان با استفاده از اصل برهممی

ر این پژوهش سعی بر آن دورق ویسکوالاستیک بسط داد. 

ضریب تمرکز  محاسبهتحلیلی برای  شده که یک رابطه

گشودگی مثلثی در صفحات مختلف ارائه گردد. در  تنش

مقادیر مختلف خواص مکانیکی با استفاده از ابتدا 

ی تحلیلی ، و به کمک حل𝐺12ّو  𝐸1 ،𝐸2 ،𝜈12ها کامپوزیت

تنش برای تعداد پایه روش متغیر مختلط، ضریب تمرکز بر

از مواد محاسبه شد. سپس با استفاده متعددی از این 

ای رابطه ،رگرسیون خطی چندگانه برای گشودگی مثلثی

صریح برای ضریب تمرکز تنش برحسب خواص مکانیکی و 

انحنای گشودگی ارائه شد. پارامترهای مهم مورد بحث در 
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 ی محوری و خواص مکانیکی مادهّبارگذاراین پژوهش، 

 ستند.ه

 

 تحلیلی ها و حلّداده -2

 تعریف مسأله و مواد -2-1
ای صریح برای محاسبه در این مقاله سعی شده است، رابطه

ضریب تمرکز تنش بر حسب خواص مکانیکی در یک ورق 

که تحت بارگذاری  ارائه شودحاوی گشودگی مثلثی 

. صفحه نامحدود و گشودگی در است محوری قرار گرفته

(. رفتار ورق در ناحیه 1مرکز صفحه قرار دارد )شکل 

شود. تحلیل مسأله با فرض تنش الاستیک خطی بررسی می

  گیرد.ای صورت میصفحه

 

شماتیک ورق دارای گشودگی مثلثی تحت  -1شکل  

 کشش
 

ه مادّ 115 ،مواد مورد استفاده در این پژوهش شامل

مختلف با خواص مکانیکی متفاوت هستند. با استفاده از 

حلّ تحلیلی برپایه روش متغیر مختلط و نگاشت همنوا، 

ضریب تمرکز تنش برای این مواد با شعاع انحناهای 

داده  1265شد. در نهایت  محاسبهگشودگی  متفاوت گوشه

با مقادیر متفاوت از پارامترهای مورد بررسی درنظر گرفته 

دست آمده جهت تحلیل رگرسیونی های بهشد. داده

استفاده شد. از روش طرح آزمایشی فاکتوریل برای تولید 

ها، به ذکر ه به حجم بالای دادهها استفاده شد. با توجّداده

  اکتفا شده است. 1 برخی خواص مکانیکی در جدول
 

 روش حل و نگاشت -2-2

ک های مختلف، در ابتدا بایستی از یبرای تحلیل گشودگی

𝑧 اشتتابع نگ = (𝑋 + 𝑠𝑌) مک آن رد تا به کاستفاده ک

های مختلف را به یک دایره با شعاع واحد تبدیل گشودگی

[ رابطه واحدی برای این منظور ارائه 32] 1کرد. ابولفتوح

 کرده است.
X=(cos+wcos(2))                              
Y=-(csin-wsin(2))                                      (1) 

  c. دهدبزرگی گشودگی را نشان می λ (،1در رابطه )که 

معیار تیزی نیز  w .ی کشیدگی گشودگی استدهندهنشان

به  بنا. پارامترهای مذکور استگشودگی  یانحنانرمی و یا 

ای کنند. بری گشودگی مقادیر مختلفی را اختیار میهندسه

است. با  w>0<5/0و  c=1الاضلاع گشودگی مثلث متساوی

انحنای  شود؛ یعنی شعاعتر میگشودگی ملایم ،wکاهش 

یابد. این روند تا تبدیل های گشودگی افزایش میگوشه

ر د کند که( ادامه پیدا میw=0گشودگی مثلثی به دایره )

 قابل مشاهده است. 2شکل 

  

 [22-21واد ]م مکانیکی خواص -1جدول 

𝜈12 12 G
(GPa) 

 2E
(GPa) 

 1E
(GPa) 

 هنام ماد

25/0 0/7 14 42 Glass/Epoxy 

3/0 4/8 14 168 Graphite/Epoxy 

3/0 0/7 21 210 Boron/Epoxy 

26/0 0/6 10 205 Carbon/Epoxy 

 

تحلیل  های مختلف جهتمحاسبه تنشبرای 

 [2تحلیلی ارائه شده توسط لخنیتسکی ] رگرسیونی از حلّ

که بر پایه تئوری الاستیسیته مواد استفاده شده 

ت فوق در مقالا ه به اینکه حلّبا توجّاست. ناهمسانگرد 

از بیان مجدد آن صرف نظر  ،متعددی شرح داده شده است

 [.20-17، 13-12کنیم ]می

 

 ونیتحلیل رگرسی -2-3
در صفحات دارای نقص هندسی ضریب  ،کر استشایان ذ

 ،1E، 2E، 12Gتمرکز تنش، تابعی از پنج متغیر 

𝝂𝟏𝟐 و w 1بعد سازی متغیرها، خواص . ما برای بیاستE، 

2E ،12G  را با یکدیگر تلفیق کردیم. به همین منظور نیز

 برای تنش از نسبت 
𝝈𝜽𝒎𝒂𝒙

𝝈𝒐
استفاده شد که برابر همان  

                                                        
1 Abuelfoutouh 
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در صفحه  تنش یکنواختکه  تنش استضریب تمرکز 

 ؛باشدمی Pa1نامیده شده است و مقدار آن  𝝈𝒐 بدون آسیب

، 1E ،2Eبنابراین با توجه به کسرهای متفاوت از ترکیبات 

12G  از شش گزینه به عنوان متغیرهای مستقل مدل

 استفاده شد. 1رگرسیون خطی چندگانه

های از مدل ،بینی ضریب تمرکز تنشپیشبرای 

ها عبارتند از: مدل مختلف رگرسیون استفاده شد. این مدل

، مدل درجه 4، مدل درجه دوم3، مدل با اثرات متقابل2خطی

ها بسته به تعداد متغیرهای . این مدل5دوم کاهش یافته

این  ،ی حاضرمستقل قابل بسط هستند. برای مطالعه

 .[24] آورده شده است 5 تا 2صورت روابط ها بهمدل

𝑦 =  𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 
(2)                +𝑏3𝑥3 + 𝑏4𝑥4 + 𝑏5𝑥5 + 𝜀 

𝑦 =  𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + 𝑏3𝑥3 + 𝑏4𝑥4 

               +𝑏5𝑥5 + 𝑏12𝑥1𝑥2+ 𝑏13𝑥1𝑥3 

               +𝑏14𝑥1𝑥4 + 𝑏15𝑥1𝑥5 + 𝑏23𝑥2𝑥3 

               +𝑏24𝑥2𝑥4 + 𝑏25𝑥2𝑥5 + 𝑏34𝑥3𝑥4 
(3)                +𝑏35𝑥3𝑥5 + 𝑏45𝑥4𝑥5 + 𝜀 

𝑦 =  𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + 𝑏3𝑥3 + 𝑏4𝑥4 

               +𝑏5𝑥5 + 𝑏12𝑥1𝑥2𝑏13𝑥1𝑥3 + 𝑏14𝑥1𝑥4 

               +𝑏15𝑥1𝑥5 + 𝑏23𝑥2𝑥3 + 𝑏24𝑥2𝑥4 

               +𝑏25𝑥2𝑥5 + 𝑏34𝑥3𝑥4 + 𝑏35𝑥3𝑥5 

               +𝑏45𝑥4𝑥5 + 𝑏11𝑥1
2 + 𝑏22𝑥2

2 

(4)                +𝑏33𝑥3
2 + 𝑏44𝑥4

2 + 𝑏55𝑥5
2 + 𝜀 

𝑦 =  𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + 𝑏3𝑥3 + 𝑏4𝑥4 

               +𝑏5𝑥5 + 𝑏11𝑥1
2 + 𝑏22𝑥2

2 + 𝑏33𝑥3
2 

(5)                +𝑏44𝑥4
2 + 𝑏55𝑥5

2 + 𝜀 
y متغیر پاسخ که در این مقاله ،𝜎𝜃 0. استb ،ضریب ثابت ،

1b-5b  ،12اثرات خطیb ،13b ،14b ،15b ،23b ،24b ،25b ،34b ،

35b  45وb  ،11اثرات درجه دومb ،22b ،33b ،44b  55وb  نیز

 ،نیز 1x-5xخطای مدل و   𝜀باشند.اثرات متقابل می

مدول  1xباشد. در این پژوهش، متغیرهای مستقل می

                                                        
)(MLR Multiple Linear Regression 1 

Linear 2 

)Two Factor Interaction (2FI 3 

Quadratic 4 

Reduce Quadratic 5 

نسبت پواسون  𝐸2 ،3xمدول الاستیک  𝐸1، 2xالاستیک 

𝜈12، 4x  مدول برشی𝐺12  5وx  همانw باشند.می 

نمایانگر شکل کلی تجزیه واریانس مدل  2جدول 

 pها، تعداد داده mرگرسیون خطی چند گانه است. 

ضریب تمرکز تنش محاسبه شده از  yپارامترهای مدل، 

میانگین ضریب تمرکز  ̅ 𝑦پاسخ مدل،  �̂�روش تحلیلی، 

باشند. در مدل رگرسیونی دو عامل می 2تنش در جدول 

( 6sum of squared regressionمجموع مربعات رگرسیون )

(، مجموع 7sum of squared errorsو مجموع مربعات خطا )

 ؛دهند( را تشکیل می 8of squared totalsumتغییرات کل )

های برای هر یک از عاملتوان اثر معنی داری بنابراین می

  مدل ارزیابی کرد.
 

 
 [16بر گشودگی مثلثی ] wتأثیر تغییرات پارامتر  -2شکل 

 

 [24]تجزیه واریانس مدل رگرسیونی  -2جدول 

متوسط 

 مربعات
 مجموع مربعات

درجه 

 آزادی

منبع 

 تغییرات

= R MS
1-/pRSS 

𝑆𝑆𝑅 = ∑(�̂�𝑖 − 𝑦 ̅)2  

𝑛

𝑖=1

 p-1 رگرسیون 

=  EMS
p-/ m ESS 

𝑆𝑆𝐸 = ∑ (𝑦𝑖 − �̂�𝑖)2
𝑛

𝑖=1
 m-p ماندهباقی 

- 𝑆𝑆𝑇 = ∑ (𝑦𝑖 − 𝑦 ̅)2
𝑛

𝑖=1
 m-1 کل 

 

 رگرسیون خطی چندگانهارزیابی مدل  -2-4
گرفته شده  کاردر این پژوهش از مدل رگرسیون خطی به

-ها، بهتمام داده ،است. برای سنجش بهتر قابلیت این مدل

صورت تصادفی به دو گروه کالیبراسیون و آزمون تقسیم 

                                                        
6 SSR 
7 SSE 
8 SST 
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و تست  80های کالیبراسیون برابر با گردیده و سهم داده

ها در نظر گرفته شد. درصد از کل مجموعه داده 20برابر با 

د شوای اطلاق میی کالیبراسیون به مرحلهمرحلهدر واقع 

شود و به که ضرایب مدل رگرسیونی تخمین زده می

های جدید ای که در آن ارزیابی مدل به مجموعه دادهمرحله

همچنین شود. ی تست گفته میمرحله ،گیردصورت می

رگرسیون خطی برای نشان دادن بهتر قابلیت مدل 

استفاده شد. در این نوع  K-foldاز روشی به نام  ،چندگانه

شوند. از زیرمجموعه افراز می K ها بهاعتبارسنجی، داده

 -1K زیرمجموعه، هر بار یکی برای اعتبارسنجی و  Kاین

بار تکرار  K روند. این روالکار میتای دیگر برای آموزش به

ها دقیقا یکبار برای آموزش و یکبار شود و همه دادهمی

روند. در نهایت میانگین نتیجه کار میبرای اعتبارسنجی به

زیده بار اعتبارسنجی به عنوان یک تخمین نهایی برگ K این

نسبت  ،شودای سعی میطبقه K-Fold شود. در روشمی

رمجموعه و در مجموعه اصلی زیر ههای هر کلاس در داده

استفاده شد  =5Kیکسان باشد که در این پژوهش از 

(. در نتیجه پنج مجموعه داده مختلف برای 3 )شکل

 100شد که نهایتاً، کالیبراسیون و ارزیابی مدل ایجاد 

بار تکرار برای هر مدل ایجاد  20مجموعه داده مختلف از 

های مختلف مراحل مختلف c، 3گردید. در شکل 

 دهند.کالیبراسیون را نشان می

 

 
 fold5– اعتبار سنجی -3شکل 

 

 بررسی صحت نتایج   بحث و -3

 مدل شکلانتخاب متغیرها و  -3-1
در  رگرسیون خطی چندگانهتخمین ضرایب رگرسیون مدل 

       پذیرد. برای ارزیابی ی کالیبراسیون صورت میمرحله

مجموعه  100از مراحل کالیبراسیون و تست از  ،هر مدل

   یابی به داده متفاوت استفاده شده است. برای دست

 5-2برازش برای تمامی روابط  ،بهترین مدل رگرسیونی

     طای مدلمیانگین خ 3صورت پذیرفت. در جدول 

(Mean Absolute Percentage Error)1  و انحراف معیار

برای سنجش  2(Root Mean Square Error) خطاهای مدل

با چهار متغیر در سه مرحله  رگرسیون خطی چندگانه مدل

کالیبراسیون، تست و کل آورده شده است. با توجه به نتایج 

از تخمین تمرکز تنش در گشودگی مثلثی دست آمده به

ها به عنوان بهترین متغیّرهای مدل رگرسیون خطی آن

𝑬𝟐متغیرهای  شود.چندگانه استفاده می

𝑬𝟏
,

𝑬𝟏

𝑮𝟏𝟐
, 𝝂𝟏𝟐 , 𝒘 ،

انحراف معیار خطاهای و  خطامنجر به کمترین مقدار برای 

تخمین تمرکز تنش در گشودگی شد. بنابراین جهت  مدل

 MLRها به عنوان بهترین متغیّرهای مدل مثلثی از آن

 شود.استفاده می

ثر برای ؤمباحث قبلی بهترین متغیّرهای مستقل مدر 

هایی که مشخص شد. شکلرگرسیون خطی چندگانه مدل 

، د عبارتند از: خطی، اثرات متقابلگیراین مدل در بر می

درجه دوم کاهش یافته و درجه دوم که برای یافتن بهترین 

ارزیابی شدند. برای  رگرسیون خطی چندگانهشکل مدل 

ارزیابی دقیق مـدل از دو روش استفاده شد. ارزیابی روش 

های معنی دار رگرسیون گام به گام جهت پیدا کردن عامل

در مدل در مرحله کالیبراسیون و همچنین ارزیابی با 

صورت پذیرفت. میانگین و انحراف  K-foldاده از روش استف

آمده است. جهت تخمین ضریب  4در جدول  ،هامعیار مدل

تمرکز تنش در گشودگی مثلثی با کمترین خطای ممکن، 

 اثرات متقابلهای درجه دوم، درجه دوم کاهش یافته، مدل

  و خطی استفاده شدند که با توجه به نتایج، مدل درجه 

 رگرسیون خطی چندگانهدوم به عنوان بهترین مدل 

       برابر ،انتخاب شد. میانگین درصد خطای کل این مدل

     یابی به همچنین برای دست ؛درصد شد 34/11 با

  بهترین نتیجه برای ضریب تمرکز تنش، انواع تبدیلات 

         5مورد بررسی قرار گرفت که نتایج آن در جدول 

میانگین درصد خطای کل مدل برابر با  نهایتاًآمده است و 

 شد. 90/1

 

                                                        
1 MAPE 
2 RMSE 
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 عیب شناسی مدل رگرسیون -3-2

اعتبار بخشیدن به مدل رگرسیونی عواملی همچون،  برای

نرمال بودن توزیع آماری خطاهای مدل رگرسیون، نبود 

خود همبستگی بین خطاها و مستقل بودن خطاها نیاز 

برای تخمین ضریب است. با توجّه به مطالب ذکر شده 

ی دوّم انتخاب شد. تمرکز تنش، مدل رگرسیونی درجه

برای اعتماد به این مدل آن را مورد سنجش قرار دادیم. 

 4نتایج ارزیابی مدل در مرحله کالیبراسیون، در شکل 

(، پراکندگی خطاهای c( و )a) 4آورده شده است. در شکل 

ین خطاهای شود؛ بنابرامدل پیرامون خط نرمال مشاهده می

مدل تابع روند توزیع نرمال هستند. البته نتیجه آزمون 

اسمیرنوف نیز، این فرضیه را تأیید کرد -کلموگرف

(05/0<p-value شکل .)4 (b( و )d نیز به ترتیب )

نمایانگر، توزیع یکنواخت و مستقل خطا، نبود خود 

دلیل عدم وجود همبستگی بین خطاهای مدل رگرسیونی به

 روند تغییرات مشخصی برای آن هستند. 

 

 به ازای متغیرهای مختلف رگرسیون خطی چندگانهمیانگین و انحراف معیار خطای مدل  -3جدول
  کالیبراسیون تست کل

MAPE RMSE MAPE RMSE MAPE RMSE متغیرها 

44/0±27/33 00/0±20/4 98/1±42/33 16/0±22/4 47/0±23/33 04/0±19/4 
𝐸1

𝐸2

,
𝐸1

𝐺12

, 𝜈12, 𝑤 

43/0±27/34 00/0±38/4 20/2±39/34 19/0±39/4 51/0±24/34 04/0±37/4 
𝐸1

𝐸2

,
𝐺12

𝐸1

, 𝜈12, 𝑤 

44/0±34/33 00/0±10/4 22/2±47/33 17/0±12/4 47/0±30/33 04/0±10/4 
𝐸2

𝐸1

,
𝐸1

𝐺12

, 𝜈12, 𝑤 

46/0±50/36 00/0±80/4 49/2±74/36 21/0±81/4 74/0±44/36 05/0±79/4 
𝐸2

𝐸1

,
𝐺12

𝐸1

, 𝜈12, 𝑤 

46/0±31/36 00/0±77/4 51/2±50/36 22/0±78/4 49/0±26/36 05/0±76/4 
𝐸2

𝐸1

,
𝐸2

𝐺12

, 𝜈12, 𝑤 

45/0±53/36 00/0±82/4 53/2±72/36 22/0±84/4 50/0±48/36 05/0±81/4 
𝐸2

𝐸1

,
𝐺12

𝐸2

, 𝜈12, 𝑤 

 

 رگرسیون خطی چندگانههای مختلف نتیجه ارزیابی مدل -4جدول

  کالیبراسیون تست کل

MAPE RMSE MAPE RMSE MAPE RMSE مدل 

 خطی 04/0±10/4 47/0±30/33 17/0±12/4 22/2±47/33 00/0±10/4 44/0±34/33

 اثرات متقابل 03/0±50/3 30/0±75/25 13/0±53/3 09/1±98/25 00/0±51/3 28/0±79/25

 یافتهدرجه دوم کاهش 03/0±51/2 35/0±81/19 13/0±54/2 58/1±04/20 00/0±52/2 31/0±85/19

 درجه دوم 01/0±34/1 15/0±29/11 04/0±36/1 90/0±53/11 00/0±34/1 12/0±34/11

 

 رگرسیون خطی چندگانهنتایج ارزیابی تبدیلات مختلف مدل  -5جدول 

  کالیبراسیون تست کل

MAPE RMSE MAPE RMSE MAPE RMSE مدل 
01/0±90/1 01/0±83/0 11/0±93/1 11/0±84/0 03/0±89/1 02/0±82/0 𝑙𝑛(𝑦) = 𝑓(𝑥) 

33/0±24/29 00/0±53/3 73/1±57/29 12/0±56/3 45/0±16/29 03/0±52/3 𝑦 = 𝑓(𝑙𝑛(𝑥)) 

05/0±74/10 15/0±20/2 23/0±82/10 15/0±21/2 09/0±72/10 01/0±20/2 𝑙𝑛 (𝑦) = 𝑓(𝑙𝑛(𝑥)) 

21/0±72/18 00/0±19/2 24/1±94/18 06/0±21/2 24/0±66/18 01/0±19/2 𝑦 = 𝑓(√𝑥) 
05/0±80/8 01/0±42/1 35/0±90/8 07/0±43/1 08/0±77/8 00/0±41/1 √𝑦 = 𝑓(√𝑥) 

14/0±68/5 23/0±39/4 79/0±75/5 15/1±41/4 12/0±68/5 18/0±35/4 
1

𝑦
= 𝑓(𝑥) 

01/0±97/2 01/0±62/1 25/0±01/3 25/0±63/1 06/0±96/2 03/0±62/1 
1

√𝑦
= 𝑓(𝑥) 
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 رگرسیون خطی چندگانه اعتبار مدل رگرسیوننتایج ارزیابی  -4شکل 

 

 تجزیه واریانس مدل رگرسیون -3-3
 رگرسیون خطی چندگانهم ی دوّواریانس مدل درجه تجزیه

دهد که تمامی عوامل نشان می p-valueه به مقادیر با توجّ

مؤثر مدل که توسط روش رگرسیون گام به گام انتخاب 

اند. دار شدهدر سطح معنی داری یک درصد معنی ،اندشده

از مدل  <05/0p-valueبه دلیل مقدار  𝑥3𝑥4تنها عامل 

علاوه بر این، نتایج نشان دادند که دوم حذف شد.  یدرجه

 ( و ضریب تبیین تصحیح شده𝑅2مقدار ضریب تبیین )

(𝑅𝑎𝑑𝑗
برابری دلیل بنابراین به ؛( مدل با یکدیگر برابر هستند2

های مدل جهت توان گفت که عاملاین دو مقدار می

همچنین مدل  ؛کنندتخمین ضریب تمرکز تنش کفایت می

درصد  99حدود  ،رگرسیونی کالیبره شده توانسته است

های مدل تغییرات ضریب تمرکز تنش را به کمک عامل

در نتیجه بهترین شکل مدل بدین صورت  ؛تبیین کند

  آورده شده است. 6آن در جدول که نتایج  انتخاب شد

 

پذیری  یداری و قابلیت تعمیمسنجش آماری، پا -3-4

 مدل رگرسیون
ارزیابی آماری نیز برای نشان دادن بهتر اعتبار مدل 

، علاوه 7رگرسیونی استخراج شده، استفاده شد. در جدول 

 حاصل از آزمون آماری مقایسه میانگین،  p-valueبر مقادیر

ی واقعی و توزیع آماری دو مجموعه دادهواریانس و 

لثی در شده از ضریب تمرکز تنش گشـودگی مث ینبیپیش

های دو مرحله کالیبراسیون و تست، مقادیر برخی ویژگی

و  3، چولگی2، واریانس1میانگین ،توصیفی شاملآمار 

دو مجموعه داده مذکور نیز آورده شده است.  4کشیدگی

اسمیرنو برای -فیشر و کولموگروف، t-testهای آماری آزمون

میانگین، واریانس و توزیع آماری در سطح معنی  مقایسه

درصد استفاده شد. نتایج نشان دادند که بین  5داری 

                                                        
1 Mean 
2 Variance 
3 Skewness 
4 Kurtosis 
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     بینیهای آماری توصیفی مقادیر واقعی و پیشویژگی

   شده در هر دو مرحله کالیبراسیون و تست، اختلاف 

       ین با توجه به مقدارهمچن ؛بسیار ناچیزی وجود دارد

p-value>05/0 توان اظهار داشت که هر وارد میدر تمام م

رکز تنش بینی شده از تمواقعی و پیش دو مجموعه داده

توان به این لذا می ؛دیگر هستندلثی مشابه یکگشودگی مث

نتیجه رسید که محاسبه ضرایب مدل رگرسیونی به خوبی 

 است.انجام شده 

 

رگرسیون جه تجزیه واریانس مدل درجه دوم نتی -6 جدول

 خطی چندگانه

P-value F-value MS SS DF  

 مدل 13 69/398 67/30 40136 00/0

00/0 108556 95/82 95/82 1 𝑥1(
𝐸2

𝐸1

) 

00/0 36282 72/27 72/27 1 𝑥2(
𝐸1

𝐺12

) 

00/0 50/33 03/0 03/0 1 𝑥3(ν12) 

00/0 354860 15/271 15/271 1 𝑥4(𝑤) 

00/0 295 23/0 23/0 1 𝑥1𝑥2 

00/0 61/34 03/0 03/0 1 𝑥1𝑥3 

00/0 82/18 01/0 01/0 1 𝑥1𝑥4 

00/0 34/502 38/0 38/0 1 𝑥2𝑥3 

00/0 21/90 07/0 07/0 1 𝑥2𝑥4 

00/0 88/2948 25/2 25/2 1 𝑥1
2 

00/0 30/663 51/0 51/0 1 𝑥2
2 

00/0 48/13 01/0 01/0 1 𝑥3
2 

00/0 17473 35/13 35/13 1 𝑥4
2 

  00/0 76/0 998 Error 

   46/339 1011 Total 

81/99𝑅𝑎𝑑𝑗
2 = 𝑅2 = 

 

کند که شیب و عرض از مبدأ خط بیان می 5شکل 

تقریبا برابر با یک و  ،رگرسیونی ما بین دو مجموعه داده

نزدیک به صفر است. همچنین در هر دو مرحله 

   همبستگی بین کالیبراسیون مدل و تست،  مقدار ضریب

     شده برابر با ی واقعی و پیش بینی دو مجموعه داده

   رگرسیون توان عملکرد مدل بنابراین می است؛ 99/0

         قابل  در مرحله تست را نیز کاملاً خطی چندگانه

قبول دانست. در واقع تنها در مقادیر بالای تنش مقداری 

منطبق  ایین کاملاًولی در مقادیر پ ،شودانحراف دیده می

 باشد.می

 80ها به شکل تصادفی برای ارزیابی مدل، از تمام داده

درصد باقی مانده نیز  20درصد برای تخمین ضرایب مدل و 

شد. در ادامه درصد  کار گرفتهبرای تست مدل به

کالیبراسیون کاهش داده شد که نتایج آن در  ایمجموعه

آورده شده است. این اقدام برای بهتر نشان دادن  8جدول 

در مقابل  رگرسیون خطی چندگانهمدل تعمیم پذیری 

های کالیبراسیون صورت ی مجموعه دادهکاهش اندازه

شود که مقادیر پذیرفت. با بررسی نتایج مشاهده می

درصد اختلاف  20جز در اندازه  ،میانگین خطاهای مدل

 20زیادی با یکدیگر ندارند. البته این مقدار برای اندازه 

 98/1های کالیبراسیون نیز برابر با درصد مجموعه داده

 درصد شد که رضایت بخش است.

های انجام شده مدل رگرسیونی قابل طبق ارزیابی

زیرا اولا محاسبه ضریب رگرسیونی کاملا  ؛اعتماد است

های کالیبراسیون بوده و بهترین بسته به مجموعه دادهوا

 مجموعه داده کالیبراسیون 100مجموعه داده از بین 

که نتایج قابل قبولی در هر دو مرحله  انتخاب شد

کالیبراسیون و تست کسب کردند. ثانیاً با مقایسه این نتایج 

ها برای با مقادیر خطای مدل در حالتی که همه داده

ن استفاده شدند؛ نمایانگر قابلیت تعمیم پذیری کالیبراسیو

توان بیان کرد که . همچنین میاستخوب مدل رگرسیونی 

 .برخوردار استمدل از خاصیت پایداری پیش بینی خوبی 

دلیل این امر نیز پایین بودن مقدار انحراف معیار خطاها 

های صورت گرفته نتایج با علاوه بر تمامی تحلیل .است

است.  آمده 9 جدول در نتایج که شد مقایسه نیز مقالات برخی

، GPa(4/47=1E(نتایج برای شیشه/اپوکسی با مشخصات 

)GPa(2/16=2E ،)GPa(7=12G  26و/𝜈120=  و فولاد         

 گزارش شده =𝜈 3/0و  =207E= ،(GPa)3/79G(GPa)با 

 است. 
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با استناد به نتایج برای محاسبه ضریب تمرکز تنش 

ه که بر پای کرد یناناطمتوان به مدلی می گشودگی مثلثی

روش رگرسیونی استخراج شده است؛ بنابراین مدل نهایی 

قابل   6جهت محاسبه ضریب تمرکز تنش به شکل رابطه 

 ارائه است.

𝑙𝑛 (
𝜎𝜃

𝜎𝑜
) = 41/87−1/02

𝐸2

𝐸1
+0/63

𝐸1

𝐺12
+0/66𝜈12 +0/𝑤0  

         + 02/82
𝐸2

𝐺12
−0/28

𝐸2

𝐸1
𝜈12 −0/

𝐸2

𝐸1
𝑤0  

         − 01/003
𝐸1

𝐺12
𝜈12 −0/54

𝐸1

𝐺12
𝑤 +0/(

𝐸2

𝐸1
)20  

(6)          −8𝑤2/0𝜈12
2 −93/9(

𝐸1

𝐺12
)2 −55/38)5-10( 

 

 خطی چندگانهرگرسیون ارزیابی آماری عملکرد پیش بینی مدل درجه دوم  -7 جدول

  کالیبراسیون تست

Kur. Ske. Var. Mean Kur. Ske. Var. Mean  

4/04 1/30 86/16 13/73 4/30 1/42 90/51 13/71 Actual 

4/71 1/40 85/05 13/65 5/02 1/55 92/12 13/71 Predicted 

0/93 0/92 0/92 0/98 0/78 0/99 p-value 

 

 
 رگرسیون خطی چندگانه تمرکز تنش واقعی و پیش بینی شده توسط مدلارزیابی توافق مقادیر ضریب  -5شکل 

 

 رگرسیون خطی چندگانه ارزیابی قابلیت تعمیم پذیری مدل درجه دوم -8جدول 
   کالیبراسیون تست کل

MAPE RMSE MAPE RMSE MAPE RMSE  TS (%) 

1/90 0/83      100 

1/90±0/01 0/83±0/01 1/93±0/11 0/84±0/11 1/89±0/03 0/82±0/02 �̅� ± 𝑠𝑡𝑑 
80 

1/91 0/82 2/04 0/80 1/88 0/82 Best 
1/91±0/01 0/83±0/02 1/94±0/06 0/84±0/07 1/89±0/05 0/82±0/03 �̅� ± 𝑠𝑡𝑑 

60 
1/93 0/80 2/03 0/80 1/86 0/81 Best 

1/91±0/03 0/83±0/02 1/95±0/05 0/84±0/06 1/89±0/08 0/81±0/06 �̅� ± 𝑠𝑡𝑑 
40 

1/93 0/81 1/97 0/81 1/88 0/80 Best 
1/98±0/05 0/85±0/05 2/01±0/06 0/86±0/08 1/87±0/14 0/80±0/10 �̅� ± 𝑠𝑡𝑑 

20 
2/04 0/79 2/04 0/80 2/06 0/77 Best 

Calibration: y = 0.99x + 0.06, R² = 0.99
Test: y = 1.00x - 0.04, R² = 0.99

2
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دست آمده از تحقیق حاضر مقایسه مقادیر تنش به 9جدول 

 [ برای گشودگی مثلثی20-18، 13-12، 8و مراجع ]

 نام مادهّ w مرجع مطالعه حاضر

4/0995 4/1323 0/02 

Glass/Epoxy 

(CE 9000) 

[12-13 ،18-20] 
4/3146 4/3102 0/06 

4/6718 4/6591 0/1 

3/0559 3/0769 0/04 
Isotropic (Steel) 

[13-12 ،20-18]  
3/2368 3/2849 0/08 

3/5271 3/6088 12/0 

7999/21 0100/22 33/0 
Boron/Epoxy 

[8] 
 

 نتیجه گیری -4
صریح برای محاسبه تمرکز  ایرابطه ،در این مقاله سعی شد

تنش برحسب خواص مکانیکی ارائه شود. این رابطه برای 

که تحت تنش  به دست آمد صفحات حاوی گشودگی مثلثی

 ابتـدا بـا ،انــد. برای ایـن منـظـورمحوری  قـرار گـرفتهتک

تحلیلی برپایه روش متغیر مختلط،  استفاده از یک روش حلّ

دی از صفحات دارای گشودگی توزیع تنش برای تعداد زیا

محاسبه شد؛ سپس با استفاده از رگرسیون خطی چندگانه، 

ای صریح بین ضریب تمرکز تنش و خواص مکانیکی رابطه

 ارائه شد.

با اهتمام به مطالب ذکر شده، مقادیر ضریب تمرکز تنش 

رگرسیون خطی واقعی و پیش بینی شده توسط مدل 

ها مقدار کمی بوده و در آنتقریبا برابر با یکدیگر  چندگانه

همچنین مقدار ضریب همبستگی  ؛شوداختلاف مشاهده می

پیشنهادی  بنابراین حلّ؛ است 99/0بین آن دو نیز برابر با 

 ارائه شده قابل اعتماد است.

-دست آمده این امکان را برای طراح فراهم میمعادله به

در ه، میزان تنش را کند که با داشتن خواص مکانیکی مادّ

w های مختلف محاسبه کند. با استفاده از این معادله طراح

جای انجام پروسه سنگین و محاسبات دشوار تنها تواند بهمی

دست آمده ی بهدر رابطه wبا جایگذاری خواص مکانیکی و 

دست آورده و نیاز بیشترین مقدار تنش حول گشودگی را به

 کند. های طراحی ارضاه به محدودیتخود را با توجّ

 ها نشانه و علایم -5

 𝑏0 ضریب ثابت

 اثرات درجه دوم
𝑏𝑖𝑗 

(𝑖 = 1 − 4, 
𝑗 = 2 − 5, 

𝑖 ≠ 𝑗) 

𝑏𝑖𝑖 اثرات متقابل  (i=1-5) 

 c کشیدگی گشودگی

 Pa 𝐸1، مدول الاستیک طولی

 Pa، الاستیک عرضیمدول 
𝐸2 

 Pa 𝐺12مدول برشی، 

 m هاتعداد داده

 p پارامترهای مدل

 w گشودگی یانحنا

𝑥𝑖 متغیر مستقل  (i=1-5) 

ضریب تمرکز تنش محاسبه شده از روش 

 Paتحلیلی، 
𝑦 

 Pa �̂�پاسخ مدل، 

 ̅ Pa 𝑦میانگین ضریب تمرکز تنش، 

 𝑧 تابع نگاشت

 𝜈12 نسبت پواسون

 Pa 𝜎𝜃تنش نرمال، 

 Pa 𝜎𝑜تنش اعمالی، 

 𝜀 خطای مدل

 λ بزرگی گشودگی
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