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 چکیذٌ
ثٝ ػٙٛاٖ یىی اظ ٔسبئُ ولاسیه زض ظٔیٙٝ ٔىب٘یه سیبلات ضٙبذتٝ  ،یبفتٝ سیبَ زض وب٘بَ پط ضسٜ اظ ٔحیظ ٔترّرُ  خطیبٖ تٛسؼٝ

. ٔؼبزِٝ زاضسی ثٝ ػٙٛاٖ است ٞبیی ضسٜ تٛغیف چٙیٗ خطیبٖ  ٞبی ضٙبذتٝ اظ ٔسَ ،ضٛز. ٔسَ زاضسی، ثطیٙىٕٗ ٚ ثطیٙىٕٗ فٛضضٟیٕط ٔی

تطْ  است. زض ٔؼبزِٝ ثطیٙىٕٗ  پطوبضثطزتطیٗ ٔؼبزِٝ ثط اسبس تططیح ٘یطٚی اغغىبوی ثیٗ سیبَ ٚ ضجىٝ خبٔس ٔترّرُ ضىُ ٌطفتٝ

یه تطْ زضاي زضخٝ  ،ضٛز ٚ زض ٟ٘بیت تطْ فٛضضٟیٕط ٔطبثٝ تطْ لاپلاسیٗ زض ٔؼبزِٝ ٘بٚیط استٛوس ثٝ ٔؼبزِٝ زاضسی اضبفٝ ٔی ،ٚیسىٛظیتٝ

 وٙس.  خبٔس ثط سیبَ ضا ثیبٖ ٔیزْٚ ٘بضی اظ تبثیط 

زض ایٗ ٔمبِٝ ضٕٗ اضائٝ یه تحّیُ ٔدب٘جی ثطای ٘بپبیساضی ذغی سیبَ زض اػساز ٔٛج وٛچه، ثب ٔؼطفی ٔدٕٛػٝ تٛاثغ ٔتؼبٔس ٚیژٜ ٔسأِٝ، 

ا٘س.  یط اضائٝ ضسٜٔمبزیط ضیِٙٛسظ ٚ سطػت ٔٛج ثحطا٘ی ثٝ اظاء ٔمبزیط ٔرتّف ػسز زاضسی، ٕٞچٙیٗ تبثیط ضطیت فٛضضٟیٕط ثط ایٗ ٔمبز

 است.  ثیبٍ٘ط زلت ٔٙبست ٚ وبضایی ضٚش اضائٝ ضسٜ ،ٖبٔمبیسٝ ٘تبیح ثب ٘تبیح سبیط ٔترػػ

 .٘بپبیساضی خطیبٖ سیبَ ؛یبفتٝ خطیبٖ تٛسؼٝ ؛فطضٟیٕط -ثطیٙىٕٗ ؛ٔحیظ ٔترّرُ :کلمات کلیذی
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Abstract 
Analysis of developed fluid flow in a porous channel is one of the classical problems of fluid mechanics. The 

Darcy model, Brinkman and Brinkman Forchheimer are the most well-known models for describing such 

flows. Among those, Darcy equation is the most simple model which widely is used to describe the relation 

of frictional force between fluid and porous solid network. In Brinkman equation, the viscosity term -same to 

Laplacian term in the Navier Stokes equation- is added to the Darcy equation. Eventually, according to the 

solid effect on the fluid, Forschimmer term expresses a quadrature drag term. 

This paper, presents an asymptotic analysis for linear fluid instability for small wave numbers by introducing 

set of orthogonal eigenfunctions  and resulted critical Reynolds Numbers and critical wave velocities for 

different values of the Darcy number. Likewise the current paper, presents the effect of the Forchheimer 

coefficient on these values. Compared to results of other researchers, accuracy and efficiency of the 

proposed method is depicted. 
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  مقذمٍ -1
پطوبضثطزتطیٗ ٔؼبزِٝ خٟت ثیبٖ خطیبٖ سیبَ ٔؼبزِٝ زاضسی 

ٞبی  ثب تٛخٝ ثٝ ٔحسٚزیت .[1] زض ٔحیظ ٔترّرُ است

ایٗ ضٚش ثٝ ٚیژٜ ثٝ ٔٙظٛض تػحیح تبثیط ٘یطٚی اغغىبن 

ٕط ٔؼبزِٝ ثب ضجىٝ خبٔس ٔحیظ ٔترّرُ، فٛضضٟیسیبَ 

ضسٜ  افعٚزٜ ػجبضت ،تٛاٖ ٌفت ٔیزاضسی ضا ثٟجٛز ثرطیس. 

ٕٗ ضسٖ ٔؼبزِٝ ثطیٙى  سجت غیطذغی ،زض ٔؼبزِٝ فٛضضٟیٕط

 .[1] زضٛ ٔی

زاز٘س وٝ تبثیط تطْ   ٘طبٖ ،[2]ٔٛ٘بف ٚ ٕٞىبضاٖ 

ایٙطسی زض خطیبٖ سیبَ زض ٔحیظ ٔترّرُ تحت ضطایغی 

ثبظیبثی چبٜ ٘فت وٝ  ،ٟٔٓ ذٛاٞس ثٛز. زض ٔسبئّی اظ لجیُ

ٍٞٙبٔی وٝ  ضٛز، خطیبٖ ٘فت تٛسظ ثربض پطفطبض ٞسایت ٔی

خطیبٖ سیبَ زض حبِت ٌطازیبٖ فطبض ثسیبض ظیبز ثبضس یب 

 چٍبَ، تطْ ایٙطسی ٔٛثط ذٛاٞس ثٛز. 

خطیبٖ سیبَ پط فطبض  ،[3]ضخب ٌٛپبَ ٚ سبثطا ٔب٘یبٔٛ 

ٕٞطاٜ ثب ٌطازیبٖ فطبض ثبلا ضا ثب زض ٘ظطٌطفتٗ ٚیسىٛظیتٝ 

سبظی ٚ ثطضسی وطز٘س. وب٘بٖ ٚ ضخب  ٔسَ ،ٚاثستٝ ثٝ فطبض

ٕٞچٙیٗ خطیبٖ سیبَ پطفطبض ضٚی یه غفحٝ  ،[4] بٌَٛپ

زاض ثب ٌطازیبٖ فطبض ظیبز ٘بضی اظ خبشثٝ ضا ثطضسی  ضیت

ٌط ٌستطش لایٝ ٔطظی ثٛز  ٘طبٖ ،وطز٘س ٚ ٘تبیح ایٗ ثطضسی

 ،زض ٞط زٚ ثطضسی است.  تٕطوع یبفتٝ چطذصوٝ زض آٖ 

ضسٜ اظ تطْ ایٙطسی   خطیبٖ پبیب ٚ ثٝ ٚاسغٝ فطْ ٚیژٜ فطؼ

 است.  ٘ظط ضسٜغطف 

سیبَ  آضاْٚفبئی ٚ ویٓ یه حُ تحّیّی ثطای خطیبٖ  

زض  .[5] ب٘بَ حبٚی ٔحیظ ٔترّرُ اضائٝ وطز٘سزضٖٚ یه و

ثٛز وٝ لایٝ ٔطظی تب ٔطوع وب٘بَ    ایٗ ٔسَ فطؼ ضسٜ

ٌط  ٘طبٖ ،یبثس. ٔمبیسٝ ایٗ حُ ثب حُ ػسزی ٌستطش ٕ٘ی

زض غٛضتی وٝ ػسز زاضسی  ، اِجتٝتغبثك ذٛة ٘تبیح است

افعایص  ،زِیُ ایٗ ٔٛضٛع .[6] وٛچىتط اظ یه ثبضس

ٔطظی ٔٛٔٙتٛٔی ثٝ زِیُ افعایص ػسز زاضسی  ضربٔت لایٝ

 .[7]است 

یه پبسد تحّیّی زیٍط ثطای  ،[8] ٘یّس ٚ ٕٞىبضاٖ

 ٔطظی اضائٝ ٌیطی اظ تمطیت لایٝ ٕٞبٖ ٔسأِٝ ثسٖٚ ثٟطٜ

تٛسظ ویٓ ٚ ٚفبئی، ایٗ ضسٜ   ثطذلاف پبسد اضائٝ .ٕ٘ٛز٘س 

تط اظ یه وبضثطزی  پبسد ثطای خطیبٖ ثب ػسز زاضسی ثعضي

ٞبی ثب ػسز زاضسی وٛچىتط اظ یه ثٝ  است ٚ ثطای خطیبٖ

زِیُ افعایص ذغب زض ٔحبسجٝ ا٘تٍطاسیٖٛ ػسزی وٝ ٔجٙبی 

زٞس، اظ زلت ٔٙبسجی ثطذٛضزاض  ایٗ پبسد ضا تطىیُ ٔی

 .٘یست

اظ  ،ٞبی ٔترّرُ ٘یع ثطضسی خطیبٖ آضفتٝ زض ٔحیظ

ٖ زض ایٗ حٛظٜ بٔٛضٛػبت ٟٔٓ ٔٛضز ثطضسی تٛسظ ٔحمم

ثب استفبزٜ اظ  ،[9]ضٛز. آٚضأٙىٛ ٚ وٛظ٘تسف  ضٙبذتٝ ٔی

ثطای سیبَ  آضفتٝ، یه ٔسَ ٔبوطٚسىٛپیه RGMضٚش 

 زاز٘س.   پیطٟٙبزغیطلبثُ تطاوٓ زض ٔحیظ ٔترّرُ 

 k-εثٝ غٛضت یه ٔسَ  ،ضسٜ  ٞبی اضائٝ اغّت ٔسَ

سبظی ٔبوطٚسىٛپیه  ا٘س وٝ خٟت ضجیٝ ؼٝ زازٜ ضسٜتٛس

زض ٔحیظ ٔترّرُ لبثُ استفبزٜ ذٛاٞس ثٛز.  آضفتٝخطیبٖ 

، ثطضسی سبظی ٔبوطٚسىٛپیه خطیبٖ آضفتٝ طغٓ ٔسَػّی

وٕتط ٔٛضز تٛخٝ لطاض  ،آضفتٝثٝ  آضاْضطایظ اتػبِی اظ 

 .[10]است   ٌطفتٝ

ٔٛاظی ثطضسی ٘بپبیساضی سیبَ زض یه وب٘بَ ثب غفحبت 

ضس. ٚی ثب استفبزٜ اظ تطبثٝ ثیٗ   اضائٝ [11] تٛسظ ٘یّس

ایٗ  ،زض ٔحیظ ٔترّرُخطیبٖ زضٖٚ وب٘بَ ٚ خطیبٖ 

ٕ٘ٛز ٚ ٔؼبزِٝ ثٝ وبض ضفتٝ ثطای خطیبٖ سیبَ   ٝثطضسی ضا اضائ

زض وب٘بَ پطضسٜ ثب ٔحیظ ٔترّرُ، ٔؼبزِٝ ثطیٙىٕٗ ٚ 

 -ٞبضتٕٗ فّٛ– MHD ضسٜ ت خطیبٖ سبذتٝخطیبٖ ثٝ غٛض

  .ٔٙظٛض ضسٜ ثٛز

یبفتٝ   پبیساضی خطیبٖ تٛسؼٝ ،[12] آٚاضتب٘ی ٚ حٕساٖ

سیبَ زض ٔحیظ ٔترّرُ ٚ تبثیط ضجىٝ ٔترّرُ ٚ ایٙطسی 

 ٔبویٙسٜآٖ ضا ٔٛضز ٔغبِؼٝ لطاض زاز٘س.  ٔیىطٚسىٛپی ثط

، ٘بپبیساضی ٌصضا ٘بضی اظ اغتطبش وٛچه زض خطیبٖ [13]

ٔٛضز  ضا ضسٜ ثب ٔحیظ ٔترّرُ سیبَ زض یه وب٘بَ پط

ثطای پبضأتطٞبی ثحطا٘ی، پبیساضی ثطای  زاز ٚ ثطضسی لطاض

ٔحسٚزٜ ٚسیؼی اظ پبضأتطٞبی ضىّی ٔحیظ ٔترّرُ ثٝ 

 زست آٚضز. 

زض ٔحیظ  ٚیسىٛظخطیبٖ  اٍ٘طتی ٘بپبیساضی زض ظٔیٙٝ 

٘بضی اظ خبیٍعیٙی سیبَ ٚیسىٛظ ثب سیبَ زاضای  ٔترّرُ

است  ت ٌطفتٝ ٔغبِؼبت ظیبزی غٛض ،ٚیسىٛظیتٝ وٕتط ٘یع

ٞب ٔؼبزِٝ زاضسی ضا ثٝ ػٙٛاٖ ٔؼبزِٝ  وٝ عیف ٚسیؼی اظ آٖ

سبظی یب ثطضسی خبثدبیی سیبَ  اغّی ثطای ثطای ضجیٝ

ٚ  ضبٜ ٘ظطی ٔمبِٝتٛاٖ ثٝ  اظ خّٕٝ آٟ٘ب ٔی ،ا٘س زض٘ظطٌطفتٝ

٘یٛتٛ٘ی زض  سیبَ خطیبٖ ٘بپبیساضیزضٔٛضز  ،[14ٕٞىبضاٖ ]

[ 15٘ٛضٚظی ٚ ضٛلی ]پژٚٞص ٔحیظ ٔترّرُ ٍٕٞٗ، 

سبظی خبثدبیی خطیبٖ سیبَ غیط٘یٛتٛ٘ی زض ٔحیظ  ضجیٝ
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[ وٝ ثب 16ٕٞچٙیٗ وبض ویٟب٘ی ٚ ٕٞىبضاٖ ] ٘بٕٞسبٍ٘طز ٚ

استفبزٜ اظ ٔؼبزِٝ زاضسی ثٝ ثطضسی غیطذغی ٘بپبیساضی زض 

   ا٘س. یه سیبَ ٚیسىٛالاستیه پطزاذتٝ

یه ثطضسی وّی زض ظٔیٙٝ  ،[16ضخبٌٛپبَ ٕٚٞىبضاٖ]

بیساضی سیبَ زض ٔحیظ ٔترّرُ ثط اسبس ٔؼبزِٝ وّی ٘بپ

 ثطیٙىٕٗ ٕٞطاٜ ثب ٔلاحظٝ تطْ ایٙطسی ا٘دبْ زاز٘س.

زض تىٕیُ  پژٚٞص اضبضٜ ضسٜ ضخبٌٛپبَ زض ایٗ ٔمبِٝ 

 1سبٔطفّس-یه فطْ ثٟجٛز یبفتٝ اظ ٔؼبزِٝ اٚض، ٕٞىبضاٖ ٚ

ثطضسی ٘بپبیساضی سیبَ زض ٔحیظ  ثطایآٔسٜ ٚ اظ آٖ   ثسست

است. زض ٔؼبزِٝ حبغُ   ٔٛضز استفبزٜ لطاض ٌطفتٝ ،ٔترّرُ

زضاي ذغی )زاضسی( ٚ زضخٝ زْٚ )فٛضضٟیٕط(  ،ٞط زٚ تطْ

است. زض ٌبْ اَٚ ثب استفبزٜ اظ ضٚش   ضسٜ  زض ٘ظط ٌطفتٝ

تحّیُ اغتطبضی ثب پبضأتط وٛچه، ٘بپبیساضی ذغی سیبَ 

زض  .است  ثطضسی ٚ ٘تبیح اضائٝ ضسٜ ،ٞبی ثّٙس زض عَٛ ٔٛج

ٔجتٙی ثط تٛاثغ ٔتؼبٔس ٔٝ ضٕٗ ٔؼطفی یه ضٚش تّفیمی ازا

ثط حست تبثغ ٚظ٘ی حبغُ اظ پبسد ٔؼبزِٝ ذغی، تبثیط ٞط 

زٚ تطْ زاضسی ٚ فٛضضٟیٕط ثط پبضأتطٞبی ثحطا٘ی پبیساضی 

 است.  ٌطفتٝ لطاض ثحث ٔٛضز ،تحّیّی ثػٛضت ٚ ثطضسی ،سیبَ

 

 سازی ي فرمًلاسیًن مذل -2
ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ سیبَ ٚیسىٛظ غیطلبثُ تطاوٓ زض یه زأٙٝ 

Ω  ٔؼبزِٝ حبوٓ ثط خطیبٖ  ،اظ ٔحیظ ٔترّرُ  ثٝ ضربٔت

 ( ٕ٘بیص زاز:2( ٚ )1تٛاٖ ثٝ ضىُ ٔؼبزلات ) ضا ٔی

(1)       

(2)  [
   

   
 (    )  ]                 

α  ثطزاض سطػت است ٚ    ٚ  ⁄  زض ایٙدب ثطاثط است ثب

پیٛستٍی ٚ ٔؼبزِٝ وّی  ،( ثٝ تطتیت2( ٚ )1ٔؼبزلات )

خطیبٖ سیبَ زض ٔحیظ ٔترّرُ است وٝ ثب فطؼ پبیستبض 

؛ ثسیٗ       ( ٚ       )  ثٛزٖ ٘یطٚی حدٕی

 است.  ضىُ اضائٝ ضسٜ

( ضا ثب ٔؼطفی ٔتغیطٞبی ثسٖٚ 2( ٚ )1ٔؼبزلات حبوٓ )

 ثبظ٘ٛیسی وطز:( 3ضاثغٝ )تٛاٖ ثٝ ضىُ  ثؼس ٔی

    ,
  

  
 (   ) -                  

(3)         

                                                        
1 Orr-Sommerfeld 

 وٝ زض آٖ:

  
  

 
    

  

 
 ,    

 

 
 ,     

 

   
 

 است.  سطػت ٔطرػٝ سیستٓ تؼطیف ضسٜ  ٚ 

⁄       ٕٞچٙیٗ    ٚ       ⁄ ػسز  ،ثٝ تطتیت  

 ضیِٙٛسظ ٚ زاضسی خطیبٖ ٞستٙس. 

آٚضزٖ ٔؼبزِٝ پبیساضی سیستٓ،  ثٝ ٔٙظٛض ثٝ زست

ٔمبزیط وٛچه اغتطبضی ثٝ سطػت ٚ فطبض حُ پبیٝ خطیبٖ 

 ضٛز: اضبفٝ ٔی

    ̅   ́ 

(4)    ̅   ́   

ٚ ثب تٛخٝ ثٝ ( 3ٍصاضی وٕیبت فٛق زض ٔؼبزلات )ثب خبی

ٔؼبزِٝ وّی  ،ثبضٙس ( ٔی3حُ پبیٝ ٔؼبزِٝ ) ̅ ٚ   ̅ ایٙىٝ

 ٘ٛضت:( 5ضاثغٝ )تٛاٖ ثٝ ضىُ  اغتطبضی ضا ٔی

    [
  ́

  
 ( ́  ) ̅  ( ̅  ) ́  ( ́  ) ́]

        ́       ́
  ́           

(5)    ́        

 ٕٞطاٜ ثب ضطط ٔطظی:

(6)  ́                   

ٔطظ سیستٓ است ٚ ضطط ٔطظی ثب تٛخٝ ثٝ   وٝ زض ایٙدب 

ٌطفتٗ خطیبٖ است. ثب زض ٘ظط  ضطط ػسْ ِغعش ثیبٖ ضسٜ

ضسٜ اظ ٔحیظ ٔترّرُ ٍٕٞٗ  یه ثؼسی زض وب٘بَ پط

 تٛاٖ ثٝ ضىُ ظیط ثبظ٘ٛیسی وطز: ( ضا ٔی5ٔؼبزِٝ )

(7-1) 
    [

  ́

  
   

  

  
  

  ́

  
]

      
  ́

  
      ́

  ́     

(7-2)     [
  ́

  
  

  ́

  
]       

  ́

  
      ́

  ́        
ٔؼبزِٝ اغتطبضی زض زٚ  ،اسىٛیطظزض ایٙدب ثب تٛخٝ ثٝ لضیٝ 

یبفتٝ   پطٚفبیُ سطػت تٛسؼٝ ( ) است ٚ   ثؼس ٘ٛضتٝ ضسٜ

یه ثؼسی است. ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ تٟٙب ِٔٛفٝ ٚضتیسیتی زض 

ثط ثطزاض   ضطة ذبضخی ػٍّٕط  وٝ حبغُ zضاستبی 

 ضٛز:حبغُ ٔی  ́ اغتطبش سطػت 

(8) ω
̂
   ̂  (

  ́

  
 
  ́

  
)  ̂           

ٚ ٔؼبزِٝ  y( ثطحست 1-7ٌیطی اظ ٔؼبزِٝ )ثب ٔطتك

زض   ́   ́ ثٝ خبی  ́ ٚ خبیٍصاضی   ( ثطحست 2  -7)
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اظ تفبضُ ایٗ زٚ ضاثغٝ ٚ تٛخٝ ثٝ پیٛستٍی  ٔؼبزِٝ حبغُ

 ثٝ زست آٚضز: ́ تٛاٖ ٔؼبزِٝ اغتطبضی ضا ثط حست  ٔی

(8-1)     *
 

  
 ́   ( )

 

  
 ́  

   

   
 ́+

   ́                

(8-2)     *
 

  
 ́   ( )

 

  
 ́  

   

   
 ́+

   ́       ́ 
 )تبثغ خطیبٖ اغتطبضی( ٚ ایٙىٝ: ́ اظ سٛی زیٍط ثب ٔؼطفی 

   ́

  
   ́ 

(9)   ́

  
   ́         

 تٛاٖ ٘تیدٝ ٌطفت:  ٔی

(10)  ́      
ثب خبیٍصاضی لاپلاسیٗ پبسد خطیبٖ اغتطبضی ثٝ خبی 

ضا ( 11)تٛاٖ ٔؼبزِٝ  ٔی ،(8ٚضتیسیتی اغتطبش زض ٔؼبزِٝ )

 ٘تیدٝ ٌطفت:

(11)     *
 

  
(  ́)   ( )

 

  
(  ́)  

   

   
  ́

  
+

    ́    (   ́) 
زازٖ فطْ ٔٛخی ثطای پبسد خطیبٖ  لطاضٚ زض ٟ٘بیت ثب 

́ اغتطبضی  ٘ظط ( ٚ غطف11زض ٔؼبزِٝ )  (     )  ́̂  

ای ثطای ثطضسی  اظ زضخبت ثبلاتط اغتطبش، ٔؼبزِٝ وطزٖ

 ضٛز: حبغُ ٔی (12ضاثغٝ ) پبیساضی ذغی ثٝ ضىُ

(12) 
    *(    )(     )   

   

   
+  ̂́

 ,  (     )

  -(     ) ̂́ 
 زاضیٓ:     ٚ        ٚ ثب ٔؼطفی 

(13) 
   *(   )(     )   

   

   
+  ̂́

 ,  (     )

  -(     ) ̂́ 
وٝ ٕٞطاٜ ثب ضطایظ ٔطظی ظیط یه ٔسأِٝ ٔمساض ٔطظی 

 تطىیُ ذٛاٞس زاز:

(14)  ̂́    ̂́              

 

 تحلیل ي ارائٍ وتایج -3

 َای بلىذ طًل مًج یواپایذاری بٍ ازا -3-1
زض ایٗ ثرص یه تحّیُ پبیساضی ثطای ضطایظ ذبظ عَٛ 

ٌیطز. ثب زض ٘ظط  ا٘دبْ ٔی ( )ٔٛج ثّٙس یب ػسز ٔٛج وٛچه 

 تٛاٖ ٘ٛضت: ثطحست ػسز ٔٛج ٔی   ٚ  ̂ ٌطفتٗ ثسظ تیّٛض

 ̂    ̂     ̂   
   ̂    

(15)             
       

( ٚ 13( زض ٔؼبزِٝ )15ثب خبیٍصاضی ضاثغٝ )ٕٞچٙیٗ 

 ثطای زضخٝ kٞبی  وطزٖ ٔؼبزلات حبغُ ثطحست تٛاٖ ٔطتت

 ضٛز: حبغُ ٔی( 18-16)ضٚاثظ    ٚ    ٚ    

(16) (           
   )    ́̂         

(17) (              ) 
   ́̂

      (     ̂   ̈  ̂)     

(18) 
(              ) 

   ́̂

      .    
    ̂     

    ̂

      ́̂   ̈   ̂/  (  ) 

( 18( تب )16ثطای ٞط سٝ ٔؼبزِٝ ) ٘یع ضطایظ ٔطظی

 است:( 19)ضاثغٝ  ٕٞچٙبٖ ثطاثط

(19)   ̂     ̂                              

( 20ضاثغٝ )( ثٝ ضىُ 16حُ ٔؼبزِٝ زیفطا٘سیُ ذغی )

 لبثُ ٕ٘بیص است:

(20)  ̂́( )            
      

           
است. اػٕبَ ضطایظ     (         )√  وٝ زض آٖ 

ٔٙدط ثٝ یه زستٍبٜ ٔؼبزِٝ ٍٕٞٗ ثطحست  ،(19ٔطظی )

 ز.ضٛٔی +      *ثطزاض ٔدَٟٛ

 تٛاٖ ٘تیدٝ ٌطفت:  اظ حُ ٔؼبزِٝ ٔطرػٝ ٔی

(21)   (    )(     )     

̂́  وٝ ٔٙدط ثٝ     ٚ یب   ٌطزز ٚ ٕٞچٙیٗ:ٔی    

(22)    
  

    
          

̂́  ثب اػٕبَ  ضاثغٝ ثٝ غٛضت  ،(17زض ٔؼبزِٝ )    ٚ    

 )8غبزق ذٛاٞس ثٛز. ٕٞچٙیٗ اظ ٔؼبزِٝ ) یذٛز ثٝ ذٛز

 تٛاٖ ٘ٛضت: ٔی

(23) (    ) 
    ̈       

 است:  ( 24ثب ضاثغٝ ) ٘یٕطخ سطػت خطیبٖ ثطاثط

(24)  ( )  
    .

 

 
/      ( .  

 

 
/)

    .
 

 
/

 

    زض آٖ 
. 

 

 
( ٚ حُ ایٗ 23( زض )24. ثب لطاض زازٖ )/

̂́   ،ٔؼبزِٝ  ٕ٘بیص زاز:  (25تٛاٖ ثب ضاثغٝ ) ضا ٔی ( )

(25)   ̂́ ( )          *
  

 
 

 

 +          ,
  

 
 

 

 - 

 وٝ زض آٖ   

(26) 
  

  

  
               

  
(   )     (

 

 
)  
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تٛاٖ  اػٕبَ ضطایظ ٔطظی ٚ اظ حُ ٔؼبزِٝ ٔطرػٝ ٔیثب 

 ثٝ زست آٚضز:   ضاثغٝ ظیط ضا ثطای 

   
 

   
.         √            /

  (   ) 
 زاضیٓ:         ٚ زض ٘تیدٝ ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ 

   (
  

    
   (

     

  
 
      

   
))   (  ) 

ثطای ػسز ٔٛج وٛچه ٘بپبیساضی ثٝ اظاء  ،ثٝ ػجبضت زیٍط

     اػساز ضیِٙٛسظ ثعضٌتط اظ 

    (           )
ضخ ذٛاٞس زاز.  

ٔمبزیط ػسز ضیِٙٛسظ ثحطا٘ی ضا ثٝ اظاء ٔمبزیط ٔرتّف  1 ضىُ

 زٞس. ػسز زاضسی ٚ ػسز ٔٛج ٘طبٖ ٔی
 

 
مقادیر عذد ریىًلذز بحراوی بٍ ازای مقادیر مختلف  -1شکل 

 ي عذد مًج برای شرایط خاص طًل مًج بلىذ عذد دارسی

 

 حل عمًمی معادلٍ واپایذاری خطی -3-2

اظ  ،((13)ثٝ ٔٙظٛض حُ ٔؼبزِٝ ٘بپبیساضی ذغی )ٔؼبزِٝ 

ٕٞطاٜ ثب ٔدٕٛػٝ خسیس تٛاثغ ٔتؼبٔس استفبزٜ  WRMضٚش 

زاز وٝ ثطای یه سیستٓ اپطاتٛض   تٛاٖ ٘طبٖ است. ٔی  ضسٜ

ای زضخٝ  فطٞبی چٙس خّٕٝزیفطا٘سیُ ذغی، استفبزٜ اظ غ

، ایٗ ضٚش ضا ٞٓ اضظ ضٚش 1ثبلاتط زض ضٚش وّٛویطٗ

 ٕ٘بیس.  ٔی 2ٌبِطویٗ

ٔدٕٛػٝ تٛاثغ ٔتؼبٔس ثٝ وبض ضفتٝ زض ایٗ ٔمبِٝ ثب تٛخٝ 

وٝ زض آٖ  ( )      ثٝ اپطاتٛض زیفطا٘سیُ ثٝ غٛضت وّی 

زٞس، ٔحبسجٝ ٚ  ای ضا ٘طبٖ ٔی زضخٝ چٙس خّٕٝ        

 ا٘س. ا٘تربة ضسٜ

اضٕیت ثطای ٔحبسجٝ ایٗ تٛاثغ ٔتؼبٔس اظ ضٚش ٌطاْ

ای اَٚ ایٗ  چٙس خّٕٝ 1 است. خسَٚ  استفبزٜ ضسٜ

                                                        
1 Collocation Method  
2 Galerkin Method   

زٞس. ضبثغٝ ٔحبسجٝ ایٗ تٛاثغ ثٝ  ٔدٕٛػٝ ضا ٘طبٖ ٔی

 :است (27ضاثغٝ ) ضىُ

(27) ∫       ( )  ( )      ‖  ‖
         

 ( ثٝ فطْ ظیط:13ثب زض ٘ظط ٌطفتٗ پبسد ٔؼبزِٝ )

(28) 

 ̂́( )            
     

 

 ∑     ( )

   

   

 

( ٚ لطاضزازٖ ٔب٘سٜ ثطاثط غفط 13ٚ خبیٍصاضی آٖ زض ٔؼبزِٝ )

( )  پبسد    یثٝ اظا ٕٞطاٜ ثب چٟبض ضطط ٔطظی،    

  زستٍبٜ ٔؼبزِٝ ٍٕٞٗ ذغی ظیط ثطحست ثطزاض ٔدَٟٛ 

ٔدَٟٛ     ضبُٔ  (                        )

 ز:ضٛتطىیُ ٔی

(29)      

. اظ است (   )زض   (   )یه ٔبتطیس Aزض ایٙدب 

| |حُ  ٞبی ٔٛج ثحطا٘ی ٚ زض ٘تیدٝ  تٛاٖ سطػت ٔی   

 ثحطا٘ی ضا ثٝ زست آٚضز. ٔمبزیط ضیِٙٛسظ

 وطز. یسیثبظ٘ٛ AX=cBXثفطْ َ تٛاٖ ی( ضا 29ٔ) ٔؼبزِٝ

ضطة ثبثت  ٚ حبغُ ِٛسظٙیض ٚ یثبثت ػسز زاضس یطٔمبز ثطای

ثٝ ػٙٛاٖ سطػت ٔٛج  یطٔمبز ،یِٙٛسظػسزضزض  یٕطفطضٟ

ٔحبسجٝ  یكٔؼبزِٝ ٍٕٞٗ، اظ عط یٟیثس یطغ یٞب پبسد

ضٛز. اظ ٔدٕٛع  یٔحبسجٝ ٔ A B-1یسٔطرػٝ ٔبتط یطٔمبز

N+4 ثرص  یٗتط ثب ثعضي یژٜ، ٔمساض ٚ یسٔبتط یژٜٚ یطٔمبز

 یتٓاظ اٍِٛضٕٞچٙیٗ ؛ است  ا٘تربة ضسٜ ٛٔیٔٛٞ

زض  است ٚ  ٔٙظٛض استفبزٜ ضسٜ یٗثٝ ا QZضسٜ  ضٙبذتٝ

فطْ ثبلا ٝ ث  Bٚ  یسٙجطيفطْ ٞٝ ث A یسٌبْ ٔبتط یٗ٘رست

 .زضٛ یٔ یُتجس یٔثّث

ٔمبزیط ضیِٙٛسظ ثحطا٘ی ضا ثطحست ٔمبزیط  1 خسَٚ

ٚ  [18] ٔرتّف ػسز زاضسی زض ٔمبیسٝ ثب ٘تبیح تبوبضیٕب

زٞس. ٘تبیح ٘طبٍ٘ط  ٘طبٖ ٔی [19] ٕٞىبضاٖ آٚضأٙىٛ ٚ

ضسٜ تٛسظ   اضائٝمبزیط ضیِٙٛسظ ثحطا٘ی ٕٞرٛا٘ی ٔٙبست ثب ٔ

 .استٖ سبیط ٔحممب
 

 تأثیر ترم فرشُیمر -3-3

ٔؼبزِٝ  ،(2ثٝ ٔؼبزِٝ ثمبی ٔٛٔٙتٓ )افعٚزٖ تطْ فطضٟیٕط 

 زٞس. فطضٟیٕط ضا ثطای خطیبٖ سیبَ ٘تیدٝ ٔی-ثطیٙىٕٗ

(30)  ,  
  (    )  -                

  |  |   
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 برحسب مقادیر مختلف عذد دارسی    مقادیر  -1جذيل 

 ػسز زاضسی
 ػسز ضیِٙٛسظ ثحطا٘ی

 ایٗ ٔمبِٝ [19]اٚضأٙىٛ  [18تبوبضیٕب ]
4-10×4 2415550 2420188 2415650 

3-10×5/2 961767 962127 961850 

01/0 430818 440040 431789 

04/0 164089 164095 164090 

25/0 28603 30000 28596 

1 10016 10016 10017 

2 6706 6706 6705 

∞ 5772 5774 5775 

 

ضطیت فطضٟیٕط    ٚ  ⁄ √  ثطاثط است ثب   وٝ زض ایٙدب 

́ زض ٟ٘بیت ثب خبیٍصاضی .است ٔؼبزِٝ ،  (      )  ́̂  

 ز.ضٛ حبغُ ٔی (31ضاثغٝ ) ٘بپبیساضی ذغی ثٝ ضىُ

    *(   )(     )  
   

   
+      ́̂  

            ,   (              - 
  ̂́ 

                  (            ) ̂́ 

(31)                      
  

  
  ̂́  

( 31( ٚ خبیٍصاضی آٖ زض ٔؼبزِٝ )28وبضثطز ٔدسز پبسد )ثب 

ٞبی  ٔمبزیط خسیس سطػتتٛاٖ  ٔیٕٞطاٜ ثب ضطط ٔطظی، 

 ثحطا٘ی زض ٘تیدٝ ٔمبزیط ضیِٙٛسظ ثحطا٘ی ضا ثٝ زست آٚضز. 

ٔمبزیط ضیِٙٛسظ ثحطا٘ی ضا ثب تٛخٝ ثٝ تأثیط  2ضىُ 

 وٙس. ضطیت فطضٟیٕط زض اػساز زاضسی وٛچه اضائٝ ٔی

 

 
مقادیر ریىًلذز بحراوی با تًجٍ بٍ تأثیر ضریب  -2 شکل

 فرشُیمر در مقادیر دارسی کًچکتر از یک

ٕٞچٙیٗ ثطای ٔمبزیط ٔرتّف ػسز زاضسی، ضیِٙٛسظ 

اضائٝ  2ثحطا٘ی  ثب تٛخٝ ثٝ تبثیط تطْ فطضٟیٕط زض خسَٚ 

 است.  ضسٜ

تغییطات ضیِٙٛسظ  ،ٔطٟٛز است 1چٙب٘چٝ اظ ضىُ 

تٟٙب ثب  ،ثحطا٘ی ثٝ اظای ٔمبزیط وٓ ػسز زاضسی ٘بچیع است

ثب افعایص  1000ثٝ ٔمبزیط ثبلاتط اظ       افعایص ٔمبزیط 

 یبثس. ، ضیِٙٛسظ ثحطا٘ی وبٞص ٔیػسز زاضسی

زٞس وٝ وبٞص  ٔمبزیط ػسز ضیِٙٛسظ ثحطا٘ی ٘طبٖ ٔی

    سجت افعایص آٖ  ،ػسز زاضسی ٚ ضطیت فطضٟیٕط

   تط  خطیبٖ ثب اػساز زاضسی وٛچه ،ز، ثٝ ػجبضت زیٍطضٛ ٔی

ضیِٙٛسظ ثبلاتطی پبیساض ٚ ضطیت فطضٟیٕط ثیطتط تب اػساز 

 ٔب٘س. ٔی

 

مقادیر ریىًلذز بحراوی با تًجٍ بٍ تأثیر ضریب  -2جذيل 

 فرشُیمر در مقادیر دارسی مختلف

ػسز 

 زاضسی

 ػسز ضیِٙٛسظ ثحطا٘ی
     
   

     
    

     
     

     
      

05/0 57502 58490 67780 137756 

1/0 56591 57340 64410 119750 

25/0 35496 56435 61290 100695 

1 16646 55780 58260 79970 

4 5852 37226 56797 6845 

 

طا٘ی ثٝ اظای اظ سٛی زیٍط آًٞٙ تغییط ضیِٙٛسظٞبی ثح

اظ یه زض ٔمبزیط ذبغی اظ ضطیت  تط اػساز زاضسی ثعضي

      اظای ٝ ثیبثس. ثٝ ػجبضت زیٍط،  فطضٟیٕط وبٞص ٔی

تبثیط ػسز زاضسی ثط ضیِٙٛسظ  ،ضطایت فطضٟیٕط ٔیب٘ی

    یبثس. ایٗ زض حبِی است وٝ ثطای  ثحطا٘ی وبٞص ٔی

 طضٟیٕط ثسیبض وٛچه یب ثسیبض ثعضي،ٔمبزیط ضطیت ف

اِؼبزٜ ضیِٙٛسظ ثحطا٘ی  افعایص ػسز زاضسی ثبػث وبٞص فٛق

 ز.ضٛ ٔی

وبٞص ػسز زاضسی ٚ یب افعایص  ،ثب تٛخٝ ثٝ ٘تبیح

سز ضیِٙٛع ثحطا٘ی افعایص ػ ، سجتضطیت فٛضضٟیٕط

ثبیستی تٛخٝ وطز وٝ ٞط زٚ ایٗ پبضأتطٞب ٚاثستٝ  ز.ضٛ ٔی

ظ سِٚی تبثیط ػسز زاضسی ثط ضیِٙٛ ؛ثٝ ٔیعاٖ ترّرُ ٞستٙس

 تط است. ثحطا٘ی لٛی
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تبثیط ضىُ ٘یٕطخ سطػت ضا ثط پبضأتطٞبی  2خسَٚ 

 1ثطاثط      پبضأتط زٞس. ثطای  ثحطا٘ی سیبَ ٘طبٖ ٔی

 1/0٘یٕطخ سطػت خطیبٖ پبیٝ ثطای ٔمبزیط ػسز زاضسی ثیٗ 

ایٗ زضحبِی است وٝ ػسز  ؛وٙس ضست تغییط ٔیٝ ث 4تب 

سطػت ثب ٝ ث ،ضیِٙٛع ثحطا٘ی ثٝ اظای ایٗ ٔمبزیط زاضسی

س. ٔطبثٝ ٕٞیٗ تبثیط یبث وبٞص ٘طخ ػسز زاضسی افعایص ٔی

تب  1ی ثیٗ ٚ ثطای اػساز زاضس 10ثطاثط       ثطای پبضأتط 

ضطة  زض سبیط ٔدٕٛػٝ اػساز زاضسی ٚ حبغُ زٞس. ضخ ٔی 4

ضطیت فٛضضٟیٕط زض ػسز ضیِٙٛع، افعایص ػسز ضیِٙٛع 

حسبسیت وٕتطی  ،ثحطا٘ی ٘سجت ثٝ وبٞص ػسز زاضسی

زاضز. ایٗ اتفبق ٘بضی اظ ایٗ است وٝ تبثیط ٘یٕطخ سطػت 

 . ثٝ ٕٞیٗ زِیُ زضاستپبیٝ ثط ػسز ضیِٙٛع ثحطا٘ی ضبذع 

اظ ایٗ ضٚ  ،ٞبی ٔٛضز اضبضٜ ٞب غیط اظ ٔحسٚزٜ سبیط ٔحسٚزٜ

٘طخ افعایص  ،وٝ ٘یٕطخ سطػت پبیٝ تغییطات ٔطٟٛزی ٘ساضز

 یبثس. ػسز ضیِٙٛع ثحطا٘ی ٘یع وبٞص ٔی

 

 گیری بحث ي وتیجٍ -4
زض ایٗ ٔمبِٝ ضٕٗ اضائٝ یه تحّیُ ٔدب٘جی ثطای ٘بپبیساضی 

ٔدٕٛػٝ تٛاثغ ذغی سیبَ زض اػساز ٔٛج وٛچه، ثب ٔؼطفی 

ٔتؼبٔس ٚیژٜ ٔسأِٝ، ٔمبزیط ضیِٙٛسظ ٚ سطػت ٔٛج ثحطا٘ی ثٝ 

ٕٞچٙیٗ تبثیط ضطیت  ٚ ٔمبزیط ٔرتّف ػسز زاضسی یاظا

٘تبیح ثب ایٗ ا٘س. ٔمبیسٝ  فٛضضٟیٕط ثط ایٗ ٔمبزیط اضائٝ ضسٜ

ٌط زلت ٔٙبست ٚ وبضایی ضٚش  ثیبٖ ،ٖبٔحمم٘تبیح سبیط 

 است.  اضائٝ ضسٜ

ضس وٝ ثب ٚخٛز ایٙىٝ ثٝ اظای   ٘طبٖ زازٜزض ایٗ ٔمبِٝ 

ی اِٚی ثٝ اظ ،ٔب٘س تط خطیبٖ پبیساضتط ٔی اػساز زاضسی وٛچه

تٛا٘س ثب ضیِٙٛسظٞبی  ضطایت فطضٟیٕط ثسیبض ثعضي ٔی

ٕٞچٙیٗ ثطای اػساز  ؛ثحطا٘ی وٛچىتطی ٘بپبیساض ٌطزز

تٟٙب زض ٔمبزیط ٔیب٘ی ضطیت  ،اظ یه زاضسی ثعضٌتط

ای ٔحسٚزٜ ٚسیؼی اظ اػساز ضیِٙٛسظ فطضٟیٕط خطیبٖ ثٝ اظ

 پبیساض است.
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