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 چکیذُ
 یبدیص یتاص اّو ،ّب آى یٌبهیکیٍ د یکیاػتبت یهطبلؼِ سفتبسّب سٍ اصایي. ّؼتٌذ ایػبصًَُع اتلبل  یيتش اص پشکبسثشد یاتلبلات فلٌد

ؿبهل  یاػت. ػپغ هذل هؼبدل ؿذُطبلؼِ ه ،یرتک پ یاتلبل فلٌد یلِؿذُ ثَػ لهتل ّبییشت ،ؿبهل یهذل همبلِ یيثشخَسداس اػت. دس ا

 یٌبهیکیهٌبػت، هؼبدلات د یٍ ػبصگبس یهشص یطؿشا یشیٍ ثکبس گ یشّباػت. ثب ًَؿتي هؼبدلات ت ؿذُ  هٌظَس آى یثشا یشخطیغ ّبیفٌش

 یهختلف ػخت یشهمبد یثِ اصا یؼتنػ یخوـ یّب ٍ ؿکل هَدّب فشکبًغ ،هؼبدل یفٌشّب ىثَد یاػت. ثب فشم خط آهذُ دػت ثِهدوَػِ 

 سٍؽ . ثِ کوکذآی یه ثذػت یشخطیغ یػختثب  یدسخِ آصاد یکهؼبدلِ  ،سٍؽ خوغ هَدّب کبسگیشی ثِاػت. ثب  یذُاتلبل اػتخشاج گشد

 یشخطیهؼبدلِ غ ،اغتـبؿبت یّب اص سٍؽ ُؿذُ اػت. ثب اػتفبد یگضیيهؼبدل خب ای زٌذخولِثب  غیشخطی یػخت یثشاصؽ هٌطٌ

 یکّبسهًَیشٍ ص یکػَپشّبسهًَ یّب ٍ سصًٍبًغ یِپب یؼیدس هدبٍست فشکبًغ طج یٍ پبػخ ًَػبًبت آصاد ٍ اخجبس  ضل آهذُ دػت ثِ

 یّب سٍؽ یجیتمش-یلیتطل لثب ض فشٍمه ای زٌذخولٍِ هؼبدلِ ؿبهل  یهؼبدلِ دٍخط یضل ػذد یحاػت. دس ثخؾ ًتب آهذُ دػت ثِ

 یجیتمش-یلیٍ ضل تطل ای زٌذخولِ یيًـبى اص كطت تخو هطبثمت هـبّذُ ؿذُ ثیي ًتبیح دس ایي همبیؼِؿذُ اػت.  یؼِهمب ،اغتـبؿبت

 .اػت گشفتِ كَست یبػیهمزٌذ سٍؽ اص آهذُ  دػت ثِ پبػخ ٍ یػذد سٍؽ ثِ آهذُ دػت ثِ یفشکبًؼ پبػخ یيث یا یؼِهمب یبىدس پب آى داسد.

 .اتلبل فلٌدی؛ هذل تیش؛ ػختی دٍخطی؛ پبػخ دیٌبهیکی؛ سٍؽ اغتـبؿبت :کلیذیکلوات 
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Abstract 
Flange joints are one of the most widely used industrial and aerospace connection parts. Therefore, 

investigating the static and dynamic behavior of these joints is important. In this study, a model consisting of 

two beams connected by a single bolt flange joint is intended. Then a mass-spring model consisting of linear 

axial and nonlinear torsional springs is considered. Dynamic equations of the system are derived considering 

the beam equations, boundary conditions and compatibility equations. Assuming equivalent linear springs, 

bending frequencies and mode shapes for several joint stiffness are obtained. Using mode superposition 

method and approximating the first mode, the dynamic equation is converted to a 1-DOF nonlinear stiffness 

equation. Curve approximation method is used to describe the nonlinear stiffness with equivalent polynomial 

equation. Then perturbation method is used to solve the nonlinear equation of free and forced vibrations, 

near natural frequencies, subharmonic and super harmonic regions. The numerical solution result of the 

bilinear and its equivalent polynomial equation is compared with the the perturbation method results. 

Accuracy of the results obtained by the polynomial approximation and perturbation solution is guaranteed by 

conformity of numerical and semi-analytical results. Finally, frequency response, which is obtained by the 

numerical and multiple scale methods is compared. 

Keywords: Flange Joints; Beam Model; Bilinear Stiffness; Dynamic  Response; Perturbation Method. 



 
 

 

 یخمش یتحت بارگذار یاتصالات فلنج یزخطیغ ینامیکیاستخزاج پاسخ د  |91

 

 4/ شماره 7/ دوره 6931ها/ سال ها و شارهمکانیک ساسه

 

 هقذهِ -6
اتلبلات فلٌدی دس صهشُ اتلبلات پش کبسثشد لشاس گشفتِ ٍ ثب 

اػتفبدُ اص پیر یب پشذ ثشای اتلبل لطؼبت هختلف دس كٌبیغ یب 

سًٍذ. ایي اتلبلات  ّبی صهیٌی، َّایی ٍ دسیبی ثکبس هی ػبصُ

اهب پیکشثٌذی  ؛ؿَد ػوذتبً دس پیکشثٌذی دایشٍی هـبّذُ هی

. >1=کبسثشد خبف خَد سا داسا اػت  ،هؼتطیلی ًیضهبًٌذ ی یّب

 ،دّذ هَاسدی کِ کبسثشد ایي اتلبلات سا ًـبى هی خولِ اص

 ًیشٍگبُ، ّبی ثشج َّاپیوب، ثذًِ ّبی لؼوت اتلبل ثِ تَاى هی

 .>5-2= دکش اؿبسُ خت هَتَس پَػتِ ٍ هَؿک هخبصى

سفتبس ایي اتلبل سا  ،ّبی پیـیي دس ثؼیبسی اص پظٍّؾ

ػپغ ًؼجت ثِ ضل هؼئلِ الذام ؿذُ  ،كلت فشم کشدُ

ّبی ثؼذی ًـبى  ایي دس ضبلی اػت کِ پظٍّؾ ؛>6=اػت 

اتلبل اسائِ  یشیپز اًؼطبفاص  یدادًذ کِ ایي فشضیِ تخویٌ

دّذ کِ ثْتش  تش ًـبى هی اهب یک ثشسػی دلیك ؛>7=دّذ  ًوی

اػت ثشای ضل هؼبئل، اتلبل سا ثب ػختی ٍ هیشایی هؼبدل 

لزا ثبیؼتی پیؾ اص الذام ثشای اػتخشاج  ؛>8=د کشخبیگضیي 

ّبی داسای ایي ًَع  ّبی اػتبتیکی ٍ دیٌبهیکی ػبصُ پبػخ

د. کشی هؼبدل الذام ًؼجت ثِ ؿٌبػبیی پبساهتشّب ،اتلبل

تَػط  1985دس ػبل  ،ّب دس ایي ضَصُ اٍلیي پظٍّؾ اصخولِ

پبیِ الوبى تیش ثشای اتلبل  اسائِ هذلی ثش هٌظَس ثِآگبتًٍََیر 

. ایي هذل اص یک ػذد پیر ٍ لجِ >9=فلٌدی كَست گشفت 

سٍؽ اخضای  لِیٍػ ثِاتلبل صیش آى تـکیل ؿذُ ثَد ٍ کِ 

هَسد تطلیل لشاس گشفتِ ثَد. ٍی ثب اػتفبدُ اص ًتبیح  ،هطذٍد

ّب دس یک فلٌح هذٍس  ًؼجت ثِ ثشسػی تغییش ؿکل ،ایي هذل

، هذلی ثشای اتلبل 1996د. ؿبی ٍ ّوکبساى دس ػبل کشالذام 

تطت  آى سااسائِ کشدًذ کِ تغییش ؿکل  1ْبییكفطِ اًت

اتلبل ثب ؿؾ پیر سا ثِ  ّب آى. >10=داد  گـتبٍس ًـبى هی

هذلی ثش پبیِ الوبى تیش  ،پیر تجذیل کشدُ تؼذادی اتلبل تک

 ایي ًوَدى هتلل ثب دًذ.کشاسائِ  ّب آىّبی  ثشای تغییش ؿکل

 اًتْبیی كفطِ هدوَػِ هذل یکذیگش، ثِ پیر تک اتلبلات

، پبػخ 2002 اػت. ػوکِ ٍ ّوکبساى دس ػبل  آهذُ دػت ثِ

دی داسای ٍاؿش لاػتیکی سا هَسد دیٌبهیکی یک اتلبل فلٌ

، 2006 دس ػبل هؤلفبى. ایي >11ٍ12=هطبلؼِ لشاس دادًذ 

پبػخ استؼبؿی ػیؼتن تطت  ،تشی اًدبم دادُ پظٍّؾ خبهغ

دًذ کشآصهبیـگبّی ٍ ػذدی ثشسػی  كَست ثِتطشیک ضشثِ سا 

                                                        
1 End Plate 

تأثیش  ،دادُ ؿذ کِ ٍخَد ٍاؿش لاػتیکی ًـبى تیدسًْبٍ 

 . لَاى ٍ ّوکبساى دس ػبل>13=زٌذاًی ثش پبػخ ػیؼتن ًذاسد 

د سا هَسسفتبس دیٌبهیکی غیشخطی اتلبلات فلٌدی  ،2012

 ،ّوبًٌذ ػبیش پظٍّـگشاى ّب آى. >14=هطبلؼِ لشاس دادًذ 

 ،تمؼین کشدُ ریپ تکاتلبل فلٌدی هذٍس سا ثِ تؼذادی اتلبل 

ثب ظَس ثشای ایي هٌثشسػی ًوَدًذ.  سا ؿذُ  ػبدُسفتبس اتلبل 

فٌش  كَست ثِیک پیر اتلبل  ،اًتخبة لؼوتی اص فلٌح ؿبهل

ای  ساثطِ ،غیشخطی ػبدُ ثب سفتبس هتفبٍت دس کـؾ ٍ فـبس

 ثِتطلیلی ثیي ًیشٍی کـؾ ٍ هیضاى خبثدبیی دس لجۀ فلٌح 

سفتبس دیٌبهیکی  ،2012هبتي ٍ پشاػذ دس ػبل  .ٍسدًذآ  دػت

ػذدی ٍ  كَست ثِسا  ٍاؿش داسلل ثِ فلٌح ػیؼتن لَلۀ هت

 ،. ثشای ایي هٌظَس>15=ّبی هختلف ثشسػی کشدًذ  تطت دهب

تطلیل هَدال ٍ ّبسهًَیک سٍی هذل اخضاء هطذٍد تشهَ 

ی تأثیشگزاس سٍی ًَػبًبت ٍ پبساهتشّب اخشاهکبًیکی ػیؼتن 

هَسد ثشسػی لشاس گشفت. ًـبى دادُ ؿذ کِ دهبی ػیبل 

تأثیش هـخلی سٍی  ،دس تٌؾ لَلِداخلی ثب تغییش 

 2013دس ػبل  .ّبی طجیؼی هدوَػِ داسد فشکبًغ

دیٌبهیک غیشخطی اتلبل فلٌح ٍ  ،ؿَیٌگضّکل ٍ ّوکبساًؾ

 دادًذ ًـبى ّب آى. >1=هَتَس َّاپیوب سا ثشسػی کشدًذ دس ریپ

 توبع هطل دس فلٌدی، اتلبلات دس اًشطی اتلاف ثیـتشیي کِ

 ،2014 ػبل ّوکبساًؾ دس ٍ ٍٍ. گیشد هی كَست فلٌح ٍ پیر

 ٍ پیسـی کــی، ثبسّبی تطت فلٌح یک ؿکل تغییش

کشدًذ  هطبلؼِ هطذٍد، اخضاء تطلیل کوک ثِ سا، خوـی

 داسای هدوَػِ یک دس کِ کشدًذ ثیبى ایي پظٍّـگشاى .>16=

 ّبی ؿکل تغییش ٍخَد ثب ثبسگزاسی، تطت فلٌدی اتلبل

 لجِ، دٍ ثیي توبع ػطص هیضاى دس تغییش دلیل ثِ ٍ الاػتیک

 .هـبّذُ خَاّذ ؿذ غیشخطی سفتبس

سفتبس اتلبلات  یخْت ثشسػ یلیتطل یاػتخشاج سٍؿ

ّبی  ثب هطبلؼِ پظٍّؾ. هَسد ػلالِ هطممبى ثَدُ اػت ،یسیپ

د کِ دس اغلت هَاسد ؿَ هـبّذُ هی ریپ تکهشثَط ثِ اتلبلات 

 ،ثَدُ 2ثشسػی سفتبس دیٌبهیک دس ضَصُ اتلبلات لت ثش لت

سٍؽ . >17ٍ18=لشاس ًگشفتِ اػت  َخِد تهَساتلبلات فلٌدی 

ٍ  یػبص ًَ دس خلَف هذل یسًٍذ ،ِهمبل یيا یـٌْبدیپ

. سًٍذ دّذ یاسائِ ه یاتلبل فلٌد یٌبهیکیاػتخشاج پبػخ د

 یػشض یسفتبس ًَػبًتطلیلی اهکبى اػتخشاج  ،اسائِ ؿذُ

                                                        
2 Lap Joints 
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 یٌبهیکیٍ ؿکل هَدّب( ٍ پبػخ د یؼیطج یّب )فشکبًغ

 .آٍسد یسا فشاّن ه یهتلل ثِ ّن تَػط اتلبل فلٌد یشّبیت

داسد  یتخْت اّو یياص ا یلیضل تطل یکدس دػت داؿتي 

اهکبى هـبّذُ  یبًثبً ،ضل ثِ ؿوبس سفتِ تشیي یكکِ اٍلاً دل

خٌجِ  .آٍسد یهختلف سا ثَخَد ه یدس پبساهتشّب ییشاثشات تغ

اهکبى  ،ثَدُ ثؼیبس ثب اّویت ،ضل ایي ػیؼتن ًیض کبسثشدی

گشفتي  دس ًظشّبی داسای فلٌح ٍ پیر سا ثب هطبلؼِ سفتبس تیش

 ًوبیذ. اتلبل فشاّن هی یشیپز اًؼطبف

هطبػجِ پبػخ دیٌبهیکی ػیؼتن  هٌظَس ثِدس ایي پظٍّؾ 

 اسائِ، هذل هؼبدلی ؿبهل دٍ تیش ریپ تکتیش ٍ اتلبل فلٌدی 

کِ تَػط فٌش طَلی خطی ٍ فٌش پیسـی غیشخطی  ؿذُ اػت 

اػت کِ فٌش  ؿذُ  دادُ. ًـبى اًذ ؿذُثِ یکذیگش هتلل 

دّذ. ػپغ ثب  سفتبسی دٍخطی اص خَد ًـبى هی ،پیسـی

ًَؿتي هؼبدلات تیش ٍ لشاس دادى ؿشایط هشصی هٌبػت، 

 آهذُ  دػت ثِخطی هدوَػِ  یّب ٍ ؿکل هَدّب فشکبًغ

طی ثِ دٍ ػیؼتن خطی کَپل اػت. ثب ؿکؼتي ػیؼتن غیشخ

، هؼبدلِ آهذُ  دػت ثِؿذُ ٍ ثکبس گیشی ؿکل هَدّبی خطی 

 ؿذُ  اػتخشاجدیٌبهیکی غیشخطی هدوَػِ ثِ ؿکل دٍخطی 

ثب  یدٍخط، هؼبدلِ یا زٌذخولِاػت. ثب اػتفبدُ اص تخویي 

 یػبص هؼبدل ،هؼبدلِ ػیؼتن داسای ػختی غیشخطی تَاى دٍم

ٍ  ضل اغتـبؿبت ّبی سٍؽ اص اػتفبدُ ثب هؼبدلِ ایي اػت. ؿذُ

 ػذدی ػیؼتن دٍخطی همبیؼِ ؿذُ اػت.پبػخ آى ثب پبػخ 
 

 استخزاج هذل غیزخطی -2
اتلبلات فلٌدی، ساػتبی پیر  ثشخلافدس اتلبلات لت ثش لت 

ثِ دلیل تمبسى اتلبل ًؼجت  ،لشاسگشفتِػوَد ثش ساػتبی تیشّب 

 کبهلاًثِ ساػتبی تیشّب، سفتبس اتلبل دس ًَػبًبت ػشضی 

اهب دس اتلبلات فلٌدی پیر دس ساػتبی  ؛هتمبسى خَاّذ ثَد

ٍ اتلبل ًؼجت ثِ  لشاسگشفتِ ّب آىتیشّب ٍ دس یک ػوت 

 یشخطیغاػت. ایي هؼئلِ هَخت  ًبهتمبسىساػتبی تیشّب 

ت ػشضی خَاّذ ؿذ. همبیؼِ ؿذى سفتبس اتلبل ضیي ًَػبًب

ّب دس اتلبلات لت ثش لت ٍ فلٌدی تطت ًَػبًبت  تغییش ؿکل

 اػت. ؿذُ  دادًُـبى  1دس ؿکل  ،ػشضی
 

 هذل هعادل اتصال -2-6

ّبی  ّبی اػتبتیکی ٍ دیٌبهیکی تیش هٌظَس اًدبم تطلیل ثِ

هتلل ثب اتلبلات پیسی هختلف، اتلبل سا ثب ػختی ٍ هیشایی 

ثشای اتلبل  ،2کٌٌذ. ایي هؼئلِ دس ؿکل  هیهؼبدل خبیگضیي 

ًطَُ هطبػجِ  اػت. ؿذُ  دادُدٍ تیش ًـبى  ثیيفلٌدی 

. >19=دس پظٍّؾ پیـیي اسائِ گشدیذ  ،ػختی هؼبدل اتلبل

 فلٌدی ؿشش کبهلی دس خلَف هذل ػبصی اتلبلایي هشخغ 

ٍ اػتخشاج ػختی هؼبدل اسائِ دادُ ٍ سٍؿی تطلیلی خْت 

هطبػجِ ػختی اتلبل فلٌدی ثشضؼت ٌّذػِ، خٌغ ٍ 

هـبّذُ گشدیذ کِ ػختی ؿشایط پیر هؼشفی ًوَدُ اػت. 

هذل  ،ّبی هثجت ٍ هٌفی هتفبٍت ثَدُ اتلبل دس تغییش ؿکل

هؼبدل اص یک فٌش پیسـی دٍخطی ثِ ّوشاُ یک فٌش طَلی 

اتلبل فلٌدی ثب  ػبصیؿشٍط هذل ّذ ؿذ. خطی تـکیل خَا

 فٌشّبی هؼبدل طَلی ٍ خوـی ػجبستٌذ اص:

، فمط ّبی اتلبل تطت ثبسگزاسی ثبص ٍ ثؼتِ ؿذى لجِ -1

ّبی اتلبل سٍی ّن لغضؽ  ثِ كَست غلتـی ثَدُ ٍ لجِ

 ًذاؿتِ ثبؿٌذ.

 ،ّب دس هطذٍدُ الاػتیک لشاس داؿتِ کلیِ تغییش ؿکل -2

ذ. سًّبی اتلبل ّوگی سفتبس خطی دا لزا فٌش هؼبدل ٍ لجِ

اهب تغییش دس  ،ّشزٌذ کِ سفتبس اتلبل خطی فشم ؿذُ اػت

خطی غیش هَخت ،دس ثبسگزاسی هثجت ٍ هٌفی هؼئلِ ٌّذػِ

 د.ؿَ هی )دٍخطی( ؿذى آى

دس ایي پظٍّؾ ٌّذػِ ٍ خٌغ اتلبل ّوبًٌذ هشخغ 

ػختی ثذػت  لزا همبدیش؛ ًظش گشفتِ ؿذُ اػت دس >19=

 شاثش ثب اػذاد هشخغ هزکَس ّؼتٌذ.ث ،آهذُ

 ،کِ گفتِ ؿذ، هذل هؼبدل اتلبل فلٌدی ؿبهل طَس ّوبى

پیسـی ٍ طَلی خَاّذ ثَد. سفتبس غیشخطی اص 1فٌش دٍخطی

ثِ ّبی اتلبل  ثِ ػلت ػذم تمبسى دس تغییش ؿکل ،ًَع دٍخطی

 ،ؿذُ ًظش كشفآیذ. دس ایي همبلِ اص هیشایی اتلبل  هی ٍخَد

ؿَد.  هی یػبص هؼبدلاتلبل تٌْب ثب فٌشّبی طَلی ٍ پیسـی 

ػذم دس ًظش گشفتي هیشایی ثشای اتلبل ثشػکغ اتلبل لت ثش 

ّبی  ثِ دلیل داؿتي ضشکت غلتؾ خبلق دس تغییش ؿکللت 

. اػتثبص ؿذى ٍ ثؼتِ ؿذى ضیي ًَػبًبت ػشضی هدوَػِ 

 1دس ؿکل  ،ًطَُ تغییش ؿکل اتلبل ثشای دٍ ضبلت ثبسگزاسی

ّبیی  اػت. دس ایي همبلِ ثِ ثبسگزاسی ٍ تغییش ؿکل ؿذُ  اسائِ

د ثِ ؿَ ّبی اتلبل هی کِ هٌدش ثِ ثبص ؿذى ٍ ثؼتِ ؿذى لجِ

ؿَد.  تشتیت، ثبسگزاسی یب تغییش ؿکل هثجت ٍ هٌفی گفتِ هی

ٍ تغییش  ؿذى اؿبسُ ثِ ثبسگزاسی تش ساضتثشای  یگزاس ًبمایي 

 ّب كَست گشفتِ اػت. ؿکل

                                                        
1 Bilinear 
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ى ؛ِ،
: هقایسِ رفتار تغییز شکلی تحت تارّای خوشی 6 شکل

 هثثت ٍ هٌفی در اتصال الف( لة تز لة ٍ ب( فلٌدی
 

 شکل هَدّا -2-2

ثب ّبی طجیؼی  دس ایي ثخؾ هؼبدلات ؿکل هَدّب ٍ فشکبًغ

 ؿَد. ( اػتخشاج هیKtفشم خطی ثَدى ػختی خوـی )

همذاس ػختی هثجت ٍ هٌفی دس هؼبدلات، دٍ  آًگبُ ثب لشاس دادى

د. ؿَ دٍ فشکبًغ طجیؼی ٍ ؿکل هَد هتفبٍت اػتخشاج هی

ای خَاّذ  ػیؼتن تیش ٍ اتلبل پبػخ دیٌبهیکی خطی لطؼِ

ّبی هثجت ٍ هٌفی ثِ تشتیت  خبییِ داؿت کِ سفتبس آى دس خبث

 کٌذ. ّب ٍ ؿکل هَدّبی هثجت ٍ هٌفی پیشٍی هی اص فشکبًغ

بدلات دیٌبهیکی ثب ًَؿتي هؼبدلات سًٍذ اػتخشاج هؼ

 2ٍ  1، ثشای تیشّبی 1ساثطِ  كَست ثِخذاگبًِ تیش اٍلش ثشًَلی 

ؿَد. ػپغ ؿشایط هشصی ٍ ؿشایط ػبصگبسی  ؿشٍع هی

 اػوبل خَاّذ ؿذ. ّب آىهٌبػت سٍی 

(1) 
    

    

  
     

    

      

    
    

  
     

    

   
   

                 اص سٍؽ خذاػبصی هتغیشّب ٍ لشاس دادى ثب اػتفبدُ

ّبی  تشم اصّبی ٍاثؼتِ ثِ هکبى  ، تشم1، دس ساثطِ         

اػت.  ؿذُ  دادًُـبى  2ساثطِ  كَست ثِ ،صهبًی خذا ؿذُ

 .اػتهؼشف، فشکبًغ طجیؼی ًَػبًبت ػشضی  ωپبساهتش 

 
 

(2) 

  ( )                             
           

  ( )                             
           

 .اًذ ؿذُ  اسائِ 3دس ساثطِ    ٍ     کِ همبدیش 

(3)   
  

    

    
  

       
  

    

    
  

  

دس  آصاد كَست ثِ ،2ٍ 1 تیشّبی اًتْبی دٍ هشصی ؿشایط

 ثِ ػشضی ًَػبًبت هؼبدلات ضل ثشای. اػت ؿذُ  گشفتِ ًظش

 8-4تب  1-4 سٍاثط دس کِ ثَد خَاّذ ًیبص هشصی ؿشط 8 تؼذاد

هشثَط ثِ اًتْبی آصاد دٍ تیش  ،زْبس ؿشط اٍل. اًذ ؿذُ  اسائِ

زْبس ؿشط ثؼذی هشثَط ثِ ؿشایط ػبصگبسی دس ًمطِ  ،ثَدُ

 اتلبل ثیي دٍ تیش اػت.

(4-1) 〈 〉   
    

   
              

(4-2) 〈 〉   
    

   
              

(4-3) 〈 〉   
    

                     

(4-4) 〈 〉   
    

   
                   

 

(4-5) 

〈 〉       
    

   |
    

   (  |    
 

  |    
)  

 

 
    

   |    
  

 

(4-6) 

〈 〉       
    

   |
    

   (  |    
 

  |    
)  

 

 
    

   |    
  

(4-7) 〈 〉      
    

   |
    

   {
    

   
|
    

 
    

  
|
    

}  

(4-8) 〈 〉      
    

   |
    

   {
    

   
|
    

 
    

  
|
    

}  

 

(   )

-,+

E1 ,I1 ,A1 ,L 1 E2 ,I2 ,A2 ,L 2

x1 x2
( )

K t

K l 
 ب( هذل هعادل ٍ چیپ تکالف( شواتیکی اس دٍ تیز هتصل شذُ تَسط اتصال فلٌدی  -2 شکل
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دس هؼبدلات  4دس ساثطِ  ؿذُ  یهؼشفثب لشاس دادى ؿشایط 

خَاّذ آهذ. ایي  ثِ دػتهؼبدلِ خذاگبًِ  8تیشّب، تؼذاد 

، A1 ،B1 ،C1 ،D1  ٍA2 ،B2 ،C2هؼبدلات تبثغ ضشایت هفشٍم 

D2  هشتت  یػبص ػبدُّؼتٌذ. هؼبدلات هشثَطِ پغ اص ٍ

هبتشیؼی دس  كَست ثِ ،کشدى ثشضؼت ضشایت هدَْل

 اػت. ؿذُ  اسائِ 1پیَػت

دتشهیٌبى  ،اػتخشاج فشکبًغ طجیؼی لاصم اػت هٌظَس ثِ

هبتشیغ ضشایت ثشاثش ثب كفش لشاس دادُ ؿَد. ثشای هطبػجِ 

ّبی طجیؼی ٍ ؿکل هَدّب، ػیؼتن تیش ٍ فٌش هؼبدل  فشکبًغ

ؿَد. ثب  گشفتِ هی دس ًظش، 1دس خذٍل  ؿذُ  اسائِثب هـخلبت 

دس هؼبدلِ همذاس ٍیظُ ٍ  ایي خذٍللشاس دادى همبدیش هفشٍم 

طجیؼی اٍل تب ػَم ّبی كفش کشدى دتشهیٌبى، فشکبًغ

 كَست ثِهدوَػِ ثِ اصای همبدیش هختلف ػختی اتلبل 

ّبی فشکبًغ ،آیذ. ػطش اٍل خذٍل هی ثِ دػت 2خذٍل 

آٍسدى فشکبًغ  ثِ دػتدّذ. ثشای  ػیؼتن كلت سا ًـبى هی

 ؿذُ دادُػیؼتن كلت، ػختی اتلبل ثِ همبدیش صیبد هیل 

تئَسی دس كَست هیل کشدى ػختی ثِ  كَست ثِاػت. 

ًْبیت، ؿیت تیشّب دس هطل اتلبل کبهلاً پیَػتِ ؿذُ ٍ دس  ثی

كَست یکؼبى ثَدى همطغ ٍ خٌغ دٍ تیش، فشکبًغ ٍ ؿکل 

خَاّذ  L1+L2هَد هدوَػِ، هؼبدل تیشی پیَػتِ ثِ طَل 

، ؿکل هَد اٍل خوـی هدوَػِ سا ثِ اصای 3ثَد. ؿکل 

دّذ.  همبدیش هتفبٍت دس ػختی خوـی اتلبل اسائِ هی

ؿَد کِ ثب افضایؾ ػختی خوـی، ًبپیَػتگی  هلاضظِ هی

 یبثذ. یت دس هطل اتلبل افضایؾ هیؿ

 

 
شکل هَد اٍل خوشی تِ اسای هقادیز هختلف  -6شکل 

 (kNسختی خوشی فٌز هعادل )

 

هشخصات سیستن تیز ٍ فٌز هفزٍض هعادل اتصال  -6 خذٍل

 فلٌدی
 همذاس پبساهتش همذاس ساهتشبپ

L1  ٍL2 (mm )250 Mf (Kg )3/0 

E1  ٍE2 1011×2   
  103×5/2* 

I1  ٍI2 (mm4 )450   
  103×5/3* 

ρ1  ٍρ2 (Kg/m3 )7800    107×0/5* 

ٍ ثشای ٌّذػِ هـبثِ ثب آى  >19=همبدیش ػختی ثب اػتفبدُ اص سٍؽ هشخغ  *

 اًذ. ثذػت آهذُهشخغ 

 

عزضی سیستن  اٍل تا سَم ّای طثیعی فزکاًس -2 خذٍل

 دارای فلٌح تزحسة هقادیز هختلف سختی اتصال
 f1 f2 f3 ػختی

Kt≈∞ 3/109 7/343 8/584 

Kt= 103×9  1/103 7/343 6/552 

Kt= 103×3  3/93 7/343 0/513 

Kt= 103×1  8/74 7/343 5/463 

 

 استخزاج پاسخ دیٌاهیکی -9
هدوَػِ تیش  ،ّب ٍ ؿکل هَدّبی خطی دس ثخؾ لجل فشکبًغ

ٍ اتلبل تطت ؿشایط هختلف اػتخشاج گشدیذ. دس ایي ثخؾ 

، تخویٌی اص ؿذُ  اػتخشاجهَدّبی   ثب اػتفبدُ اص ؿکل

هؼبدلات دیٌبهیکی  ،ؿذُ  گشفتِ دس ًظشخبیی هدوَػِ ِ خبث

ػختی اتلبل  کِ اصآًدبییآیٌذ.  هی ثِ دػتهشثَط ثِ ػیؼتن 

آى ؿکل هَدّب هتفبٍت  تجغ ثِدس ثبسّبی هثجت ٍ هٌفی ٍ 

یک  ،ّبی هثجت ٍ هٌفی خبییِ ّؼتٌذ، ثشای ّشکذام اص خبث

ؿشط دًجبل  کبسگیشی ثِد. ثب ؿَ هؼبدلِ دیٌبهیکی اػتخشاج هی

ای  لطؼِ كَست ثِخبیی، هؼبدلِ ًْبیی ِ کٌٌذُ ػلاهت خبث

خَاّذ آهذ. ػپغ هؼبدلات ثِ سٍؽ ػذدی  ثِ دػت 1خطی

گشفتي  دس ًظش) ثب  2ـبؿبتدلیك ٍ سٍؽ تطلیلی تمشیجی اغت

 آیذ. هی ثِ دػتپبػخ  ،ؿذُ  ضلتخویي هٌبػت( 
 

 هعادلِ دیٌاهیکی یک درخِ آسادی هعادل -9-6

گیشی سٍؽ خوغ یٌبهیکی ثب ثکبسهؼبدلات د ػبصی ػبدُثشای 

 ،د. ثشای ایي هٌظَسؿَ تشی اػتخشاج هی هؼبدلات ػبدُ ،هَدّب

ثب  2 ٍ 1ّبی ػشضی تیشّبی  خبییِ لاصم اػت کِ خبث

                                                        
1 Piecewise Linear 
2 Perturbation Method 
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د. ؿَخبیگضیي  5دس ساثطِ  ؿذُ  گشفتِ دس ًظشّبی  خبییِ خبث

اص  ،ؿذُ  گشفتِ دس ًظش تٌْبیی ثِاثش هَد اٍل  ،دس ایي تخویي

ؿذُ اػت. ؿکل هَدّبی  ًظش كشفاثشات هَدّبی ثبلاتش 

 ؿذُ  گشفتِ دس ًظشٍ هختلبت ػوَهی  2ٍ 1ّبی ػشضی تیش

اًذ. ثب تَخِ ثِ  ؿذُ  دادًُـبى  qٍ     ،   ثب  ،ثِ تشتیت

ّبی هثجت ٍ هٌفی،  خبییِ تفبٍت داؿتي ػختی اتلبل دس خبث

ّبی طجیؼی خطی هثجت ٍ هٌفی ًیض  ؿکل هَدّب ٍ فشکبًغ

 هتفبٍت ّؼتٌذ.

 (5)     ( )  ( ) 

    ( )  ( ) 

ٍ فشکبًغ   f0تٌبٍثی ثب داهٌِ  كَست ثًِیشٍی تطشیک ػیؼتن 

Ω، ِدس اًتْبی تیش  ؿذُ  گشفتِدس ًظش  6ساثطِ  كَست ث ٍ

 ؿَد. اػوبل هی 2ؿوبسُ 

(6)  ( )        (  ) 

ٍ  5ثب لشاس دادى ؿکل هَدّبی هثجت ٍ هٌفی دس ساثطِ 

، هؼبدلِ دیٌبهیکی یک دسخِ 8ٍ  7دس سٍاثط  ّب آىخبیگزاسی 

د. ؿَ ثشای ػیؼتن اػتخشاج هی 9آصادی هـبثِ ثب ساثطِ 

  پبساهتشّبی 
   ٍ  

ّبی طجیؼی  هؼبدل فشکبًغ ،ثِ تشتیت  

 ؿًَذ. ًَػبًبت هثجت ٍ هٌفی هؼشفی هی

(  
 )  

    ∫ (
    

 

   )
 

  
  

 
     ∫ (

    
 

   )
 

  
     

  

    ∫ (  
 )   

  

 
     ∫ (  

 )   
     

  

 

(  
 )  

    ∫ (
    

 

   
)
 

  
  

 
     ∫ (

    
 

   
)
 

  
     

  

    ∫ (  
 )   

  

 
     ∫ (  

 )   
     

  

 

(7)  

(8)    
  ∫  (    )  

   
     

  

    ∫ (  
 )   

  

 
     ∫ (  

 )   
     

  

 

(9) 
 ̈   ( )   ( ) 

  ( )  {
(  

 )        

(  
 )        

   

 ؿَد. ثبصًَیؼی هی 10ساثطِ  كَست ثِکِ ًیشٍی هَد اٍل 

(10)  ( )        (  ) 

ؿَد، ػیؼتن تیش ٍ  هـبّذُ هی 9کِ دس ساثطِ  طَس ّوبى

ادی داسای ػختی هتغیش تجذیل اتلبل ثِ ػیؼتن یک دسخِ آص

( سا S(q)) 1ًوَداس تغییشات ًیشٍی ثبصگشداًٌذُ 4ؿکل ؿذ. 

ؿَد  دّذ. هـبّذُ هی ( ًـبى هیqثشضؼت هختلبت ػوَهی )

                                                        
1 Restoring Force 

ّوبًٌذ ػختی اتلبل هبّیت  ،کِ تشم ًیشٍی ثبصگشداًٌذُ ًیض

 دٍخطی داسد.

ّبی یک دسخِ آصادی هـخق  ثب تَخِ ثِ فیضیک ػیؼتن

اػت کِ اهکبى استؼبؽ ػیؼتن ثب دٍ فشکبًغ طجیؼی 

یک فشکبًغ  ،ًظش هَسدٍخَد ًذاسد. ػیؼتن  صهبى ّن كَست ثِ

اص دٍسُ  گیشی هیبًگیيثب  11طبثك ثب ساثطِ طجیؼی داؿتِ کِ ه

، یک دٍسُ تٌبٍة گیشی هیبًگیياػت. ثب  هطبػجِ  لبثلتٌبٍة 

آى یک فشکبًغ  ثش اػبع ،آهذُدػت  ثِثشای ػیؼتن کلی 

 >.20= ؿَد ( اػتخشاج هیω0طجیؼی )

 
(11) 

   
  

    
 

 
    

  
 

  
   

 

 
(

 

  
  

 

  
 ) 

فشکبًغ طجیؼی ًَػبًبت ًبهیشای  ػبصی ػبدُپغ اص 

اػتخشاج  12ساثطِ  كَست ثِ ،ػیؼتن یک دسخِ آصادی هؼبدل

 ؿَد. هی

(12)    
   

   
 

  
    

  

 ،1دس خذٍل  ؿذُ  اسائِثشای ػیؼتوی ثب هـخلبت 

  ّبی  فشکبًغ
  ،  

( ػیؼتن   ٍ فشکبًغ طجیؼی پبیِ )  

 13ساثطِ  ٍ دس هطبػجِ 12ٍ  7اتلبل ثِ تشتیت اص سٍاثط -تیش

 اًذ. اسائِ ؿذُ

(13) {
  

       
  

       
 (

   

 
)              (

   

 
) 

 

q/θ 

EQV Spring

S(q)/M EQV bilinear Eq

تغییزات دٍخطی ًیزٍی تاسگزداًٌذُ ٍ هواى  -4 شکل

 خارخی اتصال تِ تزتیة تزحسة تغییز در هختصات

 عوَهی ٍ ساٍیِ دٍراى اتصال
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 سیستن دٍخطی ای چٌذخولِتخویي  -9-2
اػت،  qتبثؼی پیَػتِ اص هختلبت ػوَهی  S(q) کِ اصآًدبیی

آٍسد کِ تخویي هٌبػجی اص  ثِ دػت ای زٌذخولِتَاى  هی

هَخَد  S(q)تَاى تشم  لزا هی ؛ًیشٍی ثبصگشداًٌذُ سا اسائِ دّذ

خبیگضیي  P(q) ای زٌذخولِسا ثب  9دس هؼبدلِ هشتجِ اٍل ساثطِ 

 (.14د )ساثطِ کش

ثِ  S(q)ثب تجذیل تبثغ ًبپیَػتِ  یا زٌذ خولِتخویي 

اهکبى ضل هؼبدلِ تَػط سٍؽ  qّب هختلف خوغ تَاى  ضبكل

 .کٌذ یاغتـبؿبت سا فشاّن ه یجیتمش-یلیتطل

(14)  ̈   ( )   ( ) 

( )  کِ؛         
     

    

 ،ّبی ثب تَاى ثبلاتش لؼوت خطی ٍ تشم دٌّذُ ًـبى p1تشم 

ّؼتٌذ. ثشای  ای زٌذخولِهشثَط ثِ لؼوت غیشخطی 

، همذاس ضشایت 9دس ساثطِ  ؿذُ  اسائًَِػبًگش دٍخطی 

گیشی سٍؽ ثشاصؽ هٌطٌی هؼبدل ثب ثکبس ای زٌذخولِ

 ّبی تَاىّبی ثب  آیذ. اص اثش تشم هی ثِ دػت 16ساثطِ  كَست ثِ

 خض ثِّبی  اػت کِ تشم تَخِ  لبثلؿذُ اػت.  ًظش كشفثبلاتش 

p1 یؼٌی، p2  ٍp3  ُثشای  ؿذُ  گشفتِ دس ًظشثِ ثبصq  ضیي

، ایي 15فشایٌذ ثشاصؽ هٌطٌی ٍاثؼتِ ّؼتٌذ. دس هَسد هؼبدلِ 

 ،6اػت. ؿکل  ؿذُ  گشفتِ دس ًظش( -5+،5×)10-3ثبصُ

ای اص ًیشٍی ثبصگشداًٌذُ ػیؼتن دٍخطی ٍ هذل  همبیؼِ

 21)تخویي  دّذ ثشاصؽ ؿذُ سا ًـبى هی ای زٌذخولِ

هطبثمت خَة ثیي  ،دؿَ کِ هـبّذُ هی طَس ّوبى. ای( ًمطِ

 ّب آىدٍ هٌطٌی ٍخَد داؿتِ ٍ هیبًگیي هشثؼبت خطب ثیي 

 اػت. هبًذُ ثبلیدسكذ  3کوتش اص 

 

(15) 

            
 

            
 

        

سفتبس غیشخطی  دٍخطی ّبی ػیؼتناػت کِ  تَخِ  لبثل

-خبیی ًـبى هیِ ّبی صٍج خبثتَاى كَست ثِغبلت خَد سا 

 یا خولِاػت کِ دس تخویي زٌذ  دلیلثِ ّویي  ؛دٌّذ

ؿذُ  (p3≈0) كفش جبًیتمش ،هشتجِ ػَم ضشیت تشم تَاى ػَم

ّبی صٍج ثبلاتش كشف دس ایي پظٍّؾ اص اثش هشتجِ .>20= اػت

 p1تشم  اًذ. ًظش گشفتِ ؿذُ هؼبدلات تب هشتجِ دٍم دس ،ًظش ؿذُ

  تَاى دٍم فشکبًغ طجیؼی ػیؼتن خطی ) ،ثیبًگش
( اػت.  

تخویي هٌبػجی  ،تَاى ًـبى داد کِ فشکبًغ طجیؼی خطی هی

  اص فشکبًغ طجیؼی اكلی ػیؼتن غیشخطی )
( سا اسائِ  

ساثطِ  كَست ثِتَاى  سا هی 14هؼبدلِ  سٍ  يیا اص. >20=دّذ  هی

هؼشف ضشیت تشم  ،16دس ساثطِ  αپبساهتش  د.کشثبصًَیؼی  16

دس ایي  هَسد ثشسػیدٍخطی  ّبیدس ػیؼتن ،غیشخطی ثَدُ

ػذدی  پظٍّؾ ثِ ػلت کوتش ثَدى ػختی هثجت اص هٌفی،

ثشای ػیؼتن هَسد ثشسػی دس ایي ثخؾ ثب  هٌفی خَاّذ ثَد.

 .اػت -7/96ثشاثش ثب  αپبساهتش ، 15تَخِ ثِ ساثطِ 

(16)  ̈    
      

     ( ) 

 
ٍ تاتع  دٍخطیتغییز شکل تزای تاتع -ًوَدار ًیزٍ -3 شکل

 درخِ سَم تزاسش شذُ

 

 تقزیثی-حل تحلیلی -9-9

هؼبدلِ غیشخطی خبثدبیی هشثَط ثِ تخویي دسخِ دٍم کِ دس 

 17دى هیشاییی دس ساثطیِ   کشثب اضبفِ  ،آهذ ثِ دػت 16ساثطِ 

ِ اػیت. دس اییي ثخیؾ ثیب      ؿذُ  دادًُـبى  سٍؽ  کیبسگیشی  ثی

ؿَد.  تمشیجی هؼبدلِ فَق هطبػجِ هی-اغتـبؿبت ضل تطلیلی

ثیشای اػییتخشاج پبػیخ استؼبؿییبت آصاد ٍ اخجیبسی ثییِ تشتیییت    

هَسد اػیتفبدُ   2،ٍ زٌذ همیبػی 1ّبی لیٌذؿتذ پَاًکبسُ سٍؽ

 لشاس گشفتِ اػت.

(17)  ̈       ̇    
      

      

 

 حل ارتعاشات آساد -9-9-6
( ) گشفتي  دس ًظشاثتذا ثب  هؼبدلِ      ، ٍ      ،   

ؿَد. پبساهتش  ثِ فشم ثذٍى ثؼذ تجذیل هی 17یک دسخِ آصادی 

Δ، ِكَست ثِ ؿذُ  گشفتِخیض اػتبتیک دس ًظش  ػٌَاى ث      

      
ؿَد. ثب خبیگزاسی پبساهتشّب ٍ اًدبم  تؼشیف هی  

ثبصًَیؼی  18ساثطِ  كَست ثِثؼذ  ، هؼبدلِ ثیػبصی ػبدُ

 ؿَد. هی

                                                        
1 Lindstedt–Poincaré Method (LPM) 
2 Method of Multiple Scales (MMS) 
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(18)   
   

          
  

  
   

       
      

 کِ:           ٍ       

. دؿَ فشم هیپبساهتشی کَزک  ε دس تئَسی اغتـبؿبت

دس اػت.  ε;4/3×10-4 15ػیؼتن هفشٍم دس ساثطِ  ثشای

هختلبت  اػتفبدُ اص سٍؽ پَاًکبسُ، فشکبًغ ًَػبًبت ٍ هتغیش

 εضبكل خوغ ضشایت  كَست ثِ ،19ػوَهی هطبثك ثب ساثطِ 

 ؿَد. ًَؿتِ هی

(19-1)                 

(19-2)                  

 یػبص هشتتٍ  18دس ساثطِ  19پغ اص خبیگزاسی اص ساثطِ 

آیٌذ. لاصم  هی ثِ دػت 20سٍاثط  ،εهشتجِ  ثشضؼتهؼبدلات 

ٍ اص اثش  ؿذُ  ًَؿتِ εثِ رکش اػت کِ هؼبدلات تب هشتجِ اٍل 

 ؿذُ اػت. ًظش كشفهشاتت ثبلاتش 

(20-1)  (  )      
        

(20-2)  (  )      
        

  

  
  

       
     

 
 

 آیذ. هی ثِ دػت 21ساثطِ  كَست ثِ 20-1ضل هؼبدلِ 

(21)          ̅     

دس ػوت ساػت هؼبدلِ  21اص ساثطِ  z0ثب لشاس دادى  22هؼبدلِ 

 آیذ. هی ثِ دػت 2-20

(22)   
      ( 

  

  
      )           

    ̅     
ّبی  ، هضدٍج هختلط تشمcc، هٌظَس اص تشم 22دس ساثطِ 

ثب كفش کشدى تشم ػکَلاس ساثطِ  ω1اػت. پبساهتش  ؿذُ  اسائِ

آیذ. ثب كفش کشدى ایي  هی ثِ دػت 23ساثطِ  كَست ثِ، 22

 د.ؿَ اػتخشاج هی 24ساثطِ  كَست ثِ z1 ،تشم همذاس

(23)         

(24)    
   

 
        ̅     

، 19-2دس ساثطِ  z0 ،z1  ٍω1ّبی  ثب خبیگزاسی پبػخ

ثِ  25ساثطِ  كَست ثِپبػخ کلی ثب تخویي تب هشتجِ دٍم 

 آیذ. هی دػت

(25)         (
   

 
        ̅)     

دس      ٍ          ثب لشاس دادى  26 هؼبدلِ

 آیذ. هی ثِ دػت 25ساثطِ 

       (     )   (
   

 
     (     )     ̅)     

(26)  

   دادىثب لشاس 
 

 
ثِ ؿکل  26ٍ ثبصًَیؼی ساثطِ      

 27ساثطِ  كَست ثِهثلثبتی، پبػخ ًْبیی استؼبؿبت آصاد 

 اػتخشاج خَاّذ ؿذ.
             (     ) 

        
    

 
            (       ) 

(27)               (  ) 

  رتعاشاتپبػخ ؛ ؿَد هـبّذُ هی 27کِ دس ساثطِ  طَس ّوبى

 دٍ ثشاثشآصاد ػیؼتن تشکیجی اص فشکبًغ طجیؼی ٍ ّبسهًَیک 

ًـبًگش آى اػت  ،دس پبػخ       آى خَاّذ ثَد. ٍخَد تشم 

ای  ػیؼتن ضَل ًمطِ ،كفش اًطشاف داؿتِ هجذأکِ ًَػبًبت اص 

 کٌذ. غیش كفش ًَػبى هی

 

 حل ارتعاشات اخثاری -9-9-2
هؼبدلِ یک دسخِ       ٍ       گشفتي  دس ًظشاثتذا ثب 

         ،Δؿَد. پبساهتش  ثذٍى ثؼذ تجذیل هی فرمثِ  17آصادی 

           كَست ثِ ؿذُ  گشفتِخیض اػتبتیک دس ًظش  ػٌَاى  ثِ

      
 ،ثؼذ استؼبؿبت اخجبسی ؿَد. هؼبدلِ ثی تؼشیف هی  

اػت. ًیشٍی تطشیک  ؿذُ  دادًُـبى  28ساثطِ  كَست ثِ

 دس ًظش Ωٍ ثب فشکبًغ تطشیک  10ػیٌَػی ّوبًٌذ ساثطِ 

 ؿَد. گشفتِ هی

(28)    

   
    

  

  
            (  ) 

 کِ                            ٍ        ,       ,   

 كَست ثِدس اػتفبدُ اص سٍؽ زٌذ همیبػی، تشم صهبى 

گشفتِ  دس ًظش 29هطبثك ساثطِ  εّبی  ای اص تَاى صًدیشُ

 ؿَد. هی

(29)       ,      n=1, 2, 3, … 

 τای هـتك، هـتمبت ًؼجت ثِ  گیشی لبػذُ صًدیشُثب ثکبس

تجذیل  Tnاص هـتمبت ًؼجت ثِ  یا شُیصًدثِ  30هطبثك ساثطِ 

ام ثب  nهـتك خضئی هشتجِ  ؿذُ  اسائِ. دس سٍاثط شود می

 اػت. ؿذُ  دادًُـبى          

 
(30) 

 

  
               

  

      
           (  

       )    

 ّبی اغتـبؿبت، پبػخ کلی ػیؼتن ثِ فشم هطبثك سٍؽ

 :ؿَد یهتؼشیف ( 31ساثطِ )

  (   )    (        )     (        ) 
(31)                                                 (        )    
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گشفتِ  دس ًظشّبی  ، تؼذاد تشمبجیاضت هَسددلت  ثش اػبع

گشفتي  دس ًظشثشای  هثبل ػٌَاى ثِتغییش خَاّذ کشد.  31ساثطِ 

 T0 ،T1  ٍT2ّبی ثشضؼت  خبثدبیی ،O(ε3)ضل تب هشتجِ 

فشکبًغ  ثش اػبعؿَد. دس اداهِ، پبػخ ػیؼتن  ًَؿتِ هی

تطشیک دس ػِ ضبلت ًضدیک ثِ سصًٍبًغ اكلی، فَق 

 ؿَد. ّبسهًَیک ٍ صیش ّبسهًَیک هطبػجِ هی

 

 رسًٍاًس اصلی -9-9-2-6
هیضاى اًطشاف فشکبًغ تطشیک  دٌّذُ ًـبىسا کِ  σپبساهتش 

(Ω( اص فشکبًغ طجیؼی )ω0اػت )، ِهؼشفی  32ساثطِ  كَست ث

ؿَد. ثِ دلیل ًضدیکی فشکبًغ تطشیک ثِ فشکبًغ طجیؼی  هی

ثشای  33(، تطشیکی اص ًَع ضؼیف هطبثك ثب ساثطِ    )

 ثش ػیؼتن کبفی خَاّذ ثَد. یاثشگزاس

(32)         

(33)  ( )        (  ) 

ٍ هشتت  28دس ساثطِ  33ٍ  31ثب خبیگزاسی اص سٍاثط 

 ثِ دػت 34، هؼبدلات εکشدى هؼبدلات ثشضؼت هشتجِ 

آیٌذ. دلت ؿَد کِ دس تطشیک ًضدیک سصًٍبًغ اكلی، تشم  هی

ثب ًیشٍی  هشتجِ ّناػت تب  ؿذُ  اًتخبةهیشایی اص ًَع ضؼیف 

 تطشیک دس هؼبدلات ظبّش ؿَد.

(34-1)  (  )      
         

(34-2)  (  )      
                   

  

(34-3)  (  )      
        (  

       )   

                           (  ) 

 آیذ. هی 35ساثطِ  كَست ثِ 34-1ضل هؼبدلِ 

(35)             

ساثطِ  كَست ثِ 35اص ساثطِ  z0ثب لشاس دادى  34-2هؼبدلِ 

 ؿَد. ثبصًَیؼی هی 36

  
                   [          ̅]     

(36)  

ثبؿذ.       ضزف تشم ػکَلاس ثبیؼتی  هٌظَس ثِ

ثبیذ ثبؿذ. ثب كفش کشدى تشم  (  )    دیگش ػجبست ثِ

 ثِ دػت 37ساثطِ  كَست ثِ z1، پبػخ 36ػکَلاس ٍ ضل ساثطِ 

 آیذ. هی

(37)     [
 

 
          ̅]     

دس  z0  ٍz1هشثَط ثِ  37ٍ  35ثب خبیگزاسی هؼبدلات 

ثبصًَیؼی  38ساثطِ  كَست ثِ، هؼبدلِ هشثَطِ 34-3ساثطِ 

 ؿَد. هی

  
       [

  

 
     ̅    (      )]      

(38)                           
 

 
              

ّبی  ّذف یبفتي تشم ،38ساػت ساثطِ  دس ثبصًَیؼی ػوت

 كشفّبی غیش ػکَلاس  اص اسائِ تشم سٍ اصایيػکَلاس ثَدُ اػت. 

. ثب اًذ ؿذُگٌدبًیذُ  NSTدس لبلت ػجبست  ّب آىؿذُ ٍ  ًظش 

دس ػوت ساػت  32اص ساثطِ           خبیگزاسی 

  د.ؿَ اػتخشاج هی 39ساثطِ  كَست ثِ، تشم ػکَلاس 38ساثطِ 

(39)   (      )  
  

 
     ̅  

 

 
         

  ثب فشم کشدى 
 

 
ّبی  ٍ خذا کشدى ثخؾ     

 آیٌذ. هی ثِ دػتصیش  كَست ثِهََّهی ٍ ضمیمی دٍ هؼبدلِ 

(40-1)        
 

 
     ( ) 

(40-2)     
  

  
     

 

 
     ( ) 

 ؿَد. هیتؼشیف ( 41ساثطِ ) كَست ثِ γکِ پبساهتش 

(41)          

 42ساثطِ  ،41ٍ  40-2ثیي سٍاثط  βثب ضزف پبساهتش 

 ًتیدِ خَاّذ ؿذ.

(42)        
  

  
     

 

 
     ( ) 

، پبساهتشّبی 42ٍ  40-1دٍ هؼبدلِ  صهبى ّناکٌَى ثب ضل 

a  ٍγ آیٌذ. پبػخ ًْبیی ثب ثکبس گیشی تخویي تب  هی ثِ دػت

 43ٍ ثِ ؿکل هثلثبتی دس ساثطِ  ؿذُ  هطبػجِهشتجِ دٍم 

 اػت. ؿذُ  دادًُـبى 
 

(43) 

      (    ) 

       
 

 
    [   

 

 
   (      )]   (  ) 

 استؼبؿبتؿَد، پبػخ  هـبّذُ هی 43ثب هلاضظِ ساثطِ 

اخجبسی ػیؼتن دس هدبٍست سصًٍبًغ اكلی، تشکیجی اص 

خَاّذ ثَد. ٍخَد تشم بًغ طجیؼی ٍ ّبسهًَیک دٍ ثشاثش فشک

 
 

 
كفش  هجذأدس پبػخ ًـبًگش آى اػت کِ ًَػبًبت اص      

 کٌذ. ای غیش كفش ًَػبى هی ػیؼتن ضَل ًمطِ ،اًطشاف داؿتِ

 

 رسًٍاًس فَق ّارهًَیک -9-9-2-2

دس تطشیک ػَپش ّبسهًَیک، ًیشٍی تطشیک اص ًَع غیش ضؼیف 

دس هشتجِ اٍل  44-1ٍ تشم ًیشٍ هطبثك ثب ساثطِ  ؿذُ  اًتخبة
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هؼبدلات ػیؼتن سا تب  ،44ؿَد. ساثطِ  هؼبدلات ظبّش هی

 دّذ. هشتجِ اٍل ًـبى هی

(44-1)  (  )      
           (  ) 

(44-2)  (  )      
               

            
  

 ؿَد. ضل هی 45ساثطِ  كَست ثِ ،44-1هؼبدلِ 

(45) 
                   

  
 

 

 

     

 45اص ساثطِ  z0، پغ اص خبیگزاسی ضل 44-2ساثطِ 

 د. ؿَ ثبصًَیؼی هی ( 46ساثطِ ) كَست ثِ

(46) 
  

          (      )                

      [                   ̅   (   )   

     (   )     ̅    ]     
تَاى دسیبفت کِ  هی 46ثب دلت دس ػوت ساػت ساثطِ 

      افتذ کِ  صهبًی اتفبق هی کیػَپش ّبسهًَسصًٍبًغ 

ثٌبثشایي پبساهتش اًطشاف فشکبًغ تطشیک اص  ؛(r=1/2ثبؿذ )

 د.ؿَ تؼشیف هی 47ساثطِ  كَست ثِ ،فشکبًغ طجیؼی

(47)                        

، تشم 46دس ػوت ساػت ساثطِ  47ثب خبیگزاسی اص ساثطِ 

 آیذ. هی ثِ دػت 48ػکَلاس هطبثك ثب ساثطِ 

(48)        
 

  
           

 ثِ دػت 49ساثطِ  كَست ثِ A، ضشیت 48ثب ضل ساثطِ 

 آیذ. هی

(49)          
    

 (    )
      

تشم  ،ًْبیت هیل دادُ ؿَد صهبى ثِ ػوت ثی کِ یدسكَست

کٌذ. دس ایي ضبلت  ثِ ػوت كفش هیل هی Aدس ضشیت       

ثبصًَیؼی  50ساثطِ  كَست ثِ ػبصی ػبدُپغ اص  Aضشیت 

 ؿَد. هی

(50)   
    

 (    )
      

دس ًْبیت پبػخ ضبلت دائن ػیؼتن دس هدبٍست سصًٍبًغ 

ساثطِ  كَست ثِ ،ّبسهًَیک ثب فشم تخویي هشتجِ اٍلػَپش 

ٍ  47اص ساثطِ  σد. دلت ؿَد کِ تشم ؿَ اػتخشاج هی 51

 خبیگزاسی ؿذُ اػت. 45اص ساثطِ  Λهمذاس 

(51) 

  
 

       (  ) 

 
   

 (    ) √     
    (     ) 

 کِ:   (   )       

دس ایي ضبلت اص  ، پبػخ ػیؼتن51ثب تَخِ ثِ ساثطِ 

تشکیجی اص فشکبًغ تطشیک ٍ  ،تطشیک اص ًَع ّبسهًَیک ثَدُ

فشکبًغ دٍ ثشاثش آى خَاّذ ثَد. دس ایي ضبلت فشکبًغ 

فشکبًغ طجیؼی ػیؼتن ثبؿذ.  دٍم کیتطشیک ثبیؼتی 

ؿَد کِ تشم دٍم ساثطِ داسای تَاى دٍم داهٌِ  هـبّذُ هی

یشٍی تطشیک ثب کبّؾ داهٌِ ً سٍ اصایيًیشٍی تطشیک اػت. 

تشم دٍم هؼبدلِ ًؼجت ثِ تشم اٍل ثب ػشػت ثؼیبس ثیـتشی ثِ 

ضل هؼئلِ هـبثِ ثب ضل ضبلت  ،ذاکشدُیپػوت كفش گشایؾ 

 ؿَد. خطی هی

 

 رسًٍاًس سیز ّارهًَیک -9-9-2-9

، εدس تطلیل صیش ّبسهًَیک، ًیشٍی تطشیک ثب هشتجِ كفش 

هؼبدلات  سٍ اصایيؿَد.  ّوبًٌذ ثب تطلیل لجل دس ًظش گشفتِ هی

خَاّذ ثَد.  44ّوبًٌذ ساثطِ  ،εّبی  هشثَطِ ثِ هشتجِ

پبػخ اطشاف دٍ ثشاثش فشکبًغ طجیؼی ػیؼتن  کِ یدسكَست

ساثطِ  كَست ثِ ،ثبؿذ، فشکبًغ تطشیک لاصم اػت بصیهَسدً

     ثٌبثشایي، پغ اص ثبصًَیؼی ساثطِ؛ دس ًظش گشفتِ ؿَد 52

 كَست ثِ، تشم ػکَلاس 45اص ساثطِ  z0ثب خبیگزاسی ضل  2-44

 ؿَد. ًَؿتِ هی 53ساثطِ 

(52)                     

(53)           ̅         

)       ثب فشم 
 

 
ساثطِ  كَست ثِ 53ساثطِ  (    

 د.ؿَ ػبدُ هی 54

(54)     
 

 
          ̅    

، هبّیت هختلط داؿتِ ٍ Bؿَد کِ ضشیت  فشم هی

 ،ثِ تشتیت ًوبیبًگش Br  ٍBiثبؿذ کِ           كَست ثِ

 یخذاػبصّؼتٌذ. ثب  Bّبی ضمیمی ٍ هََّهی ضشیت  ثخؾ

 كَست ثِ، ایي ساثطِ 54ّبی ضمیمی ٍ هََّهی ساثطِ  لؼوت

 د. ؿَ دٍ هؼبدلِ دیفشاًؼیل صیش تجذیل هی

(55-1)   
      (

 

 
    )     

(55-2)   
      (

 

 
    )     

 ؛دٍ هؼبدلِ ثبلا، هؼبدلاتی خطی ٍ ثب ضشایت ثبثت ّؼتٌذ

      ثب  ثشاثشلزا ضلی 
     ٍ      

تَاى ثشای  هی    

ّوگی ثبثت  br ،bi  ٍλدس ًظش گشفت. کِ ضشایت  ّب آى

ضل غیش ثذیْی  ،55دس ساثطِ  Br  ٍBiّؼتٌذ. ثب خبیگزاسی 

 د. ؿَ اػتخشاج هی 56ساثطِ  كَست ثِ
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(56)      √        ⁄  

ّوَاسُ هٌفی ثبلی  λدس تطشیک صیش ّبسهًَیک، همذاس 

تشم ًَػبًبت آصاد هشثَط ثِ فشکبًغ  داهٌۀ سٍ اصایيهبًذ.  هی

ثٌبثشایي پبػخ  ؛یبثذ صیش ّبسهًَیک ثب گزس صهبى کبّؾ هی

تک  كَست ثِ ،ضبلت دائن دس ضبلت تطشیک صیش ّبسهًَیک

 .اػتتٌْب ؿبهل فشکبًغ تطشیک  ،فشکبًؼی ثَدُ
 

 ًتایح -4
دس ثخؾ دٍم همبلِ ػیؼتن تیش ٍ اتلبل فلٌدی ثب ػیؼتن 

گشدیذ. ثب اػتفبدُ اص  یػبص هؼبدل 9ساثطِ  ،هؼبدلات دٍخطی

 كَست ثِداسای تشم دٍخطی سا  9تَاى هؼبدلِ  سٍؽ ػذدی هی

د. دس سٍؽ ػذدی دلیك، ّش لؼوت خطی کشًؼجتبً دلیك ضل 

(q>0  ٍq<0 ًِخذاگب )ثب پیؾ ثشدى ضل دس  ،ؿذُ ضل

دس  qّبی صهبًی ثِ اًذاصُ کبفی کَزک ٍ ثشسػی ػلاهت  لذم

ضل ػذدی ، 6َداس ؿکل ؿَد. ًو ّش لذم ثِ یکذیگش هتلل هی

هشتجِ ػَم  یا زٌذخولِدلیك تبثغ دٍخطی، ضل ػذدی 

اص سٍؽ پَاًکبسُ سا دس غیبة  آهذُ  دػت ثِهؼبدل ٍ پبػخ 

ضل  ،ًیض 7دّذ. ًوَداسّبی ؿکل  ک ًـبى هیًیشٍی تطشی

هشتجِ ػَم  یا زٌذخولِػذدی دلیك ػیؼتن دٍخطی ٍ 

اص سٍؽ زٌذ همیبػی  آهذُ دػت ثِ یّب پبػخهؼبدل آى سا ثب  

 کیػَپش ّبسهًَدس هدبٍست فشکبًغ طجیؼی پبیِ ٍ سصًٍبًغ 

دّذ. ثشای تشػین ًوَداسّبی پبػخ دس هدبٍست  ًـبى هی

ثبصُ صهبًی ثِ ًطَی اًتخبة  کیػَپش ّبسهًَسصًٍبًغ اكلی ٍ 

ؿذُ اػت کِ ًَػبًبت ػیؼتن اص ضبلت گزسای اٍلیِ ػجَس 

 ،ؿَد کِ هـبّذُ هی َسط ّوبىثِ ضبلت دائن ثشػذ.  ،کشدُ

 هطبثمت خَثی ثیي ًتبیح ّش ػِ سٍؽ ٍخَد داسد.
 

 
ّای دٍخطی ٍ پاسخ ًَساًات آساد هزتَط تِ هذل -1 شکل

 ی هزتثِ سَم هعادلا چٌذخولِ

 
 )الف(

 
 )ب(

ّای دٍخطی ٍ هقایسِ پاسخ عذدی هذل -7 شکل

 ی هزتثِ دٍم هعادل اطزاف الف( رسًٍاًسا چٌذخولِ

 ب( رسًٍاًس فَق ّارهًَیک ٍ اصلی

 

همبیؼِ ثیي ًتبیح ضل ػذدی دلیك ػیؼتن دٍخطی ٍ 

ضبکی اص آى اػت  ،هؼبدل دسخِ ػَم یا زٌذخولِضل ػذدی 

( qگشفتي ضشایت تب تَاى ػَم هختلبت ػوَهی ) دس ًظشکِ 

ثشای تخویي سفتبس دیٌبهیک ػیؼتن دس ضبلات ًَػبًبت آصاد ٍ 

دلت کبفی سا داسا  کیّبسهًَػَپش هدبٍست سصًٍبًغ اكلی ٍ 

 ،ًوَدُ ًظش كشفثبلاتش  ّبی تَاىتَاى اص اثش  هی يیثٌبثشا ؛اػت

دسخِ دٍم هؼبدل ًوَد. دس  ای زٌذخولِػیؼتن دٍخطی سا ثب 

اص تَاى دٍم  ،ٍالغ ػیؼتن هؼبدل ػیؼتوی غیشخطی

 خبیی اػت.ِ خبث

همبیؼِ ثیي ًتبیح ضل ػذدی ػیؼتن دٍخطی ٍ 

ثِ سٍؽ اغتـبؿبت  ؿذُ  اسائِثب ضل  هؼبدل آى یا زٌذخولِ

ّبی  ثِ سٍؽ آهذُ  دػت ثِضبکی اص دلت ثبلای پبػخ  ،ًیض

ػیؼتن ضَل  ،ؿَد هلاضظِ هی پَاًکبسُ ٍ زٌذ همیبػی داسد.
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کٌذ. ایي هؼئلِ اص هبّیت  هجذا غیش كفش ًَػبى هی

ّب  ایي سٍؽ کبسگیشی ثِ گیشد. ّبی دٍخطی ًـئت هی ػیؼتن

دّذ کِ ثتَاى  ثشای ضل هؼبدلات غیشخطی ایي اخبصُ سا هی

آٍسد ٍ اثش  ثِ دػتضلی تطلیلی تمشیجی ثشای ػیؼتن 

 د.کشتطلیلی ثشسػی  كَست ثِپبساهتشّبی هختلف سا 

ثب اًتمبل، ثِ تَاى دٍ سػبًذى ٍ خوغ ػوت ساػت دٍ 

، هؼبدلِ پبػخ فشکبًؼی دس هدبٍست 42ٍ  40-1ساثطِ 

 آیذ. هی ثِ دػت 57ًغ اكلی هطبثك ثب ساثطِ سصًٍب

(57) 
  [   (      ) ]  (

 

 
)
 
                

(   
  

  
 (کِ    

ثَدُ کِ      ، ضذاکثش داهٌِ ثشاثش ثب 57طجك ساثطِ 

( اػت. هٌطٌی αهؼتمل اص ضشیت تشم غیشخطی ػیؼتن )

پبػخ فشکبًؼی ػیؼتن ثِ اصای تغییش دس هیضاى غیشخطی 

ٍ  8دس ؿکل  ،تغییش دس داهٌِ ًیشٍی تطشیک ثِ تشتیت ثَدى ٍ

ؿَد کِ ٍخَد تشم  اػت. هـبّذُ هی ؿذُ  اسائِ 9ؿکل 

 ،ّوبًٌذ ػختی ًشم ؿًَذُ ػول کشدُ ،غیشخطی تَاى دٍم

توبیل ثِ اًتمبل للِ هٌطٌی پبػخ فشکبًؼی ثِ ػوت 

ثشای ػیؼتن هَسدًظش دس دّذ.  تش ًـبى هی ّبی پبییي فشکبًغ

ی شخطیغ)هیضاى  αػبهل تغییش دٌّذُ ضشیت  ،ایي همبلِ

  ثَدى ػیؼتن(، تغییش اختلاف ثیي 
   ٍ  

 ،دیگش ػجبست یب ثِ  

 .تغییش اختلاف ثیي ػختی خوـی هثجت ٍ هٌفی اتلبل اػت

 یؾافضا -1> اؿبسُ ؿذُ اػت کِ دٍ ػبهل 19دس هشخغ =

هَخت  ،یضخبهت لجِ اتلبل فلٌد یؾافضا -2 یردس پ ثبس یؾپ

ثِ  لزا ،ؿذُ یهثجت ٍ هٌف یػخت یيؿذى اختلاف ث یبدتشص

  خَاّذ ؿذ. یخط یشتشم غ یتضش یؾافضاػجت تجغ آى 

 

 
پاسخ فزکاًسی سیستن در هداٍرت رسًٍاًس  -4 شکل

 (α, 2α, 3α, 4α)اصلی تا تغییز در ضزیة غیزخطی 

Backbone 
Curve

پاسخ فزکاًسی سیستن در هداٍرت رسًٍاًس اصلی  -3 شکل

 (0.5F, 1F, 1.5F, 2F) تا تغییز در داهٌِ ًیزٍی تحزیک

 

ثب افضایؾ داهٌِ ًیشٍ، ًمطِ هبکضیون  9هطبثك ؿکل 

ثِ     هٌطٌی پبػخ فشکبًؼی ثبلاتش سفتِ، ػلاٍُ ثش آى اص 

ؿَد. هٌطٌی هکبى  ّبی کوتش هٌطشف هی ػوت فشکبًغ

       كَست ػْوی ثب هؼبدلِ  ث1ِداهٌٌِّذػی هبکضیون 

 ؿذُ اػت. ًوبیؾ دادُ  يیز خطثب  9اػت کِ دس ؿکل 

، ساثطِ 51دس ساثطِ  2xثب هلاضظِ تشم ضشیت ّبسهًَیک 

 58ساثطِ  كَست ثِ ،پبػخ فشکبًؼی تشم ػَپش ّبسهًَیک

 ؿَد.  ًَؿتِ هی

پبػخ  ،ؿَد هـبّذُ هی 51کِ دس ساثطِ  طَس ّوبى

فشکبًؼی هشثَط ثِ فشکبًغ طجیؼی پبیِ ثب افضایؾ هیضاى 

ؿَد.  ( ؿذیذتش هیαثَدى ػیؼتن )افضایؾ  یشخطیغ

، پبػخ فشکبًؼی ػیؼتن سا دس هدبٍست سصًٍبًغ 10 ؿکل

، αػَپش ّبسهًَیک ثِ اصای همبدیش هختلف ضشیت غیشخطی 

ثَدى  یشخطیغؿَد کِ ثب افضایؾ  دّذ. هلاضظِ هی ًـبى هی

 یبثذ. ػیؼتن، داهٌِ پبػخ افضایؾ هی

(58) 
   

 (    ) √     
 

 

 هقایسِ تا حل عذدی -4-6
ػیؼتن ثب هـخلبت  همبیؼِ پبػخ فشکبًؼی 11ؿکل 

سا دس اطشاف فشکبًغ طجیؼی پبیِ ثِ  1هفشٍم دس خذٍل 

دّذ.  دس ایي همبلِ ٍ ضل ػذدی ًـبى هی ؿذُ  اسائِسٍؽ 

                                                        
1 Backbone Curve 

-100 -50 0 50 100
0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

Detuning Parameter ()

A
m

p
lit

u
d
e

Increase in 



 

 

 

 47 | و همکاران یثمیم 

 

 

 4/ شماره 7/ دوره 6931ها/ سال شارهها و مکانیک ساسه

 

ثشای هطبػجِ پبػخ فشکبًؼی ثِ سٍؽ ػذدی، طیف صهبًی 

ٍ ػپغ  اػتخشاجّبی تطشیک هختلف  پبػخ ثِ اصای فشکبًغ

اػت.  آهذُ دػت ثِداهٌِ طیف فشکبًؼی دس فشکبًغ تطشیک 

ؿَد کِ هطبثمت خَثی ثیي ًتبیح ػذدی ٍ ًتبیح  هـبّذُ هی

 ٍخَد داسد. ؿذُ  اسائِهذل 

 

 گیزی ًتیدِ -3
اثتذا هؼبدلات دیٌبهیکی غیشخطی ثشای دس ایي همبلِ 

دٍ تیش ٍ اتلبل فلٌدی تک پیر اػتخشاج  ،ػیؼتوی ؿبهل

ثب اػتفبدُ اص ؿذُ اػت. ػپغ ضل دیٌبهیکی ایي ػیؼتن 

ّبی ػذدی ٍ تطلیلی تمشیجی ثِ سٍؽ اغتـبؿبت ثذػت  سٍؽ

 کِ دٌّذ ًـبى هی ثذػت آهذُآهذُ اػت. هؼبدلات غیشخطی 

بّؾ ی اتلبل ٍ ّوسٌیي کافضایؾ ػختی کل دٍ ػبهل

 ،اختلاف ػختی هثجت ٍ هٌفی ثب کبّؾ ضشیت تشم غیشخطی

پبػخ غیشخطی  ؿَد. هی ػیؼتنؿذى  تش یخط هَخت

تطت ًَػبًبت آصاد ٍ اخجبسی دس هدبٍست سصًٍبًغ  ،ػیؼتن

ّبی ػذدی  ثِ سٍؽ اكلی ٍ ػَپش ّبسهًَیک ٍ صیش ّبسهًَیک

ؿَد  هلاضظِ هی ٍ اغتـبؿبت هطبػجِ ٍ همبیؼِ ؿذُ اػت.

هـبثِ ثب ػیؼتوی داسای ػختی تَاى دٍم  ،سفتبس ػیؼتنکِ 

ّبی دٍم فشکبًغ تطشیک دس پبػخ ظبّش  ّبسهًَیک ،ثَدُ

 ؿَد هـبّذُ هی تنهطبػجِ پبػخ فشکبًؼی ػیؼثب  ؿًَذ. هی

هَخت  ،کِ ٍخَد اتلبل فلٌدی ّوبًٌذ ػختی ًشم ؿًَذُ

ؿَد. ثب  ّبی کوتش هی ثِ فشکبًغ اًطشاف للِ پبػخ فشکبًؼی

ضشیت تشم غیشخطی ٍ ًیشٍی تطشیک، اًطشاف ثیـتش  افضایؾ

 .ؿَدهی

 

 
پاسخ فزکاًسی سیستن در هداٍرت رسًٍاًس  -64 شکل

 سَپز ّارهًَیک تِ اسای هقادیز هختلف ضزیة غیزخطی

 
هقایسِ پاسخ فزکاًسی سیستن تِ رٍش تحلیلی  -66 شکل

 شذُ ٍ حل عذدی ارائِ
 

 فْزست علائن -1

A ( هؼبضت ػطص همطغm2) 

E ( ِهذٍل الاػتیؼیتN/m2) 

I ( هوبى ایٌشػی خوـیm4) 

f ( ًٍیشN) 

K ( ػختیN/m, Nm/rad) 

L طَل تیش (m) 

M ( خشمKg) 

r فشکبًغ تطشیک ثذٍى ثؼذ 

q هختلبت ػوَهی 

 علائن یًَاًی

α ضشیت تشم غیشخطی 

μ ضشیت هیشایی ثذٍى ثؼذ 

σ اص فشکبًغ طجیؼی اًطشاف 

ε پبساهتش اغتـبؽ 

Δ خیض اػتبتیکی 

τ پبساهتش صهبًی ثذٍى ثؼذ 

ω فشکبًغ طجیؼی (rad/s) 

ρ ( زگبلیKg/m3) 

 ّاتالاًَیس
 ّبی هثجت تغییش ؿکل +

 ّبی هٌفی تغییش ؿکل -

 ّاسیزًَیس

t خوـی 

l طَلی 

fl فلٌح 
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 6پیَست  -7

 :2هبتشیغ ضشایت هؼشفی ؿذُ دس ثخؾ 
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