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 چکیذه
ثب استفبدُ اص ًظشیِ تٌص کَپل ثْجَد  ّب ٍسق کیکلاس یثش اسبس تئَس ّبی پیضٍالکتشیک، سبصی هیکشٍ ٍسق ثب لایِ دس هطبلعِ حبضش، هذل

یبفتِ غَست گشفتِ است. اضبفِ ضذى تٌْب یک پبساهتش ثِ هٌظَس لحبظ کشدى اثش اًذاصُ سیستن دس ًظشیِ تٌص کَپل ثْجَد یبفتِ، یکی اص 

بس آسبى تش کشدُ است ٍ ّبی غیشکلاسیک هکبًیک هحیط پیَستِ است کِ استفبدُ اص آى سا ثسیّبی ایي ًظشیِ ًسجت ثِ دیگش ًظشیِ هضیت

ّبی ثب اثعبد هیکشٍ ثِ دست تشی سا دس همبیسِ ثب ًظشیِ کلاسیک هکبًیک هحیط پیَستِ اص سیستنسبصی دلیك تَاًذ هذلدس عیي حبل هی

ّبی ِ ّبی پیضٍالکتشیک ثب استفبدُ اص ًظشیِ پیضٍالکتشیسیتِ خطی اًدبم ضذُ است ٍ ثب تَخِ ثِ ضخبهت کن لای دّذ. هذل سبصی لایِ

ّب ثبثت فشؼ ضذُ است. هعبدلِ حشکت ٍ ضشایط هشصی حبکن ثش سیستن ثِ کوک اغل ّویلتَى  پیضٍالکتشیک هیذاى الکتشیکی دس ایي لایِ

ّبی پیضٍالکتشیک ثش استعبش آصاد ٍ  ثب سٍش اخضای هحذٍد حل ضذُ، اثش پبساهتش اًذاصُ ٍ لایِ هعبدلِ حشکتثذست آٍسدُ ضذُ است. 

 تیکی هیکشٍ ٍسق ثشسسی ضذُ است.خبیی استب خبثِ

 .سٍش اخضای هحذٍد ؛هَاد پیضٍالکتشیک ؛تٌص کَپل ثْجَد یبفتِ ؛هیکشٍ ٍسق ؛استعبضبت آصادکلمات کلیذی4 
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Abstract 
In this study, a size-dependent modeling of micro plate with piezoelectric layers based on classical plate 

theory using modified couple stress theory is developed in this paper. Introducing only one material length 

scale parameter in modified couple stress theory to take into account the size effect of the system is one of 

the main advantage of this theory over other nonclassical continuum mechanics theories. Also, this theory is 

able to predict and interpret the size-dependent static and dynamic behavior of micro-scale structures with 

more accuracy and precision in comparison to classical continuum mechanics theory. The piezoelectric 

layers are modeled according to linear piezoelectricity theory and due to small thickness, the electric field is 

assumed to be constant over the layers. The equation of motion and its corresponding boundary conditions 

are derived using Hamilton principle. The equation of motion is solved numerically using finite element 

method and the effect of material length scale parameter and piezoelectric layers on free vibration and static 

deflection of micro-plate are investigated. 
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 مقذمه -6
ّبی  اخضای اغلی دس سیستنّب، اص  هیکشٍ تیشّب ٍ هیکشٍ ٍسق

الکتشٍهکبًیکی دس اثعبد هیکشٍ ّستٌذ ٍ ثِ هیضاى ٍسیعی دس 

سٌسَسّب ٍ ّوچٌیي ثِ عٌَاى سیستن تحشیک دس لطعبت 

. اثش اًذاصُ ]2-1[گیشًذ تشٍهکبًیکی، هَسد استفبدُ لشاس هیالک

داسای اّویت صیبدی است ٍ ثبیذ دس تحلیل  ،ّب دس ایي سیستن

ّبی  ًظشیِ ].6-3[س ایي حَصُ لحبظ ضَدّبی غَست گشفتِ د

دلیل عذم ِ ّب، ث کلاسیک دس حَصُ هیکشٍ تیشّب ٍ هیکشٍ ٍسق

حبظ کشدى ایي اثش ًیستٌذ. لخَد پبساهتش اثش اًذاصُ لبدس ثِ ٍ

ّبی هختلفی اص خولِ، ًظشیِ  ّبی اخیش ًظشیِ طی سبل

ٍ  ]3،9[، ًظشیِ گشادیبى کشًطی]8-7[کلاسیک تٌص کَپل

ثوٌظَس لحبظ کشدى اثش ] 10[کَپل ثْجَد یبفتًِظشیِ تٌص 

اًذاصُ اسائِ ضذُ است. اضبفِ ضذى تٌْب یک پبساهتش دس ًظشیِ 

ى اثش اًذاصُ ثوٌظَس لحبظ کشد ،تٌص کَپل ثْجَد یبفتِ

 ّبی ایي ًظشیِ است کِ استفبدُ اص آى سیستن، یکی اص هضیت

 ّب دس اثعبد سیستن سبصی سا ثسیبس آسبى تش کشدُ است. هذل

ى سا ثِ بتَخِ ثسیبسی اص هحمم ،هیکشٍ دس حَصُ هیکشٍتیشّب

ل سبصی هیکشٍ خَد خلت کشدُ است ٍ همبلات صیبدی ثب هذ

دس  ].15-11[ّبی اخیش ثِ چبح سسیذُ است تیشّب طی سبل

است کِ هطبلعبت کوتشی غَست گشفتِ  ،ّب حَصُ هیکشٍ ٍسق

 ]16[ّب اضبسُ خَاّذ ضذ، تسیتبس دس ایٌدب ثِ تعذادی اص آى

اص هذل کیشضْف ثشای آًبلیض استبتیکی هیکشٍ ٍسق ثب ًظشیِ 

تٌص کَپل ثْجَد یبفتِ استفبدُ کشد ٍ ثب حل هعبدلات حشکت 

خبیی استبتیکی دس ِ حبکن ثش سیستن، اثش پبساهتش اًذاصُ ثش خبث

ثب دس ًظش گشفتي هذل ] 17[ّب سا ثشسسی کشد. ًٍگ هیکشٍ ٍسق

ثِ  ،اثش اًشطی سطحی ٍسق کیشضْف ٍ ّوچٌیي لحبظ کشدى

ّب  طیذگی دس هیکشٍ ٍسقثشسسی پذیذُ ًبپبیذاسی فشٍک

ّوشاُ ثب اثش غیش  هذل ٍسق کیشضْف] 18[غشیپشداخت. اغ

 ،ثب استفبدُ اص ًظشیِ تٌص کَپل ثْجَد یبفتِخطی ٌّذسی سا 

ثب استفبدُ اص ، ] 19[هَسد ثشسسی لشاس داد. ساکَ، فشیشا ٍ سدی

تِ ٍ سٍش ثذٍى هص، پبسخ یبف ًظشیِ تٌص کَپل ثْجَد

استبتیکی ثشای هیکشٍ ٍسق ثب تکیِ گبُ گیشداس ٍ سبدُ سا ثب 

استفبدُ اص تئَسی ثشضی هشتجِ اٍل دس ٍسق ثذست آٍسدًذ. 

استفبدُ اص یک هذل خذیذ کیشضْف ٍ ًظشیِ  ثب ]20[ضبت

سفتبس خوطی یک هیکشٍ ٍسق دس  ،تٌص کَپل ثْجَد یبفتِ

اثعبد ًبًَ ثب دس ًظش گشفتي اثش اًشطی سطحی سا ثشسسی کشد. 

ثب دس ًظش گشفتي هذل ٍسق کیشضْف اثش ] 21[صادُ ِوعخ

ّبی هستطیلی ٍ  ًس طجیعی هیکشٍ ٍسقپبساهتش اًذاصُ ثش فشکب

ثب استفبدُ اص ًظشیِ تٌص ] 22[دایشُ ای سا هطبلعِ کشد. ًٍگ

ن ثشای استعبش آصاد دس هیکشٍ یک الگَسیت ،یبفتِ کَپل ثْجَد

ای ًبهمبسى خطی ٍ غیشخطی اسائِ کشد.  ّبی دایشُ ٍسق

ٍ ثب استفبدُ اص  هیٌذلیيثب دس ًظش گشفتي هذل  ]23[تبئی

ذل خطی ٍ غیش خطی ثشای ًظشیِ تٌص کَپل ثْجَد یبفتِ، ه

 ّبی هستطیلی اسائِ کشد. هیکشٍ ٍسق

َاظ هٌبست هکبًیکی ٍ هَاد پیضٍ الکتشیک ثذلیل خ

کتشیکی ثِ لالکتشیکی ٍ ّوچٌیي لبثلیت ثبلا دس تجذیل اًشطی ا

ّبی  ثشعکس، ثِ هیضاى صیبدی دس سیستن هکبًیکی ٍ

گیشًذ. اص  فبدُ لشاس هیالکتشٍهکبًیکی دس اثعبد هیکشٍ هَسد است

ّبی رخیشُ  تَاى ثِ استفبدُ دس سیستن خولِ ایي هَاسد هی

، رخیشُ سبصی ]25[ی خٌک کٌٌذُّب ، سیستن]24[اطلاعبت

اضبسُ کشد.  ]27[ٍ کٌتشل اغتطبش ٍ استعبضبت] 26[اًشطی

تَسط  ،تحلیل استبتیکی ٍ دیٌبهیکی هَاد پیضٍالکتشیک

. طی ]29-28[ى غَست گشفتِ استبتعذادی اص هحمم

ص هَاد پیضٍالکتشیک ثِ غَست ّبی اخیش استفبدُ ا سبل

ّبی ثب اثعبد ثضسگ  ّبی هتػل ثِ هَاد دیگش دس سیستن لایِ

-30[هَسد تَخِ لشاس گشفتِ است ،هٌظَس کٌتشل استعبضبتِ ث

ّبی ثب اثعبد  ّبی پیضٍالکتشیک دس سیستن . استفبدُ اص لایِ]32

ّبی  اص لایِ ]33[داسای اّویت صیبدی است. کبلت ،هیکشٍ ًیض

ثشًَلی استفبدُ کشد. -پیضٍالکتشیک ثشای کٌتشل تیش اٍیلش

استفبدُ اص لایِ ّبی پیضٍالکتشیک ٍ هذل تیش ثب ] 34[سضبصادُ

شٍکطیذگی سا اثش هَاد پیضٍالکتشیک ثش پذیذُ ف ،ثشًَلی-اٍلش

ّبی  بی دیگشی ًیض ثب استفبدُ اص لایِّ ثشسسی کشد. هذل سبصی

 36-35[ّب غَست گشفتِ استس هیکشٍ تیشپیضٍالکتشیک د

دس  ّبی پیضٍالکتشیک ، استفبدُ اص لایِّوبًگًَِ کِ گفتِ ضذ]

؛ اهب داسای اّویت صیبدی است ،ّب دس اثعبد هیکشٍ سیستن

ّبی پیضٍالکتشیک ثِ هیضاى کوی  سبصی هیکشٍ ٍسق ثب لایِ هذل

غَست گشفتِ است ٍ ثب تَخِ ثِ خستدَّبی اًدبم ضذُ 

ّبی  ُ، هذل سبصی هیکشٍ ٍسق ثب لایِتَسط ًَیسٌذ

تب ثِ  پیضٍالکتشیک ثب استفبدُ اص ًظشیِ تٌص کَپل ثْجَد یبفتِ

اهشٍص غَست ًگشفتِ است. اص ایي سٍ دس هطبلعِ حبضش ثب  

جَد استفبدُ اص هذل ٍسق کیشضْف ٍ ًظشیِ تٌص کَپل ثْ

ّبی پیضٍالکتشیک سبختِ خَاّذ  یبفتِ، هذل هیکشٍ ٍسق ثب لایِ

ضذ ٍ سپس هعبدلِ حشکت حبکن ثش سیستن ثب استفبدُ اص 

ذُ ثب سٍش اغل ّویلتَى ثذست خَاّذ آهذ. هعبدلِ ثذست آه
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ّبی  پبساهتش اًذاصُ ٍ لایِاثش  ،اخضای هحذٍد حل ضذُ

استبتیکی یک هیکشٍ  پیضٍالکتشیک ثش استعبش آصاد ٍ خبثدبیی

 ٍسق ثب تکیِ گبُ سبدُ ثشسسی خَاّذ ضذ.

 

 نظریه تنص کوپل بهبود یافته -5
ثش اسبس ًظشیِ تٌص کَپل ثْجَد یبفتِ، اًشطی کشًطی ًبضی 

. ]10[ص ٍ اًحٌب دس خسن استاص خوص، تبثعی اص کشً

ثِ  ،اًشطی کشًطی دس یک خسن الاستیک خطیتغییشات 

 .]10[ ضَد ( ًَضتِ هی1ساثطِ )غَست 

   ∫    
 

                (1) 

خضء اًحشافی   تبًسَس کشًص،   تبًسَس تٌص،    کِ دس آى 

حٌب است کِ ثِ تبًسَس هتمبسى اً  دس تبًسَس تٌص کَپل ٍ 

 ]10[ ضًَذ تعشیف هی( 5-2سٍاثط )غَست 
                    (2) 

    
 

 
              

   (3) 

    
 

 
              

   (4) 

                 (5) 

اًذاصُ  بساهتشپ    ،ثشداس خبثدبیی  ّبی لاهِ،  ثبثت   ٍ     کِ 

ثیبى ( 6ساثطِ )ثشداس چشخص است کِ ثِ غَست    هبدُ ٍ 

 ]10[ ضَد هی

  
 

 
        (6) 

ثب استفبدُ اص ًظشیِ تٌص  ،ّوبًطَس کِ اص سٍاثط هطخع است

ّبی لاهِ دس هذل  ، ثِ ثبثت کَپل ثْجَد یبفتِ تٌْب هتغیش 

 سبصی اضبفِ خَاّذ ضذ.

 

بر اساس نظریه مذل سازی ورق کیرضهف  -9

 تنص کوپل بهبودیافته
، چگبلی  عشؼ  ،  ًوبی یک هیکشٍ ٍسق ثِ طَل 1دس ضکل 

ρ ّبی  ثب لایِ  ٍ ضشیت الاسیسیتِ    ، ضخبهت

ّبی  لایِ ًطبى دادُ ضذُ است. طَل ٍ عشؼ پیضٍالکتشیک

ٍلی  ،ثشاثش ثب اثعبد ٍسق دس ًظش گشفتِ ضذُ ،پیضٍالکتشیک

ثسیبس کوتش اص ضخبهت ٍسق  ،الکتشیکّبی پیضٍ  ضخبهت لایِ

   دس ساستبی طَل ٍ هحَس  دس ًظش گشفتِ ضذُ است. هحَس 

دس ساستبی عشؼ ٍسق ٍ هٌطجك ثش غفحِ هیبًی دس ًظش 

ّوچٌیي خبثدبیی عشضی ٍسق ثِ سوت پبییي  ؛اًذ گشفتِ ضذُ

 ،هثجت دس ًظش گشفتِ ضذُ است. هطبثك ثب هذل ٍسق کیشضْف

( 9-7سٍاثط )ی هختلف ٍسق ثِ غَست خبثدبیی دس ساستبّب

 .]37[ ضَد ًَضتِ هی

    
         

  
 

(7) 

    
         

  
 

(8) 

                    (9) 

  ٍ   ،  خبیی دس ساستبی ِ خبث ،تشتیتِ ث  ٍ   ،  کِ 

، ّبی کَچک ّب دس حبلت کشًص ّستٌذ. ثشای هیکشٍ ٍسق

سٍاثط غَست  ثِ (9( تب )7ّبی کشًص هشثَط ثِ هعبدلِ ) هَلفِ

 .]37[ ضًَذ ( ًَضتِ هی10-12)

      
   

   
 (10)  

      
   

   
 (11)  

          
   

    
 (12) 

سٍاثط  ( ًیض ثِ غَست6( ٍ )5ّبی غیش غفش دس سٍاثط ) هَلفِ

 .ضَد ( ًَضتِ هی13-17)

   
  

  
 (13) 

    
  

  
 (14) 

    
   

    
 (15) 

        
 

 
 
   

   
 

   

   
  (16) 

     
   

    
 (17) 

هعبدلِ حشکت ٍ ضشایط هشصی ثشای هیکشٍ ٍسق، ثِ کوک 

اغل ّویلتَى ثذست خَاّذ آهذ. اغل ّویلتَى ثِ غَست 

 .]38[ضَد ( تعشیف هی18ساثطِ )

∫                   
  

  

 (18) 
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اًشطی  اتتغییش    ،اًشطی خٌجطی اتتغییش     کِ دس آى  

اًشطی  کبس هدبصی ًیشٍّبی خبسخی است.   کشًطی ٍ 

 تَاى ًَضت. هی( 19ساثطِ )خٌجطی دس هیکشٍ ٍسق سا ثِ ضکل 

    
 

 
∫  [  ̇     ̇     ̇  ]   
 

  (19) 

شات اٍل ی( تغی8( ٍ )7اص سٍاثط )  ٍ   ثب خبیگزاسی ثدبی 

 .ًَضتِ خَاّذ ضذ (20ساثطِ ) اًشطی خٌجطی ثِ غَست

       ∫ [ ̇  ̇     ̇   ̇̇   ̇]   
 

  

 ∬[   ̇  ̇    
  ̇

  
 

  ̇

  
 

  ̇

  
 

  ̇

  
 ]    

                        (20) 

 ضًَذ. ( تعشیف هی22-21سٍاثط ) ثِ غَست   ٍ   کِ 

   ∫     
 

  

 (21) 

  ∫       
 

  

 (22) 

 ،( ٍاسد ثش هیکشٍ ٍسق ثب دس ًظش گشفتي ثبس گستشدُ عشضی )

 .ًَضتِ خَاّذ ضذ( 23ساثطِ )کبس هدبصی ایي ًیشٍ ثِ ضکل 
(23)    ∬       

 

 
ثش اسبس ًظشیِ اًشطی کشًطی هدبصی دس هیکشٍ ٍسق تغییش 

 .ًَضتِ خَاّذ ضذ( 24ساثطِ ) بتٌص کَپل ثْجَد یبفتِ ث
   ∫ [                         

 

                                        ]     
(24)  

تعشیف ( 26-25ب ساثطِ )ّبی ثشآیٌذ دس هیکشٍ ٍسق ث تٌص

 ضًَذ. هی

   
  ∫    

 

  
   ∫    

  

     
   

∫    
     

 
    

(25) 

    ∫     
 

  
   ∫     

   

     
   

∫     
     

 
                    

(26) 

یش اٍل اًشطی یتغ ،ّبی ثشآیٌذ ُ اص تعشیف تٌصثب استفبد

 .ًَضتِ خَاّذ ضذ (27ساثطِ ) پتبسیل ثِ غَست

   ∬ [    
    

        
    

     
 

   
    

        
     

  
    

    
 

   
  

    

    
    

    ]    

 
(27) 

 

سٍاثط هتطکلِ ثشای یک هبدُ پیضٍالکتشیک خطی پَلاسیضُ 

 .ضَد هی( دس ًظش گشفتِ 28ساثطِ ) بث،   ضذُ دس ساستبی 

[
 
 
 
 
   

   

   

   

   ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
   ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅    
   ̅̅ ̅̅    ̅̅ ̅̅    

  
 

 
    ̅̅ ̅̅     ̅̅ ̅̅    

        ̅̅ ̅̅  

         ̅̅ ̅̅ ]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
   
   

   
   
   ]

 
 
 
 

  

 

[
 
 
 
 

     

     

   
      
      ]

 
 
 
 

[

  

  

  

]  

 

 

 

 

 

 

 

 

(28) 

̅̅   کِ دس آى  ضشائت الاستیسیتِ،   ،ثِ تشتیت   ٍ      ، ̅

ثب ّبی هیذاى الکتشیکی ّستٌذ.  ٍ هَلفِ گزسدّی الکتشیکی

الکتشیک، هیذاى الکتشیکی ّبی پیضٍ تَخِ ثِ ضخبهت کن لایِ

ّبی پیضٍالکتشیک ثبثت ٍ ثشاثش ثب  دس لایِ
  

  
دس ًظشگشفتِ  

   ّبی پیضٍالکتشیک ٍ  ٍلتبط اعوبلی ثِ لایِ   خَاّذ ضذ کِ 

. اًشطی کشًطی ًبضی اص تشم استِ پیضٍالکتشیک ضخبهت لای

ثذست ( 29ساثطِ )الکتشیکی هبدُ پیضٍالکتشیک ثِ غَست 

 .خَاّذ آهذ

    ∬       
  

  
 

  

  
 

  

  
 

  

  
     (29) 

( دس هعبدلِ 29( ٍ )27(، )23(، )20ثب لشاس دادى هعبدلات )

ًَضتِ  (30ساثطِ ) ضکلهعبدلِ حبکن ثش سیستن ثِ  ،(18)

 .خَاّذ ضذ
     

   
  

     

    
 

     

   
 

      
     

  

    
 

              
     

 

   
 

     
 

   
      (

   

   
 

   

   
) 

                 ̈   (
   ̈

    
   ̈

   )     (30) 

 .خَاٌّذ ثَد( 33-31سٍاثط )ٍ ضشایط هشصی ثِ ضکل 
    

  
    

    

  
   

    

  
   

            
     

     
  

  
   

    
 

  
   

            
    

 

  
        

  

  
       

  

  
 

            (  

   ̈

  
   

   ̈

  
)              

 (31) 

(32)           
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(33)                       
            

   

  
   

ی هٌظَس ثِ ّبی صیش ث کویت ،ای ساحتی دس حل هعبدلِ حبکنثش

 ضًَذ. ثعذ سبصی هعبدلِ حبکن هعشفی هی
 
 
 
 

    

 

 
(34) 

 ̅  
 

 
,    ̅  

 

 
 ,    ̅  

 

 
 ,    ̅   

  ̅ 

 
  

 ̅   
  ̅ 

 
     ̅  

 

  
,      (

 

  
)
 

, 

   ̅  
  

 
,   ̅  

 

 
   ̅  (

 

 
)
 

, 

  ̅  (   ̅)
 
  ̅ ,  ̅  (

  

 
)
 

, 

   
     

   
  

       

   
 ,   ̅  

   ̅  

   
, 

 ̅  
    

    
  

 ,    ̅   ̅
    

   
   ̅

      

   
 ,   

ساثطِ  (  ثش حست هتغیشّبی ثی ثعذ ثِ غَست30هعبدلِ )

 .ًَضتِ خَاّذ ضذ ( 35)
   ̅  

  ̅ 
  

   ̅  

  ̅  ̅
 

   ̅  

  ̅ 
 

    ̅  
   ̅  

  

  ̅  ̅
 

              
   ̅  

 

  ̅ 
 

   ̅  
 

  ̅ 
 

   ̅

 ̅
 
   ̅

  ̅ 
 

   ̅

  ̅ 
  

               ̈̅   ̅(
   ̈̅

  ̅ 
 

   ̈̅

  ̅ 
)   ̅ (35) 

سٍاثط ثِ غَست  ،(35ّبی ثشآیٌذ ثی ثعذ دس هعبدلِ ) تٌص

 .ضًَذ ( تعشیف هی36-40)

(36)  ̅    ̅  

   ̅

  ̅ 
  ̅  

   ̅

  ̅ 
 

(37)  ̅     ̅  

   ̅

  ̅ 
  ̅  

   ̅

  ̅ 
 

(38)   ̅    ̅  

   ̅

  ̅  ̅
 

(39)  ̅  
   ̅  

   ̅ 
  

   ̅

  ̅  ̅
 

(40)  ̅  
   ̅ 

   
   ̅

  ̅ 
 

   ̅

  ̅ 
  

 ̅ ٍ    ̅ ،   ̅ ،   ̅ ّبی  ثبثتکِ 
-41ثِ غَست سٍاثط )   

 ضًَذ. ( ثیبى هی45

(41) 
 ̅   

 ̅ 

    
  ̅   ̅ 

(42) 
 ̅   

  ̅̅ ̅ 

    
  ̅   ̅ 

(43) 
 ̅   

  ̅ 

   
    ̅    ̅    ̅ 

(44)  ̅ 
      ̅   ̅     ̅    

(45)  ̅ 
     ̅   ̅    ̅    

 

 مذل اجسای محذود -4
ثبیست فشم  ( ثِ سٍش اخضای هحذٍد هی35ثشای حل هعبدلِ )

( سٍی یک الوبى سبختِ ضَد. ثب دس 35ضعیف ضذُ هعبدلِ )

ثِ عٌَاى تبثع تست، فشم ضعیف ضذُ هعبدلِ   ًظش گشفتي 

 .ًَضتِ خَاّذ ضذ( 46) اثطِغَست سِ ( ث35)

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 (46) 

∬ [ ̅̅̅̅   
   

  ̅   ̅  
   

  ̅    ̅  
   

  ̅  ̅
 

  

  ̅  
   ̅  

  
   

  ̅  ̅
  ̅  

    

  ̅   ̅  
    

  ̅  

   ̅

 ̅
(
  

  ̅

  ̅

  ̅
 

  

  ̅

  ̅

  ̅
)    ̅̈   ̅ (

  

  ̅

  ̈̅

  ̅
 

  

  ̅

  ̈̅

  ̅
)    ̅]    ∮ [  

  ̅  

  ̅
   

  

  ̅  

  ̅
    

  ̅  

  ̅
   

 ( ̅  
   ̅  

 )

  ̅
   

  ̅  
 

  ̅
   

  ̅  
 

  ̅
     ̅

  ̈̅

  ̅
   

  ̈̅

  ̅
     

  

  ̅
   ̅       ̅  

   ̅  
     

 ̅  
     

  

  ̅
   ̅      ̅  

    ]     

 تَاى هطبثك ثب هعبدلِ سٍش اخضای هحذٍد تبثع تست سا هی دس

 کشد. ( ثشحست همبدیش گشُ ای ٍ تَاثع ضکل هٌبست ثیبى47)

(47)           
 
 
      

ثبیست تب  ضَد کِ تَاثع ضکل هی ( هطخع هی46اص هعبدلِ )

هطتمبت هشتجِ دٍم پیَستِ ثبضٌذ، ثش ایي اسبس تَاثع ضکل 

هستطیلی غیش ّوٌَا ثب سِ دسخِ آصادی دس ّشگشُ اًتخبة 

 .]39[ضذُ است

 

 

 

 

(48) 

  
  

 

 
                     

                       

  
  

 

 
                   

    
              

  
  

 

 
                   

    
              

دستگبُ هختػبت هحلیی اسیت کیِ دس هشکیض الویبى              

ثیِ    ٍ   . تیِ اسیت  لشاس گشف   ٍ عشؼ  هستطیلی ثِ طَل 

 ضًَذ. هی ( تعشیف49ساثطِ )غَست 

(49)   
    

 
,    

    

 
 
هعبدلات حشکت حبکن ثش سیستن ثشای یک الویبى ثیِ ضیکل    

 .خَاّذ ثَد( 50ساثطِ )

(50) [ ] [ ̈̅]  [ ] [ ̅]  [ ]  
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س ًیشٍ ثیِ  سی سختی، هبتشیس خشم ٍ ثشدایّبی هبتش کِ هَلفِ

 ضًَذ. ًَضتِ هی (53-51سٍاثط ) غَست
 

 

 

 

 

(51) 

    ∬ [  ̅    ̅ 
   

    
 

  ̅  

    
 

  ̅  

  ̅    ̅ 
   

    
 

  ̅ 

    
 

  ̅    ̅   

 ̅ 
   (

    
 

  ̅ 

    
 

  ̅  
    

 

  ̅ 

    
 

  ̅ )  

  ̅    ̅ 
   (

    
 

  ̅  ̅

    
 

  ̅  ̅
)  

   ̅

 ̅
 
   

 

  ̅

   
 

  ̅
 

   
 

  ̅

   
 

  ̅
 ]    

 

 

(52) 

    ∬[  
   

   ̅
 

 
   

 

  ̅

   
 

  ̅

 
   

 

  ̅

   
 

  ̅
 ]   

(53)    ∬  ̅   
 

 

 

 حل عذدی و نتایج -2

 ارتعاش آزاد -2-6
 ،شٌدی هذل استفبدُ ضذُ دس همبلِ حبضثِ هٌظَس اعتجبسس

ثعذ ضذُ ثذٍى دس ًظش گشفتي  چْبس فشکبًس طجیعی اٍل ثی

( استفبدُ ضذُ تَسط سائَ 54) ّبی پیضٍالکتشیک ثب هعبدلِ لایِ

ضذُ است.  اسائِ 1 همبیسِ ضذُ است ٍ ًتبیح دس خذٍل ]40[

استفبدُ ضذُ  2/0ّبی هشثعی ثِ طَل  ثٌذی اص الوبى ثشای هص

یشات یاست. ثشای ثشسسی ّوگشایی حل عذدی اًدبم ضذُ، تغ

ثِ  ،اغلی دس ًظشیِ تٌص کَپل ثْجَد یبفتًِسجت فشکبًس 

ّبی  ظشیِ کلاسیک ثِ اصای تعذاد الوبىفشکبًس اغلی دس ً

ّوبًطَس کِ ًطبى دادُ ضذُ است.  2هختلف دس ضکل 

الوبى سٍی ّش  5ًتبیح ثشای ضجکِ ثٌذی ثب  ،هطخع است

هطخػبت ٌّذسی ٍ خَاظ ضلع ثِ ّوگشایی سسیذُ است. 

 ائِ ضذُ است.اس 2دس خذٍل  ،هکبًیکی هذل

(54) 
      [    

 

 
   ] 

     ثشای ثشسسی اثش پبساهتش اًذاصُ ثش سیستن، ًسجت 

   
 

+ ٍلت ثِ اصای همبدیش هختلف پبساهتش اًذاصُ 3ٍ  0، -1دس ٍلتبط 

ًطبى دادُ ضذُ است. ّوبًطَس کِ دس  5ٍ  4، 3 دس ضکل

ضَد، دس ٍلتبطّبی هٌفی پبساهتش اًذاصُ داسای  دیذُ هی 3ضکل 

تبثیش ثیطتشی است ٍ ّوچٌیي ثب افضایص ٍلتبط، اص تبثیش پبساهتش 

     اًذاصُ ثش ًسجت 

   
 یبثذ. کبّص هی 

 

 مقایسه چهار فرکانس طبیعی اول بی بعذ ضذه با -6جذول 

 ]43[(24معادله)

SSSS 

              

 
 

426/76 

956/78 

349/49 

348/49 

163/49 

348/49 

378/19 

379/19 

 هذل حبظش

 (57هعبدلِ )
1 

297/43 

191/41 

310/32 

074/32 

882/19 

732/19 

511/12 

377/12 

 هذل حبظش

 (57هعبدلِ )
5/0 

872/11 

448/11 

187/11 

757/10 

703/10 

246/10 

423/10 

968/9 

 هذل حبظش

 (57هعبدلِ )
1/0 

 

 مطخصات هنذسی و خواظ مکانیکی -5جذول
 لایِ ّبی پیضٍالکتشیک ٍسق 

 100 100 (  عشؼ)

 100 100 ( μطَل)

 01/0 3 (  ضخبهت )

 - 169 (   ضشیت الاسیسیتِ)

 3/0 3/0 ًسجت پَاسَى

 2320 5700 (  /kgچگبلی)

 ̅  (c   ) - 1/4- 

  ̅       - 132 

  ̅ (   ) - 71 

 

تغیرات نسبت فرکانس طبیعی اصلی نظریه تنص  -5ضکل  

 کوپل بهبود یافته به نظریه کلاسیک
 

 
     تغییرات نسبت  -9ضکل

   
 نسبت به   

 
با اختلاف  

 (v 1-=  های پیسوالکتریک)  در لایه -6پتاسیل 
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     تغییرات نسبت  -4ضکل

   
 نسبت به   

 
با اختلاف  

 (v 0=  های پیسوالکتریک)  پتاسیل صفر در لایه
 

     تغییرات نسبت  -5 ضکل

   
 نسبت به   

 
با اختلاف  

 (3v+=  های پیسوالکتریک)  + در لایه9پتاسیل 

 
ّبی  ثشسسی اثش ٍلتبط اعوبلی ثش لایِ هٌظَسِ ث

شات ًست فشکبًس طجیعی اغلی دس یپیضٍالکتشیک، تغی

   دس ٍلتبط غفش) ٍلتبطّبی هختلف، ثِ فشکبًس طجیعی 

  
( ثِ  

 ًطبى دادُ ضذُ است. 7ٍ  6دس ضکل  ّبی هختلفاصای ٍلتبط
است(. دس  V=0فشکبًس طجیعی اغلی ثِ اصای ٍلتبط    )

ّبی  ی ثب کبّص اختلاف پتبسیل دس لایٍِلتبطّبی هٌف

یبثذ ٍ   بًس طجیعی اغلی کبّص هیتشیک، فشکپیضٍالک

 ایي کبّص تب  ،هطخع است 6ّوبًطَس کِ دس ضکل 

 
     

 گیشد ٍ دس ًسجت  غَست هی

 
ثضسگتش، کبّص اختلاف پتبسیل  

تبثیشی ثش فشکبًس طجیعی اغلی ًخَاّذ داضت. دس ٍلتبطّبی 

تشیک، ّبی پیضٍالک ثب افضایص اختلاف پتبسیل دس لایِهثجت 

یبثذ ٍ  ّوبًطَس کِ دس  غلی کبّص هیفشکبًس طجیعی ا

 ایي کبّص تب  است، هطخع 7 ضکل

 
گیشد  غَست هی   

 ٍ دس ًسجت 

 
افضایص اختلاف پتبسیل تبثیشی ثش  ،ثضسگتش 

 فشکبًس طجیعی اغلی ًخَاّذ داضت.

ًسجت چْبس فشکبًس طجیعی اٍل ثب  4ٍ  3دس خذٍل 

ّبی پیضٍالکتشیک، ًست  ّبی هختلف دس لایِ اختلاف پتبًسیل

ّبی  ثِ فشکبًس طجیعی ثِ اصای اختلاف پتبسیل غفش دس لایِ

 ّبی هتفبٍت آٍسدُ ضذُ است  پیضٍالکتشیک ثشای ٍسق ثب اًذاصُ

 
رات یتغی -1ضکل 

   

  
 نسبت به   

 
زای ولتاش منفی ا به  

 (65.=  های پیسوالکتریک) اعمالی به لایه

 

 
رات یتغی-7ضکل 

   

  
 نسبت به   

 
ت به ازای ولتاش مثب  

 (65.=  های پیسوالکتریک) اعمالی به لایه
 

پیضٍالکتشیک  ّبی دّذ کِ اثش ٍلتبط اعوبلی ثِ لایِ ٍ ًطبى هی

ٍسق هشثعی ، ثیطتش اص 5/0دس ٍسق ثب ًسجت طَل ثِ عشؼ 

 است.

 

 استاتیکی جابجایی -2-5

ّبی پیضٍالکتشیک ثش خبثدبیی هیکشٍ  ثِ هٌظَس ثشسسی اثش لایِ

 ٍسق، تغییشات ًسجت 

 
ثشای غفحِ هیبًی ٍسق ٍ دس ٍسط  

  ٍسق)
 

 
( تحت ثبس گستشدُ خبسخی ٍ ثِ اصای اختلاف 

ّبی هختلف، هَسد ثشسسی لشاس گشفتِ است. همذاس  پتبسیل

 ̅ خبیی  ، خبث8ِدس ًظش گشفتِ ضذُ است. دس ضکل     

غفحِ هیبًی دس ٍلتبط غفش ثِ اصای همبدیش هختلف پبساهتش 

دّذ کِ ثب افضایص همذاس  اًذاصُ سسن ضذُ است ٍ ًطبى هی

خبیی غفحِ هیبًی هیکشٍ ٍسق کبّص هی  پبساهتش اًذاصُ، خبثِ

 یبثذ. 

خبیی غفحِ هیبًی ثِ اصای اختلاف  ، خبث9ِدس ضکل 

دّذ کِ ثب  پتبًسل ّبی هٌفی سسن ضذُ است ٍ ًطبى هی

ّبی پیضٍالکتشیک،  کبّص اختلاف پتبًسیل اعوبلی ثِ لایِ

یبثذ. دس ٍالع دس ایي  غفحِ هیبًی کبّص هی خبیی دس خبثِ

حبلت اثش الکتشیکی هبدُ پیضٍالکتشیک، ثبعث کطیذگی دس 

، 10دّذ. دس ضکل  ٍسق ضذُ، سختی ٍسق سا افضایص هی
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ّبی هثجت  خبیی غفحِ هیبًی ثِ اصای اختلاف پتبًسل خبثِ

دّذ کِ ثب افضایص اختلاف  سسن ضذُ است ٍ ًطبى هی

خبیی دس  ّبی پیضٍالکتشیک، خبثِ پتبًسیل اعوبلی ثِ لایِ

یبثذ. دس ٍالع دس ایي حبلت اثش  غفحِ هیبًی افضایص هی

ضَد  الکتشیکی هبدُ پیضٍالکتشیک، ثبعث فطشدگی دس ٍسق هی

 ٍسق سا کبّص هی دّذ. ٍ سختی
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های  به فرکانس طبیعی در ولتاش صفر در لایه

 پیسوالکتریک)

 
    ) 

 

 
    

      
     

 
      
     

 
      
     

 
      
     

 

1 

1- 0459/1 0188/1 0185/1 0126/1 

2- 0681/1 0288/1 0277/1 0188/1 

3- 1321/1 0553/1 0547/1 0374/1 

5/0 

1- 0693/1 0446/1 0280/1 0206/1 

2- 1024/1 0662/1 0418/1 030/1 

3- 1960/1 1286/1 0819/1 0606/1 

 

های مثبت بت مقادیر فرکانس طبیعی در ولتاشنس -4 جذول

 های پیسوالکتریک لتاش صفر در لایهبه فرکانس طبیعی در و

( 

 
    ) 

 

 
    

      
     

 
      
     

 
      
     

 
      
     

 

1 

5/0 9518/0 9808/0 9810/0 9872/0 

5/1 9268/0 9710/0 9714/0 9807/0 

2 9011/0 9612/0 9618/0 9742/0 

5/0 

5/0 9254/0 9532/0 9711/0 9789/0 

5/1 8857/0 9282/0 9563/0 9682/0 

2 8442/0 9040/0 9413/0 9574/0 

 

 
جایی صفحه میانی میکرو ورق به ازای مقادیر  هجاب -2ضکل 

    مختلف

 
 یرات یتغ -3ضکل 

 
های  ازای ولتاش منفی اعمالی به لایه به 

 (      پیسوالکتریک)

 

 
 یرات یتغ -63ضکل 

 
های  ازای ولتاش مثبت اعمالی به لایه به 

 (      پیسوالکتریک)

 

 نتیجه گیری -1

ّبی  دس هطبلعِ حبضش، ثشسسی اثش لایِ ّذف اغلی

خبیی استبتیکی دس هیکشٍ ِ ٍ خبثپیضٍالکتشیک ثش استعبش آصاد 

سبصی اص  ى اثش اًذاصُ ثَدُ است. ثشای هذلّب ثب لحبظ کشد ٍسق

اًشطی ًبضی اص تغییش فشم ثب  ،هذل ٍسق کیشضْف استفبدُ ضذُ

یبفتِ ثذست آٍسدُ ضذُ  استفبدُ اص ًظشیِ تٌص کَپل ثْجَد

ّبی پیضٍالکتشیک ثب ضخبهت کن دس ًظش گشفتِ  است. لایِ

سبصی  ، هذلضذُ است ٍ هطبثك ثب ًظشیِ پیضٍالکتشیستِ خطی

اًذ. هعبدلِ حشکت حبکن ثش سیستن ثب استفبدُ اص اغل  ضذُ

اخضای هحذٍد  ، ثب حل عذدی ثِ سٍشّویلتَى استخشاج ضذُ

استبتیکی دس هیکشٍ ٍسق ثب ی خبیِ استعبضبت آصاد ٍ خبث

ًتبیح  هَسد ثشسسی لشاس گشفتِ است. ،ّبی پیضٍالکتشیک لایِ

 ضًَذ. ثِ غَست صیش اسائِ هیحبغل اص هطبلعِ حبضش 

  ّبی هٌفی  پبساهتش اًذاصُ دس اختلاف پتبسیلاثش

ّبی هثجت است ٍ ثب  ثیطتش اص اختلاف پتبسیل

کبّص اختلاف پتبًسیل اثش پبساهتش اًذاصُ ثش 

 یبثذ. شکبًس طجیعی هیکشٍ ٍسق افضایص هیف
  ِدس ٍلتبطّبی هٌفی ثب کبّص ٍلتبط اعوبلی ثِ لای

ّبی پیضٍالکتشیک همذاس)
   

  
یبثذ ٍ  ( کبّص هی 
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فضایص ًسجت اثب 
 

 
( 1.5ثِ هیضاى هطخػی ) 

ّبی پیضٍ الکتشیک  کبّص ٍلتبط اعوبلی ثِ لایِ

 تبثیشی ثش فشکبًس طجیعی ًخَاّذ داضت.

  ٍلتبطّبی هثجت ثب افضایص ٍلتبط اعوبلی ثِ لایِ دس

ّبی پیضٍالکتشیک همذاس)
   

  
یبثذ ٍ  ( کبّص هی 

فضایص ًسجت اثب 
 

 
( افضایص 3ثِ هیضاى هطخػی ) 

ّبی پیضٍ الکتشیک تبثیشی ثش  ٍلتبط اعوبلی ثِ لایِ

 فشکبًس طجیعی ًخَاّذ داضت.

 ثش ّبی پیضٍالکتشیک  اعوبلی ثِ لایِ تبثیش ٍلتبط

فشکبًس طجیعی دس هیکشٍ ٍسق ثب ًسجت طَل ثِ 

 ثیطتش اص هیکشٍ ٍسق هشثعی است. 5/0عشؼ 

 خبیی هیکشٍ ِ ثب افضایص همذاس پبساهتش اًذاصُ، خبث

 یبثذ. ٍسق کبّص هی

 ّبی  وبل اختلاف پتبًسیل هٌفی ثِ لایِاع

ا خبیی استبتیکی هیکشٍ ٍسق سِ خبث ،پیضٍالکتشیک

خبیی ِ خبث ،بط اعوبلیدّذ ٍ ثب کبّص ٍلت کبّص هی

وبل اختلاف ثب اع ضَد. هیکشٍ ٍسق کَچکتش هی

 ،ّبی پیضٍالکتشیک پتبًسیل هثجت ثِ لایِ

یبثذ ٍ  یی استبتیکی هیکشٍ ٍسق افضایص هیخبِ خبث

خبیی هیکشٍ ٍسق ِ خبث ،بلیثب افضایص ٍلتبط اعو

 ضَد. ثضسگتش هی
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