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 چکیذُ
اًذ ٍ جشهی هتحشک اص  ن هتػل ضذُّ ِپزیش ثکِ تَسظ اتػبلاتی اًؼغبف دس ایي هقبلِ، استؼبضبت سیستوی اص تیشّبی تیوَضٌکَی هَاصی

اص ًَع جشم ثبس ػجَسی ٍ  است ٍ اتػبلات هیبًی دلخَاُ تؼذاد تیشّبگیشد. شسسی قشاس هیکٌذ، هَسد ثسٍی یک ٍ یب تؼذادی اص تیشّب ػجَس هی

کَسیَلیس، گشیض  ،ّبی ًیشٍیی ثیي تیش ٍ جشم هتحشک ّوچَىکِ دس آى کلیة تشمضَد ب ضتبة ثبثت دس ًظش گشفتِ هیهتحشک ثب سشػت ی

جْت جذا کشدى هؼبدلات دیفشاًسیل کَپل دس حل هسألِ اص تغییش هتغیش خبغی . گیشدهَسد ثشسسی قشاس هی ،اص هشکض، ایٌشسی ٍ ضتبة جشم

سٍش تَاثغ کوکی هؼبدلات دیفشاًسیل کَپل ثِ آیٌذ ٍ دست هیهقبدیش ٍ تَاثغ ٍیژُ سیستن ثِ ،ضَد. ثِ سٍش هبتشیس اًتقبل استفبدُ هی

. ّوچٌیي ضَدهیثشسسی  ستن تحت ػجَس جشمضًَذ. جبثجبیی ٍ هوبى خوطی سیهشتجِ دٍم دس تحلیل پبسخ ًیشٍیی اص ّن جذا هی

ثب دس ًظش  .ضَدهی هطخععَس هجضا ثِ ّبی ًیشٍییتأثیش ّش یک اص تشمٍ  ثب یکذیگش هقبیسِسیستن دس دٍ حبلت ػجَس جشم ٍ ًیشٍ  جبثجبیی

افضایص ضَد کِ ثب هطبّذُ هی آیذ.دست هیسبصی سٍاثظ، هؼبدلات دس حبلت ػجَس ًیشٍی هتحشک ثِ ٍ سبدُ ثِ تٌْبیی گشفتي ًیشٍی گشاًطی

 یبثذ.جشم، سشػت ٍ ضتبة، اختلاف پبسخ ثیي دٍ حبلت ػجَس جشم ٍ ًیشٍ افضایص هی
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Abstract 
In this article, the vibration analysis of parallel Timoshenko beams connected by flexible connections is 

studied in which a moving mass passes from one or a number of the beams. In this system, the number of 

beams and flexible connections is arbitrary. The moving mass is considered to travel with a constant velocity 

or acceleration. All forces between the beam and the moving mass are considered such as gravity, coriolis, 

centrifugal, inertia and mass acceleration. The method involves a change of variables and modal analysis to 

decouple and to solve the governing differential equations, respectively. The eigenvalues and eigenfunctions 

of the system are obtained adopting transfer matrix method, andthe method of auxiliary functions is applied 

to separate the coupled second order differential equations. The displacements and the bending moments of 

the system subjected to the moving mass will be examined. The moving force formulation can be achieved 

by considering only the gravitational force. The system response by considering the moving mass is obtained 

and compared with the moving force problem and the effects of the inertia, coriolis, centrifugal and mass 

acceleration, is investigated, separately. 
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 هقذهِ -5
الاستیک تحت ػجَس ثبسّبی ّبی ثیص اص یک قشى، سیستن

ٍ َّافضب هٌْذسی ػوشاى  ،هتحشک دس ػلَم هختلفی ّوچَى

اص ًظش تبسیخی ثشای اٍلیي ثبس ٍ  [2ٍ  1هَسد تَجِ ثَدُ است ]

ّبی هٌْذسی  پس دس صهیٌِسآّي ٍ  ّبی ساُدس عشاحی پل

ّبی کبثلی، ّب، ساُّب، ثضسگشاُّوچَى عشاحی پل ،حول ٍ ًقل

 [. ثِ ػٌَاى4ٍ  3ای هغشح ضذُ است ] لَلِّب ٍ خغَط تًَل

اص  ثی سا دس صهیٌِ تحلیل ػجَس ثبس[ کتب5کبس هشٍسی، فشایجب ]

سٍی تیش تحت ضشایظ هختلف ثبسگزاسی هٌتطش کشد. 

َیی ٍ ای ٍسیغ تب پبیبى قشى ثیستن تَسظ سیذیک تبسیخچِ

تیش یک سش گیشداس سا  دیٌبهیک ٍ [ اسائِ ضذ6ّوکبساًص ]

ًذ. هؼبدلات حشکت تن جشم ٍ فٌش ثشسسی کشدتحت ػجَس سیس

گش هؼبدلات دیفشاًسیل  ٍ تَسظ یک حل 1لشکیيگسٍش  ثِ

هقبیسِ حل ضذًذ. ًتبیج ػذدی ثب حل تحلیلی ثِ فشم ثستِ 

 ثِ دست آهذُ ثَد. 2اغتطبضیکِ ثب کبسثشد سٍش  گشدیذ

ّبی گًَبگًَی اص هسألِ ػجَس ثبس هتحشک  جٌجِتبکٌَى 

هَسد ثشسسی قشاس  ،تحلیل تٌص، پبیذاسی ٍ کٌتشل ،ّوچَى

گشفتِ است. دس تحلیل استؼبضی جشم دس حبل ػجَس اص سٍی 

ای کَپل  یک سیستن پیَستِ ثِ هؼبدلات دیفشاًسیلی پبسُ

ای جشم ػجَسی ثستگی داسًذ.  اًجبهذ کِ ثِ هکبى لحظِ هی

سٍضی ضجیِ ثِ سٍش سختی  ،[7ّبیبضیکبٍا ٍ ٍاتبًبثِ ]

ّبی عجیؼی ٍ ضکل تَسؼِ دادًذ تب ثتَاًٌذ فشکبًس دیٌبهیکی

دست آٍسًذ ٍ سپس آًْب سا ثشای هَدّبی چٌیي تیشّبیی سا ثِ

ثیٌی سفتبس تیشّبی چٌذ دٌِّ تحت ػجَس ثبسّبی  پیص

گضاسش سٍش دیگشی  ،[8هتحشک ثِ کبس ثشًذ. استبًیسیک ]

دست سا ثِ جشم ضکل هَدّبی سیستن تحت ػجَسکِ  کشد

یک حل ػذدی ثشای هسألِ هطبثْی تَسظ خلیلی ٍ . آٍسدهی

 ،[10ٍ ّوکبساًص ] [ پیطٌْبد ضذ. سیذیکَیی9ّوکبساًص ]

ػذدی ثش پبیِ سٍش اغتطبضی  -اص یک سٍش ًیوِ تحلیلی

استفبدُ ٍ یک حل تحلیلی ثِ فشم ثستِ ثشای هسألِ اسائِ 

[. دیٌبهیک تیشّبی پیَستِ چٌذ دٌِّ تحت اثش ثبس 6کشدًذ ]

 .[ ثشسسی ضذ11تَسظ یبًگ ٍ ّوکبساًص ] ،کتدس حبل حش

سا ثشای ٍسبیل ًقلیِ دس حبل ػجَس سٍی  یآًْب فشهَل هَثش

اص سٍش هَدّبی  ،[12]ی سبدُ ٍ پیَستِ اسائِ کشدًذ. لیّبپل

                                                        
1 Galerkin 
2 Perturbation Method 

ثشًَلی قشاس گشفتِ سٍی چٌذ  تیش اٍیلش تحلیل فشضی ثشای

ص گبُ تحت ػجَس جشم استفبدُ کشد. ایچیکبٍا ٍ ّوکبساً تکیِ

ثشًَلی پیَستِ چٌذ دٌِّ  سفتبس دیٌبهیکی تیش اٍیلش ،[13]

 تحت ػجَس جشم دس یک سشػت ثبثت سا ثشسسی کشدًذ.

ّبی ُى، پبیذاسی دیٌبهیکی ٍ کٌتشل سبصبثسیبسی اص هحقق

اًذ کِ  پیَستِ تحت اثش جشم هتحشک سا ثشسسی کشدُ

السیش داسد. سٍضی  ّبی قغبس سشیغپل ،کبسثشدّبیی ّوچَى

[ ثِ کبس 14سٍش الوبى هحذٍد تَسظ سیفَاًتس ] هجتٌی ثش

ای اص تَاثغ کوکی جْت دس ًظش  گشفتِ ضذ کِ دس آى هجوَػِ

ػٌَاى جشهی دس حبل   گشفتي اثش جشم هتحشک دس ّش گشُ ثِ

 ،[15حشکت دس عَل تیش ثسظ دادُ ضذًذ. لیي ٍ تشیسَی ]

اص سٍی تیش  یکٌٌذُ ػجَس یک سیستن جشم ٍ فٌش ٍ هستْلک

کٌٌذُ ٍ فٌش دس جْت  گشفتٌذ کِ دس آى هستْلکدس ًظش 

 ،[ ًیض16کٌٌذ. ضشثتی ٍ ّوکبسش ] جبثجبیی تیش ػول هی

الوبى هحذٍد هسألِ ػجَس چٌذ جشهی سا اص سٍی تیش ثب سٍش 

ٍ ًتبیج ػذدی سا ثشای ػجَس یک ٍ دٍ  جذیذی دس ًظش گشفتٌذ

ّب ًیشٍیی ثبثت دست آٍسدًذ کِ سٍی ّش یک اص جشمجشم ثِ

یک تیش  ،[17کشدُ ثَدًذ. افتخبس اصم ٍ ّوکبساًص ] ٍاسد

تیوَضٌکَ دس ًظش گشفتٌذ کِ اثتذا یک جشم سا اص سٍی آى 

ػجَس دادًذ ٍ سپس ًتبیج سا ثب ػجَس دادى جشم ٍ فٌش یک 

دست آٍسدًذ دسجِ آصادی ٍ ّوچٌیي ػجَس ًیشٍ اص سٍی تیش ثِ

اص  ،[18صادُ ٍ قشیطی ] ٍ ثب یکذیگش هقبیسِ کشدًذ. اسوبػیل

تخویي پبسخ استؼبضی تیشّبی سٍش تفبضل هحذٍد ثشای 

هطبّذُ  .ثشًَلی تحت ػجَس جشم گستشدُ استفبدُ کشدًذ اٍیلش

گشدیذ کِ ایٌشسی جشم هتحشک دس سفتبس دیٌبهیکی چٌیي 

تَسظ  ،ّبیی هْن است. یکی اص ًقبیع هوکي کبس ایطبى سبصُ

ستفبدُ اص تیش [ کِ ا19ای ثِ ٍیشاستبس تجییي ضذ ]لیي دس ًبهِ

ثشًَلی هٌبست ًیست ٍ ًسجت جشم ًقص هْوی دس  اٍیلش

کٌذ. آًْب دس  خَاظ دیٌبهیکی هسألِ جشم هتحشک ایفب هی

فشهَلاسیَى خَد سا ثشای ثشسسی  ،[20ای دیگش ] هغبلؼِ

 ،[21ًب ٍ ّوکبساًص ]تیشّبی تیوَضٌکَ تَسؼِ دادًذ. اٍگَاهب

ٍ ثبس( سا کِ  ثشًَلی حبهل جشثقیل )اتبقک یک تیش اٍیلش

هذل کشدًذ. اتبقک جشثقیل ٍ  ،یکٌَاخت ٍ دٍ سش هفػل ثَد

ثبس ثب  ،ٍ فشؼ گشدیذ ای هذل ضذًذ ثبس ثِ غَست ثبسّبی ًقغِ

تَاًذ  یک هیلِ ثذٍى جشم ٍ غلت ثِ اتبقک هتػل است ٍ هی

یک  ،[22کٌذ. هوٌذی ٍ ّوکبساًص ] دس غفحِ تیش حشکت 

ثب سشػت هتغیش ٍ ضتبثذاس تیش تیوَضٌکَ سا ثش اثش ػجَس جشهی 
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دس ًظش گشفتٌذ، آًْب جشهی سا اص سٍی تیشی ضیجذاس ٍ داسای 

 صاٍیِ ثب خظ افق ٍ ثشای ضشایظ هشصی هختلف ػجَس دادًذ.

 تیش هتػل ثِ ّن هَسد تَجِ ثؼضی چٌذتحلیل استؼبضی 

یکی اص کبسثشدّبی  [.26-23ى قشاس گشفتِ است ]باص هحقق

ّبی استفبدُ اص آًْب دس جبرةّبی چٌذ تیشی، سیستن

سٍضی سا جْت  ،[24ٍٍ ٍ ّوکبساًص ] [.23استؼبضی است ]

شی تحت ثبس ّبسهًَیک اسائِ حل دقیق یک سیستن دٍ تی

یک تیش ثِ ػٌَاى تیش اغلی تحت ثبسگزاسی قشاس  کِذ کشدً

ثب یک ثستش  کِ استدس ًقص پطتیجبى  ،گیشد ٍ تیش دیگش هی

 ،[25یبثذ. اثَّلال ] ٍیسکَالاستیک ثِ تیش اغلی اتػبل هی

 سا تحت ػجَس ًیشٍی ثبثتپبسخ دیٌبهیکی سیستوی هطبثِ 

سیستن دٍ تیشی ایي کِ ّش دٍ تیش دس  ضذفشؼ  ثشسسی کشد،

ّبی ٌّذسی ٍ ضشایظ هشصی هطبثِ ّستٌذ. اص ًظش ٍیژگی

ّبی تیوَضٌکَ یک سیستن اص تیش ،[26آسیبیی ٍ ّوکبساًص ]

ثِ تؼذاد دلخَاُ دس ًظش گشفتٌذ کِ تَسظ اتػبلاتی الاستیک 

کِ ثبسی هتحشک اص ًَع ًیشٍیی اًذ، دس حبلیهتػل ضذُ نِّ ث

کشد ٍ پبسخ سیستن ثشای سختی اص سٍی تیشّب ػجَس هی

 ذ.گشدیّبی هختلف ثشسسی اتػبلات هتفبٍت ٍ سشػت

ثشًَلی تحت  [، اص دٍ تیش اٍیلش25-23دس کبسّبی قجلی ]

ػجَس ًیشٍ استفبدُ ضذُ است کِ فٌشّب ًِ تٌْب ثِ غَست جذا 

ثلکِ ثِ ضکل ثستشی الاستیک ثیي تیشّب قشاس گشفتِ  ،اص ّن

تیوَضٌکَ،  ضوي دس ًظش گشفتي تئَسی ،ثَدًذ. دس ایي هقبلِ

اص ًَع تؼذاد تیشّب ٍ اتػبلات هیبًی دلخَاُ است ٍ ثبس ػجَسی 

ایٌشسی،  ّبی ًیشٍییتشمضی اص بکِ اثش ًم هتحشک است جش

د. سیستن هَسد ضَ گشیض اص هشکض جشم ثشسسی هی کَسیَلیس ٍ

تیش تیوَضٌکَ کِ  nثِ دلیل ٍجَد اتػبلات هیبًی ٍ  ثشسسی

 ّش تیش داسای دٍ هؼبدلِ دیفشاًسیلی حشکت است، دس هجوَع

کِ ثبیذ  ای کَپل است ِ دیفشاًسیل پبسُهؼبدل 2nضبهل 

جذا  جْتاص تغییش هتغیش خبغی  ایٌجب. دس دّوضهبى حل ضَ

. ضَداستفبدُ هی پیَستگیّوضهبى هؼبدلات حشکت ٍ  کشدى

آیذ کِ ّش ٍجَد هیبل ایي تغییش هتغیش، هؼبدلاتی ثِ ثب اػو

. دس تحلیل استّب هشثَط ثِ یک تیش تیوَضٌکَ  جفت اص آى

اص سٍش تَاثغ کوکی ثشای جذا کشدى هؼبدلات،  ،ًیشٍیی

. پبسخ سیستن ثِ اصای افضایص جشم، سشػت ٍ ضَداستفبدُ هی

ػجَس جشم ٍ ًیشٍ ثب  ،ٍ دس دٍ حبلت ضَدهیضتبة ثشسسی 

ضَد کِ جبثجبیی دس هطبّذُ هی .ضَدیکذیگش هقبیسِ هی

 ثیطتش اص ػجَس ًیشٍ است. ،جَس جشمحبلت ػ

 هعبدلات حزکت سیستن -2
پزیش  اتػبل اًؼغبف mٍ داسای  L، ثِ عَل 1ّش تیش دس ضکل 

ّبی هیبًی دس هَقؼیت
1 2, , , mX X X  کِ است

1 20 mX X X L      ٍ است. جبثجبیی ػشضی

ام دس ثبصُ iصاٍیة پیچطی تیش 
-1j jX X X  ثب ،ثِ تشتیت

 ,ijY X T  ٍ ,ij X T ضَد کِ دس آى  ًطبى دادُ هی

,1,2ام تیش اضبسُ داسد ٍ jثِ ثخص  jاًذیس  , 1j m  

ثخص تقسین ضذُ است  m+1؛ ثٌبثشایي کل داهٌِ تیش ثِ است

کِ عَل آًْب ثِ تشتیت ثشاثش است ثب 
1 2 1  , , , mL L L   ثب ٍm 

 اًذ. اتػبل هیبًی اص ّن جذا ضذُ

 

 
ای اس تیزّبی تیوَشٌکَی هَاسی ثب اتصبلات هجوَعِ -5شکل

 پذیز هیبًی تحت عجَر جزماًعطبف

 

ام دس ثبصiُهؼبدلات حشکت ّش ثخص اص تیش تیوَضٌکَی 

-1j jX X X   ثشای حبلت ػجَس جشم اص سٍی تیشr ام دس

هؼشف تیشی است کِ ثبس  r .[26] ضَد( ثیبى هی1هؼبدلات )

 تَاًذ ضوبسُ ّش یک اص تیشّب ثبضذٍ هیکٌذ سٍی آى ػجَس هی

(1-1)      
   
    
   

2 2

2 2
( )ij ij ij

ir

Y Y
A AG P T X

XT X
 

(1-2)  
     

    
   

2 2

2 2
0ij ij ij

ij

Y
EI AG I

XX T
 

هوبى ایٌشسی سغح  Iچگبلی،  ρ (2-1) دس هؼبدلات

کٌٌذُ اص هحل تبس هقغغ حَل هحَس ػوَد ثش غفحِ ٍ ػجَس

هذٍل  Gهذٍل الاستیسیتِ یبًگ،  Eسغح هقغغ،  Aخٌثی، 

 استضشیت تػحیح ثشش دس تئَسی تیش تیوَضٌکَ  κثشضی ٍ 

ثیبى  کِ ثِ غَست تبثؼی اص سغح هقغغ ٍ ضشیت پَاسَى

 .استکشًٍیکش دلتبی ًوبد  irضَد. ّوچٌیي  هی

 - ( )X T ،  دس آى کِ  استتبثغ دلتبی دیشاکξ 

 ξتبثغ هقذاس  .اصصهبى است ٍ تبثؼی هؼشف هکبى جشم هتحشک
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21ثشاثش ثب Aٍ ضتبة ثبثت  V0ثب سشػت اٍلیِ 
02

AT V T 

ثِ  ،ضَد دس ًظش گشفتِ هی P(T). ػجبستی کِ ثشای خَاّذ ثَد

ثبس اگش . سٍدثِ کبس هی کِ ثشای ثبس هتحشک ی ثستگی داسدهذل

هقذاس  ،هتحشک دس ًظش گشفتِ ضَدػجَسی اص سٍی تیش، جشم 

 [27است ] (2ثب ساثغِ ) ًیشٍی ثیي جشم ٍ تیش ثشاثش

(2)   
  
  ( )

( ) ,
ij X T

P T M g Y X T  

ضتبة  g، هقذاس جشم دس حبل حشکت، Mکِ دس ایي هؼبدلِ 

گشاًطی ٍ •  یک ػولگش دیفشاًسیلی خغی است کِ ػجبست

 است اص

  
    

               

2 2 2
2

2 2
• 2 •

X T XT X
 (3) 

ثِ تشتیت سشػت ٍ ضتبة جشم    ٍ (،3) هؼبدلِدس 

( ثشای 3ّبی هؼبدلِ )هتحشک ّستٌذ. هفَْم فیضیکی تشم

 ضًَذگًَِ ثیبى هیجشم هتحشک ایي

  2

2

Y

T




 .ًبضی اص ًیشٍی ایٌشسی است :

  2

2
Y

X T





 
ًبضی اص ًیشٍی کَسیَلیس است کِ دس  :

 هؼبدلات ًقطی ّوچَى استْلاک ٍیسکَص سا ایفب کٌذ.

  2

2

2

Y

X







دس کِ  استًبضی اص ًیشٍی گشیض اص هشکض  :

ای کِ جشم است  خلاف جْت هشکض اًحٌبی تیش دس ًقغِ

 ضَد. سد هیثِ تیش ٍا

  Y

X






 ًبضی اص ًیشٍی حبغل اص ضتبة جشم است. :

ّبی ًیشٍیی هزکَس دس ًظش گشفتِ کلیِ تشم ،دس ایي هسألِ

ٍجَد آهذُ ثش اثش ٍ ّذف جذا کشدى هؼبدلات کَپل ثِ ضَدهی

ٍ هقبیسِ ًتبیج ثب حزف  ّب دس تحلیل پبسخ ًیشٍییایي تشم

 .استآًْب دس حبلت ًیشٍی هتحشک 

ّبی هشثَط ثِ سشػت ٍ ضتبة جشم ًظش اص تشمثب غشف

( ثِ غَست 3هؼبدلِ )اجشام ثسیبس کن(،  ، ضتبة ٍ)ثشای سشػت

 [28ضَد ]( تقشیت صدُ هی4هؼبدلِ )

(4)        

2

2

•
•

T
 

 

 پبراهتزّبثعذ سبسی هذل اتصبلات هیبًی ٍ ثی -9
هٌجش ثِ ًبپیَستگی ًیشٍی  ،هیبًی پزیشاًؼغبف ٍجَد اتػبلات

ثب فشؼ آًکِ  1ضَد. ثب تَجِ ثِ ضکل  هی آًْبثشضی دس هحل 

0 0jY   ثِ ػٌَاى جبثجبیی صهیي ٍ ًیض سختی
( 1) 0n jk  

 پیَستگی ثشای ایجبد د، ضشایظ سبصگبسیضَهیدس ًظش گشفتِ 

ای، هوبى صاٍیِ ػوَدی، تغییش ضکل دس جبثجبیی ثِ تشتیت

 اتػبلات ثلافبغلِ قجل ٍ ثؼذ اص هحل خوطی ٍ ًیشٍی ثشضی

 اص ٌذػجبست هیبًی،

(5-1)     




( 1)
, ,

i j j ij j
Y X T Y X T  

(5-2)     


 

( 1)
, ,

i j j ij j
X T X T  

(5-3)     


   

( 1)
, ,

i j j ij j
EI X T EI X T  

(5-4) 

   
   

   
   





 

 

 

 



 

 

  
 

   
 

  
 

  
 

( 1) ( 1)

( 1)

( 1) ( 1)

, ,

, ,

, ,

, ,

i j j i j j

ij j ij j

ij ij j i j j

i j ij j i j j

AG Y X T X T

AG Y X T X T

k Y X T Y X T

k Y X T Y X T

 

,1,2ایي هؼبدلاتکِ دس  ,i n  ٍ1,2, ,j m   .است

ٍ اػتجبسسٌجی  هکبًیپبساهتشّبی سبصی ذ ثؼثی ثِ هٌظَسحبل 

 ضَدتؼشیف هی هتغیشّبیی جذیذ ،[26] ًتبیج ػذدی ثب هشجغ




   

  

, , , ,

( )
( ) , ,

ij j j

ij j j

Y X LX
y x x l

L L L L
T T V

t t v
L L L

 

(6) 

 ضًَذتجذیل هی (7هؼبدلات ) ( ثِ ضکل1)کِ هؼبدلات 

(7-1)  


   
   
    
   

2 2

2 2

( )ij ij ij

ir

y yAG P t
A x

L x Lt x
 

(7-2) 
  


   

    
   

2 2

3 2 2 2
0ij ij ij

ij

yEI AG I

L xL x L t
 

 ًَضت (8ساثغِ ) تَاىثشای ًیشٍی ثیي جشم ٍ تیش هی

(8)   
  
  ( )

( ) ,
ij x t

P t M g y x t  

ثؼذ ضذُ ػولگش دیفشاًسیلیضکل ثی • ( ِ9ساثغ) است 

(9)   
    

                      

2 2 2
2

2 2
• 2 • •L

x t xt x
 

 تَاى ًَضتهی( 5هؼبدلات پیَستگی )ٍ ّوچٌیي ثشای 

(10-1)     




( 1)
, ,

i j j ij j
y x t y x t  

(10-2)      




( 1)
, ,

i j j ij j
x t x t  

(10-3)      


 
( 1)

, ,
i j j ij j

x t x t  

       

   
    

 



   

 

 



 

 

       
   

  
 

  
 

( 1) ( 1)

( 1)

( 1) ( 1)

, , , ,

, ,

, ,

i j j i j j ij j ij j

ij ij j i j j

i j ij j i j j

y x t x t y x t x t

L
k y x t y x t

AG
k y x t y x t

 

(10-4) 
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 جذاسبسی هعبدلات -4
حل دستگبُ هؼبدلات دیفشاًسیل کَپل ثِ ساحتی  ،ثِ عَس کلی

اهب ثب یک تغییش هٌبست دس هتغیشّب  ثبضذ،پزیش ًویاهکبى

 .تَاى هؼبدلات سا اص ّن جذا ٍ اص تحلیل هَدال استفبدُ کشد هی

دس سیستن  امpجبثجبیی ػشضی ٍ صاٍیة پیچطی تیش اکٌَى 

 ذًضَ تؼشیف هی (11هؼبدلات ) ثبثِ تشتیت  جذیذ

   



1

, ,
n

p pi i
i

u x t c y x t  (11-1) 

    


  
1

, , , , 1,2, ,
n

p pi i
i

x t c x t p i n  (11-2) 

 تَاى ًوبیص دادهی( 12)سا ثِ فشم هبتشیسی ( 11)تؼبسیف 
 1U=CY Y =C U=CU  (12-1) 
 1Θ=CΦ Φ=C Θ=CΘ  (12-2) 

 اًذ اصػجبست ّب ٍ ثشداسّبهبتشیس ،کِ دس آى

    1 2 1 2, ,
T T

n nu u u y y yU Y  

         1 2 1 2, ,
T T

n nΘ Φ  

(13) 



   
   

     
      

11 1 11 1

1

1 1

,
n n

n nn n nn

c c c c

c c c c

C C C  

)تَاى هتغیشّبی قذینثٌبثشایي هی , )iy x t  ٍ( , )i x t  سا

)ثش حست هتغیشّبی جذیذ , )pu x t  ٍ( , )p x t ثیبى کشد 

(14-1) 



1

( , ) ( , )
n

i ip p
p

y x t c u x t  

(14-2)  



1

( , ) ( , )
n

i ip p
p

x t c x t  

ای ثبیذ ثِ گًَِ cpiدس تؼشیف هتغیشّبی جذیذ، ضشایت 

تؼییي ضًَذ کِ ثتَاى هؼبدلات سا اص ّن جذا کشد. ثذیي 

( اػوبل ٍ 7اثتذا ّش یک اص ایي ضشایت دس هؼبدلات ) ،هٌظَس

 ضًَذ سپس ثب ّن جوغ هی

 


   


     
     
     


2 2

2 2
1

n
ij ij ij

pi ir
i

y yAG P
c A x

L x Lt x
 

(15-1) 

(15-2) 
  




     
          


2 2

3 2 2 2
1

0
n

ij ij ij

pi ij
i

yEI AG I
c

L xL x L t
 

 ًَضت ( سا16ساثغِ )( 15( دس )11ثب جبیگضیٌی هؼبدلات )

 


  
   
    
   

2 2

2 2

( )pj pj pj

pr

u uAG P t
A c x

L x Lt x
 (16-1) 

  


   
    

   

2 2

3 2 2 2
0pj pj pj

pj

uEI AG I

L xL x L t
 (16-2) 

 ًیشٍی ثیي جشم ٍ تیش پس اص اػوبل ایي ضشایت ثشاثش است ثب

  



 



   
  

                  

2 2

2

( )2
2

2

2

( ) g ,rj x t

t x t
P t M y x t

x x

 (17) 

)کِ دس آى، , )rjy x t ِآیذدست هی( ث1ِ-14) اص هؼبدل 

(18) 



1

( , ) ( , )
n

rj rp pj
p

y x t c u x t  

( 10ثِ عشیق هطبثِ ایي ضشایت ثش هؼبدلات سبصگبسی )

 آیذ دست هی( ث19ِضًَذ ٍ هؼبدلات جذیذ ) ًیض اػوبل هی

(19-1)       




1
, ,

p j j pj j
u x t u x t  

(19-2)       
 




1
, ,

p j j pj j
x t x t  

(19-3)       
 


 

1
, ,

p j j pj j
x t x t  

       

   

   

 



   

 

 



 


 

       
   

  
  

    
  



( 1) ( 1)

( 1)

1
( 1) ( 1)

, , , ,

, ,

, ,

p j j p j j pj j pj j

n ij ij j i j j

pi
i

i j ij j i j j

u x t x t u x t x t

k y x t y x tL
c

AG k y x t y x t

 

(19-4) 

دست ثشای جذا ضذى ٍ ثِ ،(4-19عشف ساست هؼبدلِ )

لاصم  ،ًَضتِ ضَد. ثذیي هٌظَس upjآهذى ضشایت ثبیذ ثش حست 

 ( ثشقشاس ثبضذ20است کِ هؼبدلِ )

     

       
 



 




 


 

  
  

 
   
  


1

1
1 1

, ,
,

, ,

n ij ij j ji j

pi pj pj j
i

ij j ji j i j

k y x t y x tL
c u x t

AG k y x t y x t

 

(20) 

ّب  سبصی آى( ٍ سبد4ُ-19ثب جبیگزاسی ایي هؼبدلِ دس )

 ًَضت( سا 21ساثغِ )تَاى هی

(21) 

   

     


 

  

     
     
     
     
     

      
     
     
     
          

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 1 1

p p p

p p p

p p p

j pj pj

p n p n p n

pn pn pn

c c c

c c c

c c cAG

L

c c c

c c c

K  

 ثشاثش است ثب jK، هبتشیس سختی(21) کِ دس ساثغِ

    

    
 
    

    
 

    
    
 
    

1 2 2

2 2 3 3

3 3 4 4

1 1

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

j j j

j j j j

j j j j

j

nj njn j n j

nj nj

k k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k

K  

(22) 
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دٌّذُ ًطبى μpjٍ  یک هسألِ هقذاس ٍیژُ است (21) ساثغِ

 استگًَِ ثذیْی آى ایيحل غیش کِ هقبدیش ٍیژُ آى است

  det 0
j pj
-K I  (23) 

Kj  اص ستَىj آیذ ثذست هی 1ام اتػبلات هیبًی دس ضکل

( 11دس هؼبدلِ ) cpiّبی ثشداس ٍیژُ آى ّوبى ضشایت کِ هَلفِ

هبتشیس سختی هشثَط ثِ  ،ّش ستَى اص اتػبلات چَى ؛ّستٌذ

تغییش هتغیش ٍ داضتي ضشایت  ثِ کبس ثشدىثشای  ،خَد سا داسد

cpi ( ِلاصم است11یکسبى دس هؼبدل )، ّبی هبتشیسKj 

کسبى ی اهب ،ثشداسّبی ٍیژُ ًشهبلایض ضذُ یکسبًی داضتِ ثبضٌذ

یکی اص ضشایظ جذاسبصی  ،ایيثَدى هقبدیش ٍیژُ لاصم ًیست ٍ 

 د.ضَثشسسی اص ضشٍع حل  قجلثبیذ  کِت است هؼبدلا

ثشداس ٍیژُ  n(، 23اص هؼبدلِ ) μpj هقذاس ٍیژُ nثب تؼییي 

آیذ. ایي ثشداسّبی  دست هی( ث21ِضذُ اص هؼبدلِ )ًشهبلیضُ 

جْت تؼییي هتغیشّبی جذیذ  ،(11ٍیژُ ضشایت هؼبدلات )

کٌٌذ. ایٌک  ّستٌذ کِ هؼبدلات حشکت سا اص ّن جذا هی

دست آهذُ سیستن جذیذی اص هؼبدلات ثب هتغیشّبی جذیذ ثِ

 .داسًذسٍش یکسبًی ثشای حل  ثٌبثشایي ،کِ ضجیِ یکذیگشًذ

 

 تعییي هقبدیز ٍیژُ ٍ تَاثع ٍیژُ -1
ّب، ػجبست ًیشٍیی دس عجیؼی ٍ ضکل هَد ثشای تؼییي فشکبًس

ضَد.  هؼبدلات حشکت سیستن جذیذ، غفش دس ًظش گشفتِ هی

)قشاسدادىثب  , ) ( ) pi t

pj pju x t w x e


 ٍ( , ) ( ) pi t

pj pjx t x e


  

 آیذدست هی( ث24ِ(، هؼبدلات )16دس هؼبدلات )

     


       
 

2 0
p pj pj pj

AG
A w x w x x

L
 (24-1) 

       
 

        
 

2

3 2
0

pj pj pj p pj

EI AG I
x w x x x

LL L
 

(24-2) 

 آیذدست هی( ث25ِ(، هؼبدلات )24هشتت کشدى سٍاثظ )ثب 

(25-1)         ( ) ( ) 0iv

pj p p pj p p p pj
w w w  

(25-2)            ( ) ( ) 0iv

pj p p pj p p p pj
 

1jکِ دس آى  jx x x   اًذ اصّب ػجبستٍ کویت است 

     
  


  

2 2 3 2

, ,p p p

p p p

L L A L

E G EI
 (26) 

ثٌبثشایي حل آًْب ًیض  ذ،ًضجیِ ثِ یکذیگش (25) هؼبدلات

ضکل هَدّبی  ،هبًٌذ ّن خَاّذ ثَد. ثب حل ایي هؼبدلات

آیذ کِ دست هیثِ آى امjثخص  ام دسpتیش  ایػشضی ٍ صاٍیِ

 :[26]اص  است ػجبست




 

 

 

 

  

   

1 1 1 1

2 1 2 1

cosh ( ) sinh ( )

cos ( ) sin ( )

pj p j pj p jpj

pj p j pj p j

A x x B x xw

C x x D x x
 

(27-1) 




 

 

 

 

  

   

1 1 1 1 1 1

2 2 1 2 2 1

cosh ( ) sinh ( )

cos ( ) sin ( )

pj p p j pj p p jpj

pj p p j pj p p j

B q x x A q x x

D q x x C q x x
 

(27-2) 

 اًذ اصّب ػجبستکِ دس آى کویت

   
 

   
        

1/2
2

1 ,
2 2

p p p p

p p
 

   
   

   
         

1/2
2

2 3, ,
2 2

p p p p

p p p p  

(28) 
      

 

 
 

2 2 2 2

3 1 3 2

1 2

1 2

,
p p p p

p p

p p

q q  

ام اص jثِ ثخص  ثَاثتی هشتجظ Apj ،Bpj ،Cpj  ٍDpjضشایت 

. ّذف آى است کِ ثَاثت آخشیي ثخص تیش ّستٌذام pتیش 

ثِ اٍلیي ثخص  ،Ap(m+1)  ،Bp(m+1) ، Cp(m+1) ٍ Dp(m+1) یؼٌی

اص  ثب استفبدُد. هشثَط ضَ Ap1  ،Bp1 ، Cp1  ٍDp1آى یؼٌی 

سٍاثظ ثیي  ،ٍ ثِ کبسگیشی سٍش هبتشیس اًتقبل( 19دلات )بهؼ

 دضَتؼییي هی ّبی دیگش تیشضشایت ّش ثخص ثب ثخص









     
         

     
     

          

 
                  

           

1 11 12 13 14

1 21

1

1 41 44

1
11 14 11 14

1

1
41 44 41 44 1

1

m m

m m

m m

m mp pm p

pm p
p

A t t t t A

B t B

C C

D t t D

A
t t t t

B

C
t t t t

D

 

   
 

      

   
      

    
   
      

1 1

1 1
4 4 4 4 4 4 4 4-1 1

1 1

1 1

pm p m p p

p p

A A

B B

C C

D D

T T T T  

(29) 

4هبتشیس ،کِ دس آى 4( )pjT  ِهقذاس ٍیژُث p  ثستگی

 ثشاثش است ثب ایي هبتشیس ّبیدسایِ داسد ٍ
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(30) 
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ش ثِ آخشیي ثخص ثب هشتجظ ضذى ضشایت اٍلیي ثخص تی

یبثذ کِ ثب  آى، تؼذاد ثَاثت هستقل ثِ چْبس ثبثت کبّص هی

ضشط  ،ایي هقبلِدس  ضًَذ. اسضبی ضشایظ هشصی تؼییي هی

د ٍ ثشای ضشایظ ضَهشصی دٍ سش هفػل ثِ عَس کبهل ثیبى هی

 [26تَاى ثِ عَس هطبثِ ػول کشد ]هشصی دیگش هی

(31) 

     

     

         
 

         
 

 

 

  

  

     


       


    


       

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

0, 0 0, 0 0 0

0, 0 0, 0 0 0

, 0 1, 0 1 0

, 0 1, 0 1 0

i p p

i p p

i m p m p m

i m p m p m

Y T u t w

T t

Y L T u t w

L T t

 

 تَاى ًَضتهیگبُ سوت چپ تیش  ثب اسضبی هؼبدلات دس تکیِ

(32)  
1 1

0
p p

A C  

 گبُ سوت ساست تیش دس تکیِّوچٌیي ثب اسضبی هؼبدلات 

 آیذدست هی( ث33ِهؼبدلِ )(، 29ٍ ثب تَجِ ثِ هؼبدلات )

   





 





     
     

      
         

      
     
     

1 1

1 1 1

2 4 2 4

1 1

1 1 1

0

0

0 0

m

m

p pp p
m

m p p p

A A

B B B

C C

D D D

S S T R  (33) 

ّبی هبتشیسکِ دس آى دسایِ 2 4 p
S ثشاثش است ثب 

 

 

   

   

 

 

 

 

 
  
 

 

 

 

 

11 12 13 14

21 22 23 24

11 1 1 12 1 1

13 2 1 14 2 1

21 1 1 1 1 22 1 1 1 1

23 2 2 2 1 24 2 2 2 1

,

cosh , sinh ,

cos , sin ,

cosh , sinh ,

cos , sin

p

p

m m

m m

m m

m m

s s s s

s s s s

s l s l

s l s l

s q l s q l

s q l s q l

S

 

(34) 

 
   

 

11 12 13 14

21 22 23 24

p p p

p

r r r r

r r r r
R S T  (35) 

 ثذیْی ایي هؼبدلات لاصم استداضتي حل غیشثٌبثشایي جْت 


12 14

22 24

det 0
p

r r

r r
 (36) 

ام سا pّبی عجیؼی تیش فشکبًس، pهؼبدلِ هقبدیشایي 

دّذ. ثشای سبیش تیشّب دس  ثشای ضشایظ هشصی هفػلی هی

آیذ کِ ثبیذ دست هیسیستن جذیذ هؼبدلات هطبثْی ثِ

 ّب ٍ ضکل هَدّبی آًْب تؼییي ضَد.فشکبًسجذاگبًِ حل ٍ 

 

 پبسخ اججبری ثِ عجَر جزم اس سیستن -6
پبسخ اججبسی تَاى هی ،ثب کبسثشد تئَسی آًبلیض هَدال

( , )pu x t  ٍ( , )p x t  ثشای ساp اهیي دستِ اص هؼبدلات

 ثسظ دادسیستن جذیذ 

 



1

, ( ) ( )
N

p kp kp
k

u x t w x p t  (37-1) 

  



1

, ( ) ( )
N

p kp kp
k

x t x p t  (37-2) 

)(، 37) دس هؼبدلات )kpp t یبفتِ یب هختػبت تؼوین

ثب دس ًظش گشفتي تبثغ  ام،pجبثجبیی تیش ٍ  ػوَهی ثشای ضیت

[ ًطبى دادًذ 29یکسبى صهبًی است. دادفشًیب ٍ ّوکبساًص ]

جبثجبیی ٍ ضیت، کِ استفبدُ اص تبثغ یکسبى صهبًی ثشای 

 ذ.کٌ پَضی سا ٍاسد هؼبدلات هی خغبی قبثل چطن

)ٍیژُ  تَاثغ )kpw x  ٍ( )kp x ضکل هَدّبی  ،ثِ تشتیت

ضبثغِ  m+1خَد ثِ  کِ ثبضٌذام هیpای تیش  جبثجبیی ٍ صاٍیِ

 اًذ اصضًَذ ٍ ػجبستتقسین ٍ دس هحل فٌشّبی هیبًی جذا هی




 



 



 

   

  

( )

( ) 1 1 ( ) 1 1

( ) 2 1( ) 2 1

( )

cosh ( ) sinh ( )

sin ( )cos ( )

kp kp j

kp j kp j kp j kp j

kp j kp jkp j kp j

w f x

A x x B x x

D x xC x x

 

(38-1) 

 
 



 

 

 

 

 

  

    

( )

1 ( ) 1 1 ( ) 1 1

2 ( ) 2 1 ( ) 2 1

( )

cosh ( ) sinh ( )

cos ( ) sin ( )

kp kp j

kp kp j kp j kp j kp j

kp kp j kp j kp j kp j

g x

q B x x A x x

q D x x C x x

 

(38-2) 

اًذ. دس اداهِ ثشای ( ثشای کل تیش ًَضتِ ضذ38ُهؼبدلات )

ضَد  ام تیش هشثَط هیjکِ ثِ ثخص  jسبدگی کبس اص اًذیس 

( 16( دس )37ضَد. حبل ثب جبیگزاسی هؼبدلات )ًظش هیغشف

 آیذدست هی( ث39ِسٍاثظ )

 


 


 
    

 


1

( ) ( ) ( )
N

kp kp kp kp kp
k

AG
Aw x p t w p t

L
 

   
( )

( )
pr

P t
c x t

L
 (39-1) 

 


 







  




 



 3
1

2

( ) ( )

( ) ( ) 0

N

kp kp kp kp kp
k

kp kp

EI AG
p t w p t

LL
I

x p t
L

 

(39-2) 

 تَاى ًَضتاص تحلیل استؼبضبت آصاد هی

 


      2 ( )
kp k kp kp

AG
w A w x

L
 (40-1) 

 
 

        2

3 2
( ) ( )

kp kp kp kp k

EI AG I
x w x

LL L
 (40-2) 

kp  ،دس ایي هؼبدلاتk اهیي فشکبًس عجیؼی تیشp ثب استام .

دست ( ث41ِ(، هؼبدلات )39( دس )40جبیگضیٌی هؼبدلات )

 آیذهی
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  2

1

( )
( ) ( )

N

kp kp kp kp pr
k

P t
A w p t p t c x

L
 

(41-1) 

  


  
  2

1

( ) ( ) 0
N

kp kp kp kp
k

I p t p t  (41-2) 

,ثشایضشط تؼبهذ هَدّب  1,2, ,k q N ص ا ستػجبست

[29  ٍ30] 

(42)   
 

  
 


 1

2 0
( ) ( ) ( ) ( )

kp qp kp qp kq

I
w x w x x x dx

AL
 

 تَاى ًَضت( هی41ثب ثِ کبسگیشی ضشط تؼبهذ دس هؼبدلات )

   





   

 


 1

2

 0

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ( )) ( )

qp qp qp pr qp

pr qp qp

P t
p t p t c w x x dx

AL

P t
c w t Q t

AL

 

(43) 

 Qqp(t) یبفتًِیشٍی تؼوینثشای ( 1-38کِ ثب تَجِ ثِ هؼبدلِ )

ثِ اصای 1j jx t x   ًَاى ًَضتهی 

(44)  
 

 
( )

( ) ( )
( ) ( ( )) ( ( ))

qp pr qp pr qp j

P t P t
Q t c w t c f t

AL AL
 

 تَاى ًطبى داد کِ( هی18( دس )1-37ِ )اسی هؼبدلزجبیگثب 

(45) 
 


1 1

( , ) ( ) ( )
n N

r rp kp kp
p k

y x t c w x p t  

 تَاى ًَضتهی (17( دس )45) ثب جبیگزاسی هؼبدلٍِ 

(46)  
   

    

  

    

   
   
      

 2
1 1

2
g

n N
kp kp kp kp

rp
p k kpkp kp

w p w p
P t M c

pw w
 

( کِ ثِ 43ثب تَجِ ثِ ایي ساثغِ، عشف ساست هؼبدلِ )

P(t) خَد ٍاثستِ ثِ  ،ثستگی داسد( )qpp t  .هؼبدلِ  پساست

ای اص هؼبدلات دیفشاًسیل کَپل هشتجِ دٍم  هجوَػِ ،(43)

ثبیذ سٍضی هتفبٍت هَسد استفبدُ قشاس  ،است کِ ثشای حل

 ک سٍش تکشاس ثشای حل ایي هؼبدلاتی ،[28هحوَد ] .گیشد

کِ دس  ثِ کبس گشفت تشیسٍش سشیغ ،[27اهب ثیللَ ]، کشداسائِ 

هطبثِ  کوکی یتَاثؼ ،دس ایي سٍش ضَد. استفبدُ هی ًیض ایٌجب

ثب سسیذى  جْت حل هؼبدلات کِ ضَد تؼشیف هی (47ساثغِ )

 یست.ثِ یک هؼبدلِ هبتشیسی، ًیبصی ثِ سٍش تکشاس ً

(47)  1,2,..., ; 1,2,...,k N p n     ( )

,
( ) e

kp e kp
x w x  

است.  xدٌّذُ هشتجِ هطتق ًسجت ثِ ًطبى ،(e,)دس ایٌجب کِ 

 (،47) ساثغِ ( ٍ استفبدُ اص44( دس )46ثب جبیگضیٌی هؼبدلِ )

 ًَضت( سا ایٌگًَِ 48ساثغِ )تَاى هی

 
   

   

  
 

     

   
   
       


,0 ,1

,0 2
1 1 ,2 ,1

2
g

n N
kp kp kp kp

qp pr qp rp
p k kp kp kp

p pM
Q c c

AL p
 

(48) 

,1,2کِ دس آى ,p n  ٍ1,2, ,q N  ثبضذ.هی 

)ّبیدس ایٌجب ّذف جذا کشدى تشم )kpp t  هطتقبتص ٍ

( 43عشف چپ هؼبدلِ ) ،ضَدعَس کِ هطبّذُ هیّوبى. است

ثِ  اهب عشف ساست آى دس استؼبضبت ًیشٍیی، ،ضَدجذا هی

دس هؼبدلِ ضذى کلیِ جولات پیچیذگی ٍ کَپلّندلیل دس

؛ ثٌبثشایي هؼبدلِ ثبضذقبثل جذا ضذى ًوی بً، هستقیو(48)

غَست دستگبّی اص هؼبدلات دیفشاًسیل کَپل ثشای  ( ث43ِ)

,1,2،ّش تیش ,p n ضَد، ثسظ دادُ هی 

(49) 
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1 1 1 1 1 1

2
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2

q q q r q q

q q q r q q

qn qn qn nr qn qn

P t
p t p t c w t Q t

AL

P t
p t p t c w t Q t

AL

P t
p t p t c w t Q t

AL

 

 استسدیف  n ،( ضبهل49هجوَػِ دستگبُ هؼبدلات )

)تؼذاد جولات دس  هؼبدلِ Nدس ّش سدیف  )تؼذاد تیشّب( کِ

nدس کل ٍ ((،37سٍاثظ ) N تَاى ایي هؼبدلِ ٍجَد داسد. هی

 ًطبى داد (50) دستگبُ هؼبدلات سا ثِ فشم هبتشیسی

(50) 
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2
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t t t

P Ω P Q
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 اًذ اصّب ػجبستام اص ایي هؼبدلات، هبتشیسpکِ ثشای دستِ 

   







    
    

          
     
          

2
1 1 1
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0
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0

0 0
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N N Np p p

p Q

p Q
t t

p Q

P Q Ω  

(51) 

کبسگیشی دس دستگبُ ( ثشای ث48ِ) لاصم است هؼبدلِ

لزا ثشای دستِ  ؛( ثِ فشم هبتشیسی ًَضتِ ضَد50هؼبدلات )

pتَاى ًَضتام اص دستگبُ هؼبدلات هی 
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p pT
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(52) 

کِ دس آى ثشداس 
,p eV ضَدگًَِ تؼشیف هیایي 

                   , 1 2, ,

T

p e k Np e p e
x x x x xV  

(53) 
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( ٍ ثب هشتت کشدى 50( دس )52) ثب جبیگزاسی هؼبدلِ

ثِ آیذ. دست هیجولات آى، یک هجوَػِ دستگبُ هؼبدلات ثِ

ام pفقظ دستِ  ،ثشای سػبیت اختػبس دلیل پیچیذگی هؼبدلات

 ضَددستگبُ هؼبدلات ثیبى هیایي اص 

 


  
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

pi i pi i pi i p
i

t t t t t t tM P D P K P q  

(54) 

 اًذ اصػجبستّب کِ دس آى ثشداسّب ٍ هبتشیس

(55-1)     


,0

g
=cp pr p

M
t t

AL
q V  

(55-2)        


  ,0 i,0
T

pi N pi pr ri p

M
t c c

AL
M I V V  

(55-3)        


 ,0 i,12 T
pi pr ri p

M
t c c

AL
D V V  

           


    
2 2

,0 i,2 i,1
T T

pi p pi pr ri p

M
t c c

AL
K Ω V V V  

(55-4) 

,کِ 1,2, ,p i n   ٍIN ّوبًی  هبتشیسN  .ثؼذی است

ّب سا ثِ  تَاى آىهی ،(54سشاًجبم ثب هشتت کشدى هؼبدلات )

 ( ًطبى داد56ًْبیی )فشم 

(56)   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t tM P D P K P q  

) (56) دس ساثغِ )tP  ِهجَْل است کِ ضبهل کلی

ّب ٍ ثشداسّب یبفتِ تیشّبست. هبتشیسثشداسّبی هختػبت تؼوین

 اًذ اصدس ایي ساثغِ ػجبست
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(57) 

ٍ  P(0)ًیبص ثِ ضشایظ اٍلیِ  ،(56حل هؼبدلِ ًْبیی )

(0)P ( 37( دس هؼبدلات )42داسد. ثب اػوبل ضشط تؼبهذ ،)

 آیذدست هیام اص هؼبدلات ثpِثشداس ضشایظ اٍلیِ ثشای دستِ 


 

  
 


1

0 ,0 0 ,020
(0) ( ) ( ) ( ) ( )p p p p p

I
dxu x x x x

AL
P V ψ  (58-1) 
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0 ,0 0 ,020
(0) ( ) ( ) ( ) ( )p p p p p

I
dxu x x x x

AL
P V ψ  (58-2) 

)0,ثشداس کِ دس آى )p xψ ضَدگًَِ تؼشیف هیایي 

(59)             ,0 1 2

T

p N p
x x x xΨ  

0 ( )pu x ، 0 ( )pu x ، 0 ( )p x ٍ 0 ( )p x  ِضشایظ اٍلی

( ثش حست ضشایظ 11کِ اص هؼبدلات ) ّستٌذسیستن جذیذ 

اٍلیِ سیستن اغلی
0 ( )iy x، 

0 ( )iy x، 
0 ( )i x  ٍ

0 ( )i x 

 اًذ اصآیٌذ ٍ ػجبستدست هیِث

(60-1) 
 

  0 0 0 0
1 1

( ) ( ) , ( ) ( )
n n

p pi i p pi i
i i

u x c y x u x c y x  

(60-2)    
 

  0 0 0 0
1 1

( ) ( ) , ( ) ( )
n n

p pi i p pi i
i i

x c x x c x  

( سا ثشای استفبدُ دس حل 58حبل ثبیذ ضشایظ اٍلیِ )

 (، ثِ فشم ثشداسی ثیبى کشد56هؼبدلِ ًْبیی )

(61-1)        
1 20 =[ 0 0 0 ]TnP P P P  

(61-2)        
1 20 =[ 0 0 0 ]TnP P P P  

ٍ ثِ  اٍلیِ( ثب استفبدُ اص ضشایظ 56پس اص حل هؼبدلِ )

)یبفتِ کبهل هختػبت تؼوین دست آٍسدى )tP ، هختػبت

)یبفتِتؼوین )p tP  ثشای تیشpِپبسخ ًیشٍیی  ام هحبسج ٍ

 ضَدهیسیستن جذیذ تؼییي 

(62-1) 
,0

( , ) ( ) ( )T

p p p
u x t x tV P  

(62-2)  
,0

( , ) ( ) ( )T

p p p
x t x tΨ P  

تَاى پبسخ  هی( 12ٍ  11) ایٌک ثب استفبدُ اص هؼبدلات

ام اص iدس اداهِ، ثشای تیش  سیستن اغلی سا هحبسجِ کشد.

)تَاى هوبى خوطی  سیستن اغلی، هی , )iM x t  ًیشٍی ٍ

)ثشضی , )iQ x t ِدست آٍسدسا ث 

(63-1) 1,2,...,i n  


  ,1
1

( , ) ( ) ( )
n

T

i ip p p
p

EI
M x t c x t

L
Ψ P  

(63-2)  


  ,1 ,0
1

( , ) ( )( ) ( )
n

T T

i ip pp p
p

Q x t AG c tx x PV Ψ  

 

 ثِ جبی جزم هتحزک ی هتحزکجبیگشیٌی ًیزٍ -6-2

ّبی کَسیَلیس، ثِ جبی جشم هتحشک اص اثش تشم ثب فشؼ ًیشٍ

ضَد. دس پَضی هیگشیض اص هشکض، ایٌشسی ٍ ضتبة، چطن

کٌٌذُ استفبدُ ثسیبسی اص کبسّبی گزضتِ اص ایي فشؼ سبدُ

ًظش ( ثب غشف17دس هؼبدلِ )ضذُ است. ًیشٍی ثیي تیش ٍ جشم 

 یبثذفقظ ثِ ًیشٍی گشاًطی کبّص هی ،ّباص ایي تشم

(64)    gP t M  

 تَاى ًَضتهی (1-55ٍ  52، 48ثشای هؼبدلات )ّوچٌیي 

          
 

   ,0 ,0

g g
qp pr qp p p pr p

M M
Q t c t t c

AL AL
Q q V  

(65) 
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 اًذ اص( دس حبلت ػجَس ًیشٍ ػجبست55ّب دس هؼبدلات )هبتشیس

(66)          2, ,pi N pi pi pi p pit t tM I D 0 K Ω  

 یبثذکبّص هیًیض ( کِ کَپل ثَد، 54ثٌبثشایي هؼبدلِ )

(67)       2
p p p pt t tP Ω P q  

ام اص pکَپل ثشای دستِ (، یک هؼبدلِ غیش67کِ هؼبدلِ )

( قبثل 58دستگبُ هؼبدلات است ٍ ثب استفبدُ اص ضشایظ هشصی )

ّبی کِ هبتشیس تَاى ًطبى دادعَس هطبثِ هی. ثِاستحل 

 اًذ اصیبثٌذ ٍ ػجبست( ًیض کبّص هی57)

(68) 

   
 

 ( )*( ) , ,n N n Nt tM I D 0  

 

 
 
 
 
 
  

2
1

2
2

2
n

t

Ω 0 0

0 Ω
K

0

0 0 Ω

 

 ضَدگًَِ ثیبى هی( ایي56ثٌبثشایي هؼبدلِ ًْبیی )

(69)         t t t tP K P q  

کَپل است، ثب ایي تفبٍت کِ ( غیش67ایي هؼبدلِ ّوچَى )

ثشداسًذُ کلیِ دستِ هؼبدلات دس یک فشم کلی هبتشیسی ٍ دس

عَس هطبثِ ثِ ،(61ٍ ثب استفبدُ اص ضشایظ هشصی )است ثشداسی 

)یبفتِ کبهل تَاى هختػبت تؼوینهی )tP  سپس پبسخ ٍ

 ًیشٍیی سا ثشای سیستن جذیذ ٍ اغلی هحبسجِ کشد.

 

 ًتبیج عذدی -0
، سیستوی هتطکل اص سِ تیش تیوَضٌکَ ثب 2هغبثق ضکل 

، W=0.5mبی پٌٍْ  H=1mهقبعغ هستغیلی ضکل ثِ استفبع 

L=50m  ،L1=0.3L  ،L2=0.4L ،2

112.1 10 N

m
E  ،0.3 ،

3
7860

kg

m
  ،0.2M AL ٍ هیبًی پزیشاتػبلات اًؼغبف

11k k،
21 2k k،

31 3k k،
12 2k k،

22 4k k،

32 6k k ضَد.ٍ ضشایظ هشصی هفػلی دس ًظش گشفتِ هی 

ثَدى ثِ ػٌَاى اٍلیي قذم دس حل ایي هسألِ، ثبیذ یکسبى 

ثشای دٍ  K1  ٍK2ضذُ دٍ هبتشیس  یضثشداسّبی ٍیژُ ًشهبلا

است،  K2=2K1(، 23ستَى فٌش ثشسسی گشدد. عجق هؼبدلِ )

ثٌبثشایي ثشداسّبی ٍیژُ ًشهبلیضُ ضذُ ایي دٍ هبتشیس ثشاثشًذ ٍ 

 سٍش اسائِ ضذُ ثشای ایي هثبل هٌبست است.

آیذ دست هیدس ایي ثخص، جبثجبیی ًقبط هیبًی تیشّب ثِ

ثشًَلی دٍ  جبیی هبکضیون استبتیکی تیش اٍیلشٍ ًسجت ثِ جبث

ضَد. ایي جبثجبیی استبتیکی ثِ غَست ثؼذ هی سش هفػل، ثی

 دضَ ( تؼشیف هی70ثؼذ ضذُ، دس ساثغِ )ثی

 
 ای اس سِ تیز ٍ دٍ ستَى فٌز، تحت عجَر جزمهجوَعِ -2شکل

 


2

48st

MgL
y

EI
 (70) 

ثؼذ ثی، Vcrسشػت ثبس هتحشک ًسجت ثِ سشػت ثحشاًی 

 سشػتی کِ ػجَس هتَالی ًیشٍی هتحشک ثب آىضَد؛ یؼٌی هی

ًبهحذٍد داهٌِ سا  اص سٍی یک تیش اٍیلش ثشًَلی افضایص سشػت

 ٍ ػجبست است اص [31] ثِ ّوشاُ داسد

 




 
   

 

2

1
1

,
cr

L EI
V

m L
 (71) 

 

 جزم هتحزکثزرسی پبسخ سیستن تحت عجَر  -0-5
، k =k1= 0ضَد کِ دس حبلت  هطبّذُ هی 4ٍ  3ّبی دس ضکل

کِ ثبس اص  ثشاثش است یکذیگشثب جبثجبیی ًقبط هیبًی تیشّبیی 

کٌذ. ایي ًتیجِ هٌغقی است، صیشا دس ایي  سٍی آًْب ػجَس هی

ضَد کِ هسألِ ثِ حل سیستن تک تیشی تجذیل هی ،حبلت

ٍ تیشّبیی کِ ٍ استجبعی ثب یکذیگش ًذاسًذ  ٌذتوبم تیشّب هطبثْ

 هبًٌذ. سبکي ثبقی هی ،کٌذثبس اص سٍی آًْب ػجَس ًوی

تَاى هطبّذُ کشد ، هیk=0  ٍk≠0ّبی ثب هقبیسِ حبلت

کوتش اص یک  ،کِ هبکضیون جبثجبیی ثشای سیستن چٌذ تیشی

ضَد  ّب دیذُ هیتیش ثِ تٌْبیی است. ّوچٌیي دس ایي ضکل

، جبثجبیی ًقغِ هیبًی تیشی kکِ ثب افضایص دس هقبدیش سختی 

یبثذ، اهب سًٍذ  کٌذ کبّص هی کِ ثبس اص سٍی آى ػجَس هی

ضَد. ثشای هقبدیش ثسیبس  هتفبٍتی دس سبیش تیشّب هطبّذُ هی

، افضایص دس هقذاس سختی ثبػث افضایص جبثجبیی ًقبط kًبچیض 

اهب ثِ اصای هقبدیش ثبلای سختی،  ؛ضَد هیبًی سبیش تیشّب هی

افضایص دس هقذاس آى اص جبثجبیی ًقبط هیبًی تیشّبی دیگش 

 یش سختی دس ایي هثبل ثستگی داسد.کِ الجتِ ثِ هقبد کبّذ هی

ٍ  rضَد کِ ثب افضایص دس پبساهتش  ّب هطبّذُ هیدس ایي ضکل

ػجَس ثبس اص سٍی تیش ثبلاتش، هبکضیون جبثجبیی ًقبط هیبًی 



 

 

 

 03          یاییفروزنده و آر 2/ شماره 6/ دوره 5931ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

جبثجبیی ثب  هبکضیون ،یبثذ. ثِ ػجبست دیگشن افضایص هیسیست

 یبثذ. تش ثِ صهیي کبّص هی ػجَس ثبس اص سٍی تیش ًضدیک

ضَد کِ ثب دیذُ هی 4ٍ  3ّبی ثب هقبیسِ ضکلّوچٌیي 

ّبی عجیؼی سیستن، ، ثِ ػلت تغییش دس فشکبًسkافضایص 

جبثجبیی ثِ سوت چپ ٍ ثب افضایص سشػت ثِ  هبکضیونًقبط 

 ضًَذ. سوت ساست سیستن جبثجب هی

هوبى ًیشٍی ثشضی ٍ  ،پبسخ سیستن ثشای تحلیل ثْتش

ثشًَلی دٍ سش هفػل دس حبلت  خوطی هبکضیون تیش اٍیلش

 ضَدگًَِ تؼشیف هیایيثؼذسبصی، استبتیکی ثشای ثی

(72)  ,
2 2st st

Mg MgL
Q M  

 ضَد کِ هبکضیون هوبى خوطیهطبّذُ هی 5دس ضکل 

هشثَط ثِ تیشی است کِ جشم اص سٍی آى  ،سیستن ًقبط هیبًی

، کبّص k سختی دس کِ ایي هقذاس ثب افضایص کٌذػجَس هی

یبثذ. دس سبیش تیشّب ثب افضایص سختی ثشای هقبدیش ًبچیض هی

هوبى خوطی افضایص ٍ ثشای هقبدیش ثبلای هبکضیون آى، 

ضَد کِ هبکضیون یبثذ. ّوچٌیي دیذُ هیسختی کبّص هی

هوبى خوطی ًقبط هیبًی سیستن ثب افضایص سختی ثِ سوت 

 ضَد.جبثجب هی تیشّب چپ

 

ثیي پبسخ سیستن هقبیسِ اعتجبرسٌجی ًتبیج ثب  -0-2

 عجَر ًیزٍ ٍعجَر جزم  حبلت دٍ
[، ثب 26دس ایي قسوت، اػتجبسسٌجی ًتبیج ایي هقبلِ ثب هشجغ ]

ثِ اصای افضایص جشم،  ،حبلت ػجَس جشم ٍ ًیشٍهقبیسِ دٍ 

ٍ  گیشدهَسد ثشسسی قشاس هی ،تحشکسشػت ٍ ضتبة ثبس ه

عَس ثِ ،ٍ جشم هتحشک [26] ًیشٍ ثیي دٍ حبلت پبسخ اختلاف

سبصی، پبساهتشی دس اداهِ ثشای سبدُ ضَد.کبهل تطشیح هی

 دٌّذُ جشم ّش تیش استضَد کِ ًطبىجذیذ تؼشیف هی

(73) 
b

m AL  

        r=3 r=2 r=1  

 

 

 

 

y(
0

.5
,t

)/
y s

t
 

ثؼذ ضذُ جشم ػجَسی اص سٍی تیشّبثی هَقؼیت ( )t  

ثعذ شذُ جزم هتحزک ثب سزعت ثعذ شذُ ًقطِ ٍسط تیزّب ثزحست هَقعیت ثیهقبیسِ ًوَدارّبی جبثجبیی عزضی ثی -9شکل

V=0.5Vcr ( قزهش) 9 (، تیزآثی) 2 (، تیزسجش) 5 تیز -ثِ اسای افشایش سختی-  6 6 6

1 2 3 40 , 2.5 10 , 5 10 , 10 10 N
mk k k k       

 

k=k1 

k=k2 

k=k3 

k=k4 

k=k1 k=k1 

k=k2 k=k2 

k=k3 k=k3 

k=k4 k=k4 
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         r=3 r=2 r=1  

 

 

 

 

y(
0

.5
,t

)/
y s

t
 

ثؼذ ضذُ جشم ػجَسی اص سٍی تیشّبهَقؼیت ثی ( )t  

ثعذ شذُ جزم هتحزک ثب سزعت حست هَقعیت ثی ثعذ شذُ ًقطِ ٍسط تیزّب ثزهقبیسِ ًوَدارّبی جبثجبیی عزضی ثی -4شکل

V=Vcr ( قزهش) 9 (، تیزآثی) 2 (، تیزسجش) 5 تیز -ثِ اسای افشایش سختی-  6 6 6

1 2 3 40 , 2.5 10 , 5 10 , 10 10 N
mk k k k       

 

       r=3 r=2 r=1  

 
 

 

   

M
(0

.5
,t

)/
M

st
 

ثؼذ ضذُ جشم ػجَسی اص سٍی تیشّبهَقؼیت ثی ( )t  

ثعذ شذُ جزم هتحزک ثب سزعت حست هَقعیت ثیثعذ شذُ ًقطِ ٍسط تیزّب ثز شی ثیهقبیسِ ًوَدارّبی هوبى خو -1شکل

V=Vcr ( قزهش) 9 (، تیزآثی) 2 (، تیزسجش) 5 تیز -ثِ اسای افشایش سختی-  6 6

1 2 30 , 2.5 10 , 5 10 N
mk k k    

 

k=k1 

k=k2 

k=k3 

k=k4 

k=k1 k=k1 

k=k2 k=k2 

k=k3 k=k3 

k=k4 k=k4 

k=k1 

k=k2 

k=k3 

k=k1 k=k1 

k=k2 k=k2 

k=k3 k=k3 
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ضَد کِ ثب افضایص جشم، اختلاف هطبّذُ هی 6دس ضکل 

ثشای ای کِ یبثذ، ثِ گًَِپبسخ ػجَس جشم ٍ ًیشٍ افضایص هی

اجشام ثسیبس سجک اختلاف ًبچیض است ٍ ثب افضایص جشم، صیبد 

ضَد. ّوچٌیي هبکضیون جبثجبیی ثب افضایص جشم صیبد ضذُ هی

هبکضیون جبثجبیی دس ٍ  ضَدٍ ثِ سوت ساست جبثجب هی

است. ایي  ثیطتش ػجَس ًیشٍ ّوَاسُ اصحبلت ػجَس جشمحبلت 

ٍ ثِ جبی جشم اهش ثِ ایي ػلت است کِ ثب دس ًظش گشفتي ًیش

ٍ اص  ضَدتٌْب تشم گشاًطی جشم ٍاسد هحبسجبت هی ،هتحشک

 .دضَ ًظش هیّبی ًیشٍیی غشفسبیش تشم

ضَد کِ ثب افضایص ضتبة، ًیض هطبّذُ هی 7دس ضکل 

اختلاف پبسخ ٍ هبکضیون جبثجبیی ًقبط هیبًی سیستن صیبد 

هبکضیون جبثجبیی هشثَط ثِ حبلت  ،ًیض 7 ضَد. دس ضکلهی

 ػجَس جشم ثیطتش اص ػجَس ًیشٍ است.

ضَد، ثشای سشػت هطبّذُ هی 8عَس کِ دس ضکل ّوبى

ثسیبس پبییي ٍ ضجِ استبتیکی ثبس هتحشک، اختلاف پبسخ ثیي 

دٍ حبلت ػجَس جشم ٍ ًیشٍ تقشیجب غفش است ٍ ثب افضایص 

ص جبثجبیی ثبػث افضای ،ضَد. افضایص سشػتسشػت صیبد هی

ضَد، ٍلی ایي افضایص جبثجبیی ثشای دس ّش دٍ حبلت هی

 حبلت ػجَس جشم ثیطتش اص حبلت ػجَس ًیشٍ است.

 

طَر هجشا ثز ّبی ًیزٍیی ثِتأثیز ّز یک اس تزم -0-9

 پبسخ سیستن
اختلاف پبسخ ثیي ػجَس ًیشٍ یؼٌی فقظ تشم  ،دس ایي قسوت

( ٍ تأثیش 3س هؼبدلِ )ّبی ًیشٍیی دیگش دگشاًطی سا ثب سبیش تشم

ضَد. ثذیي عَس هجضا ثشسسی هیآًْب ثش پبسخ سیستن ثِ

 دضَهٌظَس پبساهتشی جذیذ تؼشیف هی

(74)  
   

 
0.5, 0.5,

0.5,
f

st

y yt t
t

y
 

جبثجبیی ثشای ػجَس ًیشٍ ثب دس ًظش گشفتي تٌْب  yfکِ دس آى، 

ّبی ًیشٍیی جبثجبیی ثب دس ًظش گشفتي تشم yٍ  تشم گشاًطی

 .استعَس هجضا دیگش ثِ

 تیش اٍل تیش دٍم تیش سَم
 

 

y(
0

.5
,t

)/
y s

t
 

ثؼذ ضذُ ثبس ػجَسی اص سٍی تیشّبهَقؼیت ثی ( )t  

 V=0.5Vcrثب سزعت  (r=2)ثعذ شذُ ثبر رٍی تیز دٍم حست هَقعیت ثی ثعذ شذُ ًقطِ ٍسط تیزّب ثزهقبیسِ ًوَدارّبی جبثجبیی عزضی ثی -6شکل

ٍ62.5 10 N
mk  ،  ( قزهش) [26] (، عجَر ًیزٍآثی) عجَر جزم -ثِ اسای افشایش جزم-  1 2 3 40.1, 1, 2, 4 bM M M M m     

M=M1 

M=M2 

M=M3 

M=M4 

M=M1 

M=M2 

M=M3 

M=M4 

M=M1 

M=M2 

M=M3 

M=M4 
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  تیش اٍل تیش دٍم تیش سَم

 

y(
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)/
y s
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ثؼذ ضذُ ثبس ػجَسی اص سٍی تیشّبهَقؼیت ثی ( )t  

ثب سزعت  (r=2)رٍی تیز دٍم  ثزثعذ شذُ ثبر حست هَقعیت ثی ثعذ شذُ ًقطِ ٍسط تیزّب ثزهقبیسِ ًوَدارّبی جبثجبیی عزضی ثی -0شکل

ٍرٍدی
0 0.05 crV V،62.5 10 N

mk  ،2 bM m،  ( قزهش) [26] (، عجَر ًیزٍآثی) عجَر جزم -ثِ اسای افشایش شتبة- 21 2 30, 5, 10 m

s
a a a  

 تیش اٍل تیش دٍم تیش سَم
 

 

y(
0

.5
,t

)/
y s

t
 

ثؼذ ضذُ ثبس ػجَسی اص سٍی تیشّبهَقؼیت ثی ( )t  

رٍی تیز دٍم  ثزثعذ شذُ ثبر حست هَقعیت ثی ثعذ شذُ ًقطِ ٍسط تیزّب ثزهقبیسِ ًوَدارّبی جبثجبیی عزضی ثی -6شکل

(r=2)، M=mb، 62.5 10 N
mk  ،  ( قزهش) [26] (، عجَر ًیزٍآثی) عجَر جزم -ثِ اسای افشایش سزعت-

 1 2 3 40.01 , 0.1 , 0.25 , 0.5cr cr cr crV V V V V V V V    

a=a1 

a=a2 

a=a3 

a=a1 

a=a2 

a=a3 

a=a1 

a=a2 

a=a3 

V=V1 

V=V2 

V=V3 

V=V4 

V=V1 

V=V2 

V=V3 

V=V4 

V=V1 

V=V2 

V=V3 

V=V4 
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اختلاف پبسخ یب جبثجبیی سیستن  ،10ٍ  9ّبی دس ضکل

ّبی ایٌشسی، کَسیَلیس ٍ ثب دس ًظش گشفتي ّش یک اص تشم

ضَد. عَس جذاگبًِ ثب تشم گشاًطی هقبیسِ هیگشیض اص هشکض ثِ

کِ دس حبلت جشم هتحشک ّوگی ایي ًیشٍّب ثب ّن، ٍلی دس 

 هتحشک فقظ گشاًطی دس ًظش گشفتِ ضذُ است.حبلت ًیشٍی 

ضَد کِ اختلاف پبسخ سیستن ثب هطبّذُ هی 9دس ضکل 

، M=0.1mbضَد. ثشای اجشام سجک، افضایص جشم صیبد هی

ّبی دیگش تأثیش ایٌشسی ثش اختلاف پبسخ سیستن ًسجت ثِ تشم

ّبی اثش ّش یک اص تشم ،ثیطتش است، ٍلی ثب افضایص جشم

ّبی ایٌشسی ٍ گشیض اص کِ تشمیبثذ تب جبییهیًیشٍیی افضایص 

 عَس یکسبى ثش پبسخ سیستن ثیطتشیي تأثیش سا داسًذ.هشکض ثِ

ضَد کِ ثب افضایص سشػت، ًیض هطبّذُ هی 10دس ضکل 

ّبی یبثذ. ثشای سشػتاختلاف پبسخ سیستن افضایص هی

V=0.25Vcr  ٍV=0.5Vcr تشم ایٌشسی ثیطتشیي تأثیش سا ثش ،

ّبی تن داسد. ثب افضایص سشػت تأثیش ّوِ تشمپبسخ سیس

ّبی ًبضی اص ًیشٍّبی ٍلی سضذ هٌحٌی ،ضَدًیشٍیی صیبد هی

کِ ثشای گشیض اص هشکض ٍ کَسیَلیس ثیطتش است، تب جبیی

ّبی گشیض اص هشکض ٍ کَسیَلیس ثش پبسخ ّبی صیبد، تشمسشػت

سیستن ثیطتش اص ایٌشسی تأثیشگزاس ّستٌذ. ّوچٌیي دیذُ 

ضَد کِ ثب افضایص سشػت، ّوضهبى ثب افضایص داهٌِ هی

ًَسبًبت، ًقبط اکستشهن دس ایي هثبل ثِ سوت ساست ٍ 

 ضًَذ.قسوت اًتْبیی ٍ ثیشًٍی سیستن جبثجب هی

 

هقبیسِ ًتبیج حبصل اس تئَری تیز تیوَشٌکَ ثب  -0-4

 تئَری تیز اٍیلز ثزًَلی

تئَسی ، ًتبیج ػذدی حبغل اص دٍ 13ٍ  12، 11ّبی دس ضکل

تیش تیوَضٌکَ ٍ اٍیلش ثشًَلی ثشای ػجَس دٍ ًَع ثبس هتحشک ٍ 

دست ثِ اصای افضایص عَل تیشّب هقبیسِ ضذُ است. ثشای ثِ

اص ایٌشسی  ،آٍسدى ًتبیج ثب تئَسی تیش اٍیلش ثشًَلی کبفی است

-دٍساًی ٍ تغییش ضکل ثشضی دس تئَسی تیش تیوَضٌکَ غشف

,) ضَدًظش  0G I .) هغبثق اًتظبس هطبّذُ هی-

اختلاف ًتبیج حبغل اص دٍ  ضَد کِ ثب افضایص عَل تیش،

ّبی صیبد تیش، کِ ثشای عَلیبثذ تب جبییتئَسی کبّص هی

ًوَداسّبی حبغل اص دٍ تئَسی تیش تیوَضٌکَ ٍ اٍیلش ثشًَلی 

 ضًَذ.تقشیجب ثش ّن هٌغجق هی
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ثؼذ ضذُ ثبس ػجَسی اص سٍی تیشّبهَقؼیت ثی ( )t  

 حبلت عجَر جزم ٍ ًیزٍ، ثِ اسای افشایش جزم دٍ ثیي P(t) ًیزٍیی ّبیتزم سبیزًیزٍی گزاًشی ٍ تزم اختلاف پبسخ ثیي  -3شکل

62.5ٍ ثزرسی ًتبیج رٍی ّوبى تیز، سختی (r=2) اس رٍی تیز دٍم V=0.5Vcrعجَر ثبر ثب سزعت ثبثت  10 N
mk   

 قزهش() + هزکشگزیش (، گزاًشیآثی) کَریَلیس + (، گزاًشی)سجش + ایٌزسی (، گزاًشی0=∆)خط  گزاًشی
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ثؼذ ضذُ ثبس ػجَسی اص سٍی تیشّبهَقؼیت ثی ( )t  

حبلت عجَر جزم ٍ ًیزٍ، ثِ اسای افشایش  دٍ ثیي P(t) ًیزٍیی ّبیتزم سبیزًیزٍی گزاًشی ٍ تزم اختلاف پبسخ ثیي  -57شکل

62.5ٍ ثزرسی ًتبیج رٍی ّوبى تیز، سختی  (r=2) عجَر ثبر ثب شتبة صفز اس رٍی تیز دٍم سزعت 10 N
mk   

 قزهش() + هزکشگزیش (، گزاًشیآثی) کَریَلیس + (، گزاًشیسجش) + ایٌزسی (، گزاًشی0=∆)خط  گزاًشی

 

 

 

M=0.1mb M=mb M=1.4mb 

V=0.25Vcr V=0.5Vcr 
V=Vcr 
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تیشیک ثؼذ ضذُ ثبس ػجَسی اص سٍی هَقؼیت ثی ( )t   

 ،V=0.5Vcrثعذ شذُ ثبر هتحزک ثب سزعت ثز حست هَقعیت ثی دٍم ثعذ شذُ ًقطِ ٍسط تیزهقبیسِ ًوَدارّبی جبثجبیی عزضی ثی - 55شکل

62.5،(r=2)عجَر ثبر اس رٍی تیز دٍم  10 , 10N
mk M A  ، آثی(ٌکتیوَش ، تیزثزًَلی )قزهش( تیز اٍیلز - ثِ اسای افشایش طَل تیز( َ 
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ثؼذ ضذُ ثبس ػجَسی اص سٍی یک تیشهَقؼیت ثی ( )t   

، V=0.5Vcrثعذ شذُ ثبر هتحزک ثب سزعت ثعذ شذُ ًقطِ ٍسط تیز دٍم ثز حست هَقعیت ثیهقبیسِ ًوَدارّبی ًیزٍی ثزشی ثی - 52شکل

62.5،(r=2)عجَر ثبر اس رٍی تیز دٍم  10 , 10N
mk M A   ، تیز اٍیلز ثزًَلی )قزهش(، تیز تیوَشٌکَ )آثی( -ثِ اسای افشایش طَل تیز 

 
 

    L=50 (m) L=20 (m) L=10 (m) 
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ثؼذ ضذُ ثبس ػجَسی اص سٍی یک تیشهَقؼیت ثی ( )t   

، V=0.5Vcrثعذ شذُ ثبر هتحزک ثب سزعت ثعذ شذُ ًقطِ ٍسط تیز دٍم ثز حست هَقعیت ثیهقبیسِ ًوَدارّبی هوبى خوشی ثی - 59شکل

62.5،(r=2)عجَر ثبر اس رٍی تیز دٍم  10 , 10N
mk M A   تیز اٍیلز ثزًَلی )قزهش(، تیز تیوَشٌکَ )آثی( -، ثِ اسای افشایش طَل تیز 
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 گیزی ًتیجِ -6

ای اص تیشّبی تیوَضٌکَی هَاصی دس هجوَػِ ،دس ایي هقبلِ

پزیش ثِ یکذیگش ًظش گشفتِ ضذ کِ تَسظ اتػبلاتی اًؼغبف

 ًذ.کشدػجَس جشم هتحشک استؼبش هی ٍ تحت ثَدًذهتػل 

پبسخ سیستن دس حبلت ػجَس جشم ثِ اصای هقبدیش هختلف 

ٍ سشػت ثبس هتحشک  پزیش هیبًیاًؼغبف اتػبلاتسختی 

سیستن  دس هطبّذُ ضذ کِ هبکضیون جبثجبیی ،تحلیل ضذ

جبثجبیی ثب  ی کوتش اص یک تیش ثِ تٌْبیی است، ٍ ایيچٌذ تیش

یبثذ  تش ثِ صهیي کبّص هی ػجَس ثبس هتحشک اص سٍی تیش ًضدیک

تَاًذ ثِ هقذاس سختی اتػبلات ثستگی داضتِ  کِ الجتِ هی

سیستن سا افضایص دادُ هبکضیون جبثجبیی  ،افضایص جشم ثبضذ.

ضَد ًقبط هبکضیون جبثجبیی ثِ سوت ساست ٍ ثبػث هی ٍ

 اًتْبیی سیستن جبثجب ضًَذ.

ّوچٌیي پبسخ سیستن ثِ هٌظَس اػتجبسسٌجی ًتبیج، دس 

دٍ حبلت ػجَس ًیشٍ ٍ جشم، ثِ اصای هقبدیش هختلف جشم، 

ّبی ایٌشسی، قبیسِ ٍ تأثیش تشمسشػت ٍ ضتبة ثبس ثب یکذیگش ه

غَست هجضا هَسد کَسیَلیس، گشیض اص هشکض ٍ ضتبة جشم ثِ

افضایص جشم، سشػت هطبّذُ ضذ کِ ثب  ثشسسی قشاس دادُ ضذ.

اختلاف  ٍ ضتبة، هبکضیون جبثجبیی ًقبط هیبًی سیستن ٍ

ایٌکِ  یبثذ، ٍافضایص هی پبسخ ثیي حبلت ػجَس جشم ٍ ًیشٍ

هبکضیون جبثجبیی دس حبلت ػجَس جشم ثیطتش اص ػجَس ًیشٍ 

ّبی کن، ّوچٌیي هطبّذُ ضذ کِ ثشای اجشام ٍ سشػت .است

ّبی ًیشٍیی تأثیش ثیطتشی ثش تشم ایٌشسی ًسجت ثِ سبیش تشم

 ثبس گزاسد، ٍلی ثب افضایص جشم ٍ سشػتپبسخ سیستن هی

کِ ثشای یییبثذ تب جبّبی دیگش ًیض افضایص هیاثش تشم هتحشک،

گشیض اص هشکض ٍ کَسیَلیس ّبی تشمّبی صیبد، اجشام ٍ سشػت

 تَاًٌذ ثیطتشیي تأثیش سا ثش پبسخ سیستن داضتِ ثبضٌذ.هی

پبسخ سیستن ثشای دٍ تئَسی هختلف تیش ّوچٌیي 

تیوَضٌکَ ٍ تیش اٍیلش ثشًَلی ثب یکذیگش هقبیسِ گشدیذ ٍ 

خ ثیطتشی هطبّذُ ضذ کِ ثشای تیشّبی کَتبُ اختلاف پبس

 ثیي ایي دٍ تئَسی ٍجَد داسد.
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