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 چکیدُ
زض  ّبی ثطقی حبصل اظ پیچف تٌفی قجىِ حسالل هطثؼبت گؿؿتِ ّوپَـ ثطای حل هؼبزلات ؾٌت ًٍبًت ٍ هحبؾجِ ضٍـ ثسٍى

ؾبظی هؼبزلات حبون اضائِ قسُ اؾت  ، قىلی وبهلا هبتطیؿی زض گؿؿتِزض ایي همبلِثٌسی قسُ اؾت.  همبعؼی ثب هطظّبی پیچیسُ، فطهَل

تؼساز هحسٍزی ًمبط ّوؿبیگی  ظا ،سُثِ وبض گطفتِ قیٌس آاظ لحبػ هحبؾجبتی ذَاّس وطز. زض فطٌس ضا ؾبزُ اظ ًظط وسًَیؿی ٍ وبضا آیوِ فط

قطایظ ضا ثطای ججط هبتطیؿی تٌه ٍ اؾتفبزُ اظ  ،ّب قسُتٌه قسى هبتطیؽ ؾجتثطای تَلیس تَاثغ قىل پبیِ قؼبػی اؾتفبزُ قسُ اؾت وِ 

زض اثتسا  ،ّبی ًبقی اظ پیچف ؾٌجی ضٍـ اضائِ قسُ زض تحلیل تٌفثِ هٌظَض صحت  ؾبظز.ّبی آهسُ زض ایي هَضز فطاّن هیظیط ثطًبهِ

همغؼی جساض ًبظن ثب اؾتفبزُ  ،ٍمزی زض هؿئلِطای آى حل تحلیلی هَجَز اؾت. وِ ث لطاض گطفتِ اؾت ی، هَضز ثطضؾهمغؼی ثیضی قىل

-زض هؿئلَِضی پیچف همبعغ جساض ًبظن همبیؿِ قسُ اؾت. زؾت آهسُ اظ تئی ثًٍِبًت حل ٍ ًتبیج ثب جَاة ثؿتِ-اظ تئَضی پیچف ؾٌت

ی ثب هطظّبی پیچیسُ تط ّبی حبصل اظ پیچف زض همبعؼ ی تٌفزض ًْبیت هؿئلِپیچف همغؼی ثیضَی تَذبلی حل قسُ اؾت.  ،ی ؾَم

   هَضز ثطضؾی لطاض گطفتِ اؾت.

 .ثٌسی هبتطیؿی فطهَل ؛ی پیچیسٌُّسؾِ ؛گؿؿتِ ؾبظی ؛ّبی ثطقی ًبقی اظ پیچفتٌف :کلوبت کلیدی
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Abstract 
The collocated discrete least squares (CDLS) meshfree method is used for the numerical simulation of the 

Sain-Venant torsion problem, obtaining the shear stresses in the sections with irregular and complex 

boundaries. In this work, a matrix formulation is applied in discretizing the governing equations, which make 

the procedure easy to code and efficient in calculations. In the applied method, a limited number of neighbor 

nodes are considered in producing the radial basis shape functions, which make the matrices sparse, and 

prepare a suitable condition for the sparse matrice algebra, applying the available sub-routine in this case. In 

order to validate the proposed method in analyzing the stresses due to torsion, firstly, an elliptic section is 

considered; in this case, there is an analytical solution. In the second problem, a thin-walled section is 

considered and solved by the theory of Saint-Venant in torsion, and the results obtained are compared with 

the closed solution obtained by the theory of torsion of thin-walled sections. In the third problem, the torsion 

in a hollow elliptical section is solved. Finally, the torsion stresses in sections with more complex geometry 

are considered. 
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 هقدهِ -4
ثٌسی ؾٌت ًٍبى  فطهَلحل  هتؼسزی زض ظهیٌِ ّبی پػٍّف

ّبی حبصل اظ پیچف صَضت گطفتِ وِ  هحبؾجِ تٌف ثطای

 ،ّبی تحلیلی ٍ ثطذی زیگط ضٍـ ،ثطذی اظ ایي هغبلؼبت

زض حیغِ  اًس. لطاض زازُػسزی ضا هجٌبی وبض ذَز ّبی  ضٍـ

ّبی تحلیلی حل هؼبزلات ؾٌت ًٍبًت ثطای پیچف هی  ضٍـ

ّبی  ًجب وِ زض ضٍـآ اظ اقبضُ وطز. [1-7] تَاى ثِ هطاجغ

ظ فطضیبت ًؿجتب ظیبزی ؾبظی هؿبلِ ا تحلیلی ثِ زلیل ؾبزُ

ّبی هحسٍزیتثب ّب  قَز ٍ اظ عطفی ایي ضٍـ اؾتفبزُ هی

ّبی  ضٍـاؾتفبزُ اظ ، اٌّسّوطهٌْسؾی هؿبئل زض  فطاٍاًی

ض اجتٌبة ًبپصیط اؾت. ز ،ثطای حل هؿبئل هٌْسؾیػسزی 

زاضای هَاضز وبضثطز  ،ضٍـ اجعا هحسٍز، ّبی ػسزی هیبى ضٍـ

زض  پیكیٌِ وبضثطز ًؿجتب عَلاًی ،. ایي ضٍـاؾتثیكتطی 

اظ ضٍـ اجعا هحسٍز زض  1زاضز. ّطهبى حل هؿئلِ پیچف

 زوطّبی ًبهٌظن اؾتفبزُ  تحلیل پیچف الاؾتیه زض قىل

ضٍـ اجعا هحسٍز ضا زض هحبؾجِ  ،ٍ ّطهبى 2بؾَىه .[8]

ٍ  3َضً .[9]ثطزًس ف الاؾتیه تیطّبی هٌكَضی ثِ وبضپیچ

ّبی ّن پبضاهتط تطویجی ضا زض هحبؾجِ پیچف  الوبى ،ّوىبضاى

ٍ  4بئَی .[10] هؼطفی وطزًسؾٌت ًٍبى ثب ضٍـ اجعا هحسٍز 

زض هحبؾجِ پیچف  ضا ضٍـ الوبًی اصلاح قسُ ،ّوىبضاى

 ،ٍ ّوىبضاى 5ٍتوبىطگ .[11] زًسوطای اضائِ  ّبی اؾتَاًِ هیلِ

ًبقی اظ  ّبی ثطقی هحبؾجِ تٌفضا ثطای ضٍـ اجعا هحسٍز 

ضٍـ  .[12] وطزًسزض تیطّبی هٌكَضی اؾتفبزُ  پیچف

ثطای هحبؾجبت پیچف ثِ وبض ضفتِ اؾت.  هحسٍز ًیع تتفبضلا

-تٌف اظ ضٍـ تفبضل هحسٍز، جْت هحبؾجِ 6ظیٌىَیچالی ٍ 

زًس ٍ ثِ وطّبی هطوت اؾتفبزُ  هیلِزض پیچف  ّبی حبصلِ اظ

اظ  .[13] آیٌس هیگبهبى وبضثطز ایي ضٍـ ثِ قوبض ًَػی اظ پیك

ثطای حل هؼبزلات پیچف اؾتفبزُ قسُ  ضٍـ الوبى هطظی ًیع

ّبی پیچف هیلِ هیعاى ،7ؾبپًَتعاوؽبتؿیىبٍلیع ٍ اؾت. و

   هَضز ثطضؾی لطاض زازًس ،ضا ثِ ضٍـ الوبى هطظی وبهپَظیت
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ضٍـ الوبى هطظی ضا ثطای هحبؾجِ ، 8چبٍ ٍ هَّط .[14]

، 9زٍهیط ٍ وَهبض .[15] ّبی هطوت ثِ وبض ثطزًس پیچف قبفت

ّبی ضٍـ الوبى هطظی ضا هجٌبی هحبؾجِ پیچف هیلِ

هیعاى  ،10فطیسهي ٍ وؿوبتىب .[16] گطز لطاض زازًس ًبّوؿبى

ایي ثب  ضا هٌكَضیّوؿبًگطز  تیط پیچف ٍ اًؼغبف پصیطی یه

زض  ،11بؾپبضی ٍ آضیؿتَزّبگ .[17] زًسوط هحبؾجِضٍـ 

اظ ضٍـ  ،ّبی زاضای هحَض اصلی ػوَزی هحبؾجِ پیچف هیلِ

ثطذی اظ هحممبى اظ  .[18]  زًسوط الوبى هطظی اؾتفبزُ

زض قىل ؾٌت  ّبی ثسٍى قجىِ ثطای حل هؿئلِ پیچف ضٍـ

 اًس. ًٍبًت اؾتفبزُ وطزُ

ّبی حبصلِ اظ ی تٌفثطای هحبؾجِ ،ٍ ّوىبضاى 12لیبلت

ی ًمبط قؼبػی ّوپَـ پیچف اظ ضٍـ ثسٍى قجىِ

(RPCM اؾتفبزُ وطزًس )[19] آًْب زض تحمیك ذَز ثطای .

ّبی صفحِ ثبضیه ضا ثِ وبض فطآیٌس ترویي تبثغ، اؾپیلایي

ثِ ثطضؾی ػسزی هؿئلِ  ،13وَلَزغچگطفتٌس. گَضظلاًؿىی ٍ 

پیچف همبعغ هٌكَضی الاؾتیه ثب اؾتفبزُ اظ ضٍـ ثسٍى 

ضٍقی  ،ٍ ّوىبضاى 14. یبًگ[20]قجىِ فبًساهٌتبل پطزاذتٌس 

زض صحت ؾٌجی هسل  ،هطظی ضا اضائِ وطزُ ًَیي ثسٍى قجىِ

وِ هؼبزلات حبون آًْب ثِ هؿئلِ  ضا حل وطزًس ذَز هؿبئلی

. وَلَزغچ ٍ [21] ت زاقتًٍبًت قجبّ-پیچف ؾٌت

ّبی الاؾتیه  زض هیلِ ًٍبًت ضا-هؿئلِ پیچف ؾٌت ،15فطؾىب

ثب ؾغح همغغ چٌسضلؼی هٌظن ضا ثب اؾتفبزُ اظ ضٍـ ثسٍى 

 .  [22]قجىِ ًمبط ّوپَـ هطظی حل وطزًس 

اظ ضٍـ ػسزی ثسٍى قجىِ حسالل  ،زض پػٍّف حبضط

ّبی  ؿؿتِ ّوپَـ جْت هحبؾجِ هیعاى تٌفهطثؼبت گ

ًبقی اظ پیچف زض همبعغ هٌكَضی ّوگي ّوؿبًگطز ثطقی 

ثسٍى قجىِ حسالل هطثؼبت گؿؿتِ  ضٍـ زُ قسُ اؾت.باؾتف

 ،گیطی ثسٍى ًیبظ ثِ اًتگطال ،، وبهلاً ثسٍى قجىِ ثَزُّوپَـ

وٌس وِ قطایظ ضا ثطای ّبیی هثجت هؼیي تَلیس هی هبتطیؽ
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ؾبظز. زض ایي ضٍـ، گؿؿتِ ؾبظی حل هَثط تىطاضی فطاّن هی

َظُ هىبًی تٌْب ثب اؾتفبزُ اظ یه ؾطی ًمبط پطاوٌسُ صَضت ح

ّبی گؿؿتِ ؾبظی وبّف ّعیٌِ ،ؾجتگیطز وِ ّویي اهطهی

ٍ  [23] زض هطاجغ قَز.زض هؿبئلی ثب هطظّبی پیچیسُ هی

ّبی ثسٍى قجىِ ٍ ؾیط تىبهلی آًْب  هطٍض وبهلی ثط ضٍـ [24]

طاُ اظ ًمبط ّوپَـ ثِ ّو ،قسُ اؾت. افكبض ٍ لكىطثلَن

ثؼبت ضٍـ حسالل هط ،فطآیٌس حسالل هطثؼبت اؾتفبزُ وطزُ

ثسیي تطتیت ثب اؾتفبزُ  .[25] زازًسگؿؿتِ ّوپَـ ضا اضائِ 

حل هؿئلِ ثب زلت ثبلاتطی صَضت  ،اظ ًمبط ّوپَـ

ی هحبؾجبتی چٌساى افعایف یبثس. ثسٍى آًىِ ّعیٌِ ،گطفت هی

ّوچٌیي ضٍقی ضا ثطای جبثجبیی تغجیمی  ،افكبض ٍ لكىطثلَن

ایي ضٍـ  ثؼسّب ًمبط زض حل هؿبئل یه ثؼسی اضائِ زازًس وِ

تَؾظ فیطٍظجبیی ٍ افكبض ثطای حل هؿبئل زٍ ثؼسی تؼوین 

اظ ضٍـ حسالل هطثؼبت  ،. افكبض ٍ ّوىبضاى[27,26] زازُ قس

ی ًیع اگؿؿتِ ّوپَـ زض حل هؿبئل الاؾتیه صفحِ

ّوچٌیي یه فطآیٌس غٌی ؾبظی  ًْب. آ[28] ساؾتفبزُ وطزً

ّبی ٍضًٍئی اضائِ  ای ًمبط ضا ثب اؾتفبزُ اظ زیبگطامچٌس هطحلِ

ّبی ثسٍى قجىِ ٍ ّویٌغَض  زازًس. تحمیمبت زض ظهیٌِ ضٍـ

ّوچٌبى ازاهِ زاضز  ،زض ضٍـ حسالل هطثؼبت گؿؿتِ ّوپَـ

ٍ وبضثطزّبی هتؼسزی اظ آى ثطای آیٌسُ هتصَض اؾت. ثطای 

گؿؿتِ ؾبظی هؼبزلات حبون اظ فطهَل ثٌسی پیكٌْبز قسُ 

 ِ هٌظَض صحت ؾٌجیث ،ثْطُ گطفتِ قسُ [29] زض هطجغ

صَضت ػسزی ِ ث حل تحلیلی، ی زاضایهؿئلِزٍ  ًیع ضٍـ

ًٍبًت زض  ی پیچف ؾٌتهؼبزلِ ،زض ازاهِ .اًسحل قسُ

پیكٌْبزی حل ٍ ًتبیج  همغؼی جساض ًبظن ثب اؾتفبزُ اظ ضٍـ

زؾت آهسُ اظ تئَضی همبعغ جساض ًبظن ثب جَاة تحلیلی ثِ

قطایظ زاضای  ایحلیل هؿئلِت ،اؾت. زض اًتْبهمبیؿِ قسُ

ض ًكبى زازى لبثلیت ضٍـ ثِ هٌظَ ،تطهطظی ثِ ًؿجت پیچیسُ

 پطزاذتِ قسُ اؾت.ّبی هىبًی ؾبظی حَظُ زض گؿؿتِ

 

 هعبدلات حبکن -2

وِ گكتبٍضی  یطیسضا زض ًظط ثگ یه ػضَ هٌكَضی ّوگي

 zقَز. هحَض عَلی ػضَ ضا پیچكی زض اًتْبی آى ٍاضز هی

 ، عجك فطض ؾٌت ًٍبًت ّوِ هَلفًِبهین. زض ایي حبلتهی

xzτٍجع ّبی تٌف ثِ
yzτ .زض ّط همغغ زضػضَ صفط ّؿتٌس

 قَز ثِ: هؼبزلِ تؼبزل ؾبزُ هی ،ثسیي تطتیت
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تبثغ تٌف   قَز:تؼطیف هی( 2ضاثغِ )پطاًتل ثِ قىل 
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θ ظاٍیِ پیچف ثط ٍاحس عَل اؾت. ثب هٌظَض وطزى ضٍاثظ

ٍضزُ قسُ اؾت ٍ آ [30] ؾبذتبضی الاؾتیؿیتِ وِ زض هطجغ

( 3ضاثغِ ) (، هؼبزلِ حبون ثِ قىل2ثب اؾتفبزُ اظ ضاثغِ )

 آیس. ثسؾت هی
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همغغ اؾت. ثب فطض ّوگي  هسٍل ثطقی ،زض ضاثغِ فَق

 قَز:( ثِ قىل ظیط ثبظًَیؿی هی3ثَزى همغغ، ضاثغِ )
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بٌدی رٍش بدٍى ضبکِ حداقل هزبعبت  فزهَل -9

 گسستِ ّوپَش
 گبم اٍل زض حل یه هؿئلِ ثب هحیغی پیَؾتِ ثب اؾتفبزُ اظ

 ،ضٍـ ثسٍى قجىِ . زضاؾتضٍـ ػسزی، گؿؿتِ ؾبظی  ّط

ی هؿئلِ ٍ حسالل هطثؼبت گؿؿتِ ّوپَـ زض اثتسا حَظُ

قًَس. ًمبط ؾبظی هیهطظّبی آى تَؾظ ًمبط گطّی گؿؿتِ

ی هؿئلِ ٍ زض ّوپَـ ًیع ثِ صَضت وبهلا زلرَاُ زض حَظُ

ی فطضی ثِ ّوطاُ یه حَظُ ،1گیطًس. زض قىل هطظّب لطاض هی

ًمبط گطّی ٍ ّوپَـ آٍضزُ قسُ اؾت. ثبیس تَجِ  چیسهبى

حتوب یه ًمغِ ّوپَـ ًیع  ،زاقت وِ زض ّط ًمغِ گطّی

ثبیس لطاض گیطز. ًمبط ّوپَـ تٌْب ثطای هحبؾجِ همبزیط 

ٌِ گیطز ٍ ّعی هَضز اؾتفبزُ لطاض هی ،هجَْلات هؿئلِ

 زّس . هحبؾجبتی ضا چٌساى افعایف ًوی

ثٌسی ایي ضٍـ  ٍ فطهَلثب تَجِ ثِ ایٌىِ هجبًی ضیبضی 

عَض هفصل زض ِ ثسٍى قجىِ ثطای حل هؼبزلات زیفطاًؿیل ث

تٌْب  ،زازُ قسُ اؾت، زض ایي تحمیك طحق [34-31] جغاهط

ضٍـ ثطای حل هؿئلِ ثٌسی ایي  ل قىل هبتطیؿی فطهَ

قَز . ثطای اؾتفبزُ اظ الگَی هبتطیؿی اضائِ  پیچف اضائِ هی

سا همبزیط تَاثغ قىل ضا زض ، ثبیؿتی زض اثت[29]قسُ زض هطجغ 

 تبثغ قىل ِ ٍ زض هبتطیؿی ثِ ًبمؾجتوبهی ًمبط ّوپَـ هحب

(N ).شذیطُ وطز 
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هسئلِ تَسط ًقبط  یسبسی حَسُی گسستًِحَُ -4ضکل 

گزّی ٍ ًقبط ّوپَش در رٍش حداقل هزبعبت گسسستِ 

 ّوپَش
 

ثبیؿتی همبزیط هكتمبت اٍل ٍ زٍم ضا ًؿجت  ،ثِ ّویي تطتیت

ّبی ) زض هبتطیؽ ،هحبؾجِ x  ٍyثِ 
x





N، 
y





N،
2

2x





N  ٍ
2

2y





N )

ًمغِ ّوپَـ  cای ًٍمغِ گطُ nزض صَضتی وِ اظلطاض زاز. 

تبثغ  هبتطیؽاثؼبز ثطای گؿؿتِ ؾبظی هؿئلِ اؾتفبزُ قَز، 

 ذَاّس ثَز.n×cقىل

ّبی هتؼسزی ثطای هحبؾجِ تَاثغ قىل زض یه  ٍـض

ضٍـ ثسٍى قجىِ ٍجَز زاضز وِ زض ایٌجب اظ ضٍـ زضًٍیبثی 

ضفتِ، اؾتفبزُ قسُ اؾت . ثب ثىبض  [35]قؼبػی ًمبط زض هطجغ 

گیطی اظ هكتمبت آًْب ٍ ثب ثْطُ هحبؾجِ هبتطیؽ تَاثغ قىل ٍ

ت ٍ ثطزاض ی، هبتطیؽ ضطا[33]جغ الگَی هؼطفی قسُ زض هط

تَاى ثب ّط گطُ ضا هی زض زؾت ضاؾت ثطای هحبؾجِ همساض

وِ زض  ثسؾت آٍضز اؾتفبزُ اظ ػولیبت ججطی هبتطیؿی ؾبزُ

 :شیل آٍضزُ قسُ اؾت

(5) 
2 2

2 2x y

 
 
 

b

N N
L 

(6) 0F            ٍT b bK L L 

اػوبل  ، ثبیؿتی قطایظ هطظیKٍFی همساضپؽ اظ هحبؾجِ

حسالل هطثؼبت گؿؿتِ  قًَس. ػوَهب زض ضٍـ ثسٍى قجىِ

اظ ضٍـ پٌبلتی ثطای اػوبل قطایظ هطظی اؾتفبزُ  ،ّوپَـ

 K ٍF ّبی. ثب اػوبل قطایظ هطظی، هبتطیؽ[29]قَز هی

قًَس. ثطزاض تبثغ ًكبى زازُ هی K  ٍFاصلاح قسُ وِ ثب 

وِ زض ّط ًمغِ گطّی  وِ زض آى همبزیط تبثغ تٌف تٌف

 آیس:زؾت هیثِ (7ضاثغِ )شذیطُ قسُ اؾت، ثِ صَضت 

(7) 1    K F 

( 8) همبزیط تبثغ تٌف زض ًمبط ّوپَـ ثب اؾتفبزُ اظ ضاثغِ

 آیس. ثسؾت هی

(8)    N 

همبزیط تٌف  ،(2تَاى ثب اؾتفبزُ اظ ضاثغِ ) هی ثب هحبؾجِ 

 یبفت. (10-9) ٍاثظضصَضت   ِضا ث

(9) 
xy y
  


  



N 

(10) 
yz x

  


  


N
 

iزض ضٍاثظ فَق  j ِثطزاض تٌف اؾت وِ زض آى همساض ی هَلف

 تٌف زض ّط ًمغِ ّوپَـ شذیطُ قسُ اؾت. 

 

 ّبی عددیهثبل -1
زض اثتسا یه هؿئلِ ًوًَِ وِ ثطای آى حلی  ،زض ایي ثرف

اضائِ ٍ  ،صحت ؾٌجی ضٍـثِ هٌظَض  ،تحلیلی هَجَز اؾت

اثتسا  ،. زض توبهی هؿبئل حل قسُ زض ایي همبلِحل قسُ اؾت

 لجلثب اؾتفبزُ اظ ضٍـ قطح زازُ قسُ زض ثرف  تبثغ

ّبی  همبزیط تٌف ،(2ضاثغِ )ثسؾت آهسُ، ؾپؽ ثب اؾتفبزُ اظ 

xz  ٍ
yz ُاًس. هحبؾجِ قس 

ثسؾت  (11) زض ّط ًمغِ ثب اؾتفبزُ اظ ضاثغِول همساض تٌف 

 .آهسُ اؾت

(11) 
22

2 2

xz yz
x y

 
   

    
              

 

ثِ هٌظَض ًكبى زازى وبضایی ضٍـ زض پطزاذتي ثِ هؿبئلی ثب 

عطح ٍ  تطی ًؿجتب پیچیسُهؿئلِ چٌس ،پیچیسُقطایظ هطظی 

 .حل قسُ اؾت
 

 هسئلِ اٍل 

هَضز  ،هٌكَضی ثب همغغ ثیضی قىل زض ایي هؿئلِ، ػضَی

 ٍ قطایظ هطظی هؿئلِ زض ٌسؾِثطضؾی لطاض گطفتِ اؾت. ّ

ثِ هٌظَض گؿؿتِ ؾبظی  ًكبى زازُ قسُ اؾت. 2قىل 

 ای وِ ثِ صَضت پطاوٌسًُمغِ گطُ 18000 ی هىبًی، اظحَظُ

 آهسُ، اؾتفبزُ قسُ اؾت. 3زض قىل 

ثطای هؿئلِ پیچف زض یه همغغ ثیضَی حل تحلیلی 

ثب  ی ، همبزیط هحبؾجِ قس4ُزض قىل . [30] اؾتهَجَز 

ی ّوپَـ، هطثؼبت گؿؿتِ اؾتفبزُ اظ ضٍـ ػسزی حسالل

0yثطای همغغ    آٍضزُ قسُ اؾت. ثِ هٌظَض صحت

ؾٌجی ًتبیج، همبزیط تحلیلی ًیع زض ایي قىل ًكبى زازُ 

تَاى ثِ صحت ضٍـ  اًس. ثب همبیؿِ ًتبیج ایي زٍ ضٍـ، هی قسُ

 وس ًَقتِ قسُ پی ثطز. اضائِ ٍ
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  4ٌّدسِ ٍ ضزایط هزسی هسبلِ  -2ضکل  

             (1; 0.5a b ) 

 

  

 بزای هسئلِ اٍل ایپزاکٌص ًقبط گزُ -9ضکل 
       

 
0yدر هقطع  هقبدیز -1ضکل   بزای

 (عددی ٍ ًتبیج تحلیلیهقبیسِ حل ) هسئلِ اٍل
 

 هسئلِ دٍم 

زض حل هؿئلِ اضائِ قسُ  ضٍـ ػسزیثِ هٌظَض ثطضؾی زلت 

 قسُ اؾت آٍضزُ قسُ حل همبعغ جساض ًبظن، هؿئلِ پیچف

زیسُ [36] ) هطجغ وِ ثطای آى یه جَاة ثؿتِ هَجَز اؾت

هَضز  ،حل تحلیلی ثب فطض جساض ًبظن ثَزى همغغ .قَز.(

ًكبى  5قىل ٌّسؾِ ایي هؿئلِ زض  . گیطزثطضؾی لطاض هی

زازُ قسُ اؾت. ثطای آًىِ ثتَاى ًتبیج ضا ثب حل اضائِ قسُ زض 

ثؼس ( ثی12ضاثغِ )وطز، هتغیطّب ثِ قىل  همبیؿِ [36]هطجغ 

 اًس: قسُ

(12) 

*

f

r
r

t
 * w

w

f

t
t

t
 *

f

y
y

t
 

*

f

x
x

t
 

*

2

fG t





 

*

fG t





 

ضربهت  ،ثِ تطتیت ضربهت t،ft،wt ٍr،زض ضٍاثظ فَق

یي هؿئلِ زض ؾِ ا  ضربهت جبى ٍ قؼبع اًحٌب ّؿتٌس. ،ثبل

، 2002، 806ؾبظی ثب تؼساز ًمبط  حبلت هرتلف گؿؿتِ

 حل قسُ اؾت. ثطای همبیؿِ ًتبیج همساض تٌف 8757ٍ 3999

xz، yz ٍn  ِزض ؾِ ًمغA، B، C  ؾِ ًَع ثطای ّط

اظ حل  ]36[زض هطجغ آًچِ ثب ٍ ًتبیج  گؿؿتِ ؾبظی هحبؾجِ

  همبیؿِ قسُ اؾت.زؾت آهسُ تحلیلی ثِ

ثب افعایف  ،قَزهكبّسُ هی 9قىل عَض وِ زض  ّوبى

ّبی تحلیلی هیل پبؾدثِ ؾوت  ّبجَاة ،ایتؼساز ًمبط گطُ

 س.ٌوٌ هی
 

 
 در هقطع جدار ًبسک ببس *ٌّدسِ ٍ هقبدیز -5ضکل  

  

  

 در قسوت اًتْبیی هقطع *ٌّدسِ ٍ هقبدیز -6ضکل 
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 در قسوت سِ راُ هقطع *ٌّدسِ ٍ هقبدیز -7ضکل  

  

  

 ٌّدسِ ٍ هقبدیز -8ضکل  
*  هقطع چْبر راُدر قسوت 

  

 
درصد اختلاف حل عددی ٍ تحلیلی در ًقبط در ًظز  -9ضکل 

 دٍمی ی هسئلِگزفتِ ضدُ
 

 هسئلِ سَم:
همغغ ثیضی تَذبلی هسل قسُ اؾت. ثطای  یه ،زض ایي هؿئلِ

 . ثب زاًؿتي همبزیط]30[ایي هؿئلِ حل تحلیلی هَجَز اؾت 

  10 ٍ 9 ٍاثظّب ضا ثب اؾتفبزُ اظ ضتَاى همبزیط تٌفهی 

پطٍفیل  ،ّب ثب حل تحلیلیی جَاةثِ هٌظَض همبیؿِیبفت. 

( 10)ًكبى زازُ قسُ زض قىل  Aزض همغغ   همساض

 اضائِ قسُ اؾت . 11هحبؾجِ ٍ زض قىل 
 

  
 هسئلِ سَمدر  ٌّدسِ ٍ هقبدیز -45ضکل 

 
یسِ جَاة ّبی حل تحلیلی ٍ حل عددی بزای هقب -44ضکل  

*  ِسَمدر هسل 

 

  چْبرمهسئلِ 

ّبی تَاًبیی ضٍـ زض حل هؿبئلی ثب هطظثِ هٌظَض ًكبى زازى 

ّبی ّن  ای ثب ؾِ عطح هرتلف زًساًِ زًسُ تط، چطخ پیچیسُ

ٍ اضتفبع  1/0 اًساظُ ضا زض ًظط ثگیطیس. قؼبع ثیطًٍی چطخ زًسُ

زض ًظط گطفتِ قسُ اؾت. لاظم ثِ  05/0 ّب ّطوسام اظ زًساًِ

ّب ثط ػسز یه  آىّب توبهی  شوط اؾت ثطای ثی ثؼس وطزى اًساظُ

-ثِ( 11ضاثغِ )عجك زض ّط ًمغِ همساض تٌف  اًس. تمؿین قسُ

 .اًس ثؼس قسُ ثی (13ضاثغِ )ِ قىل ث زؾت آهسُ ٍ



 

 

 

 59    لشکربلوک و همکاران      1/ شماره 5/ دوره 4931ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

(13) / a   

زض  ،ؾبظی ّط یه اظ ؾِ حبلت ًكبى زازُ قسُ گؿؿتِ زض

-زض قىل حسٍز ثیؿت ّعاض ًمغِ گطّی اؾتفبزُ قسُ اؾت.

هحبؾجِ قسُ زض ّط گطُ  ولهمبزیط تٌف  14تب  12 ّبی

 اؾت.ًكبى زازُ قسُ 

 

 ًتیجِ گیزی -5

ی ثب حل هؼبزلِّبی ثطقی ًبقی اظ پیچف  تٌف ،زضایي همبلِ

ثب اؾتفبزُ اظ ضٍـ ثسٍى قجىِ حسالل ًٍبًت  -پیچف ؾٌت

زض تَلیس تَاثغ هطثؼبت گؿؿتِ ّوپَـ هحبؾجِ قسُ اؾت. 

ثٌسی  قىل، اظ ضٍـ تَاثغ پبیِ قؼبػی اؾتفبزُ قس. فطهَل

ًٍبًت زض قىل  -ی پیچف ؾٌتضٍـ ثطای حل هؿئلِ

ثِ هٌظَض صحت ؾٌجی  ،زض ایي همبلِهبتطیؿی اضائِ قس. 

لیلی هَجَز ثَزُ ثب اؾتفبزُ ئلی وِ زض آى حلی تحبهؿ ،ضٍـ

ٍ ًتبیج ثب آًچِ زض هطاجغ اظ ضٍـ ػسزی پیكٌْبزی حل 

ّب ثِ  ی ًعزیىی جَاةهمبیؿِ قس. ًتبیج، ًكبى زٌّسُ ،آهسُ

ؾپؽ ثب حل اًس. وِ زض هطاجغ گعاضـ قسُ ّؿتٌس آًچِ

حل لبثلیت ضٍـ زض  تط،ثب قطایظ هطظی پیچیسُ ایهؿئلِ

 كبى زازُ قس.ًّبیی چٌیي حَظُ هؿبئلی زض

 

 عزاجه-6

[1] Rooney FJ, Ferrari M (1999) On the St. Venant 

problems for inhomogeneous circular bars&quot. J 

Apple Mech 66(2): 32-44. 

[2] Horgan C, Chan AM (1999) Torsion of functionally 

graded isotropic linearly elastic bars. J Elasticiy 

52(2): 181-99.  

[3] Benveniste Y, Chen T (2003) The Saint-Venant 

torsion of a circular bar consisting of a composite 

cylinder assemblage with cylindrically orthotropic 

constituents. Int J Solids Struct 40(25): 7093-7107.  

[4] Ecsedi I (2004) Elliptic cross section without 

warping under twist. Mech Res Communt 31(2): 

147-150.  

[5] Ecsedi I (2005) Bounds for the effective shear 

moduls. Eng Trans 53(4): 415-423. 

[6] Rand O, Rovenski V (2005) Analytical methods in 

anisotropic elasticity with symbolic computational 

tools. Birkhauser, Boston.  

[7] Batra RC (2006) Torsion of a functionally graded 

cylinder. AIAA J 44(6): 1363-1365. 

[8] Herrmann LR (1965) Elastic torsional analysis of 

irregular shapes. J Eng  Mech Div ASCE (EM6): 

11-19. 

 
دًداًِ  بزای حبلت اٍل ّز ًقطِ هقبدیز تٌص کل در -42ضکل  

 گذاری

  

   

 

 دٍم ّز ًقطِ بزای حبلت درهقبدیز تٌص کل  -49ضکل  

 دًداًِ گذاری  

 

بزای حبلت سَم ّز ًقطِ  درهقبدیز تٌص کل  -41ضکل 

 دًداًِ گذاری



 

 

 

 51    لشکربلوک و همکاران      1/ شماره 5/ دوره 4931ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

[9] Mason WE, Herrmann LR (1968) Elastic shear 

analysis of general prismatic beams. J Eng Mech 

Div Proc ASCE 94:965-83.  

[10] Noor AK, Andersen C (1975) Mixed isoparametric 

elements for Saint- Venant torsion. Comput 

Methods Appl Mech Eng 6: 195-218.   

[11]  Xiao Q, Karihaloo BL, Williams F (1999) An 

improved hybrid-stress element approach to torsion 

of shafs. Comput Struct 71: 535-63.  

[12]  Grutmann F, Sauer R, Wanger W (1999) Shear 

stresses in prismatic beams with arbitrary cross- 

sections. Int J Number Methods Eng 45: 865-89.  

[13] Ely JF, Zienkiewicz OC (1960) Torsion of 

compound bars - a relaxation solution. Int J Mech 

Sci 1(4): 356-65.  

[14] Katsikadelis JT, Sapountzakis EJ, (1985) Torsion 

of composite bars by boundary element method. J 

Eng Mech ASCE 111(9): 1197-210.  

[15] Chou SI (1990) Mohr JA. Boundary integral 

method for torsion of composite shafts. Int J Struct 

Mech Mat Sci 29: 41-56.  

[16] Dumir PC, Kumar R (1993) Complex variable 

boundary element method for torsion of anisotropic 

bars. Appl Math Model 17: 80-88. 

[17] Friedman Z, Kosmatka JB (2000) Torsion and 

flexure of a prismatic isotropic beam using the 

boundary element method. Comput Struct 74: 479-

494.  

[18] Gaspari D, Aristodemo M (2005) Torsion and 

flexure analysis of orthotropic beams by a boundary 

element model. Eng Anal Boundary Elem 29: 850-

858. 

[19] Liaghat F, Hematiyan MR, Khosravifard A (2014) 

Material tailoring in functionally graded rods under 

torsion. J Mech Eng Sci 228(18): 3283–3295. 

[20] Gorzelanczyka P,  Kolodziej J (2008) Some 

remarks concerning the shape of the source contour 

with application of the method of fundamental 

solutions to elastic torsion of prismatic rods.  Eng 

Anal Bound Elem 32(1): 64–75. 

[21] Young DL, Chen KH, Lee CW (2005) Novel 

meshless method for solving the potential problems 

with arbitrary domain. J Comput Phys 209(1): 290-

321. 

[22] Kołodziej  A, Fraska A (2005) Elastic torsion of 

bars possessing regular polygon in cross-section 

using BCM. Comput Struct 84: 78-91. 

[23] Liu GR (2002) Meshfree methods: moving beyond 

the finite element method. 1st edn. CRC Press: Boca 

Raton, USA.  

 

 

 

[24] Belytschko T, Krongauz Y, Organ D, Fleming M 

(1996) Meshless methods: an overview and recent 

developments. Comput Method Appl M 139: 3-47. 

[25] Afshar MH, Lashckarbolok M (2008) Collocated 

discrete least-squares (CDLS) meshless method: 

Error estimate and adaptive refinement. Int J Numer 

Meth Fl 56(10): 1909-1928.  

[26] Firoozjaee AR, Afshar MH (2010) Adaptive 

simulation of two dimensional hyperbolic problems 

by collocated discrete least squares meshless 

method. Comput Fluids 39(10): 2030-2039.  

[27] Firoozjaee AR, Afshar MH (2012) Error estimate 

and adaptive refinement for incompressible Navier-

Stokes equations using the discrete least squares 

meshless method. Int J Numer Meth Fl 70(1): 56-

70.. 

[28]  Afshar MH, Amani J, Naisipour M (2012) A node 

enrichment adaptive refinement in Discrete Least 

Squares Meshless method for solution of elasticity 

problems. Eng Anal Bound Elem 36(3): 385-393. 

حل هؼبزلات حبون ثط حطوت زٍ ثؼسی  (1392لكىطثلَن م ) ]29[

ؾیبلات غیط ًیَتٌی هؿتمل اظ ظهبى ثب اؾتفبزُ اظ ضٍـ ثسٍى 

زوتطی هٌْسؾی ضؾبلِ  .هطثؼبت گؿؿتِ ّوپَـقجىِ حسالل 

 ػوطاى، زاًكگبُ ػلن ٍ صٌؼت ایطاى.آة، زاًكىسُ هٌْسؾی 

[30] Sadd MH (2009) Elasticity: theory, applications, 

and 54umeric. Academic Press. 

[32] Firoozjaee AR,  Afshar MH (2010) Steady state 

solution of incompressible Navier stokes equation 

using discrete least squares meshless method. Int J 

Numer Meth Fl 67(3): 369-382.  

[33] Shobeyri G,  Afshar MH (2010) Simulating free 

surface problems using discrete least squares 

meshless method. Comput Fluids 39(3): 461-470.  

[34]Shobeyri G, Afshar MH (2010) Efficient simulation 

of free surface flows with discrete least-squares 

meshless method using a priori error estimator. Int J 

Comput Fluid D 24(9): 349-367. 

[35] Lashkarbolok M, Jabbari E (2012) Collocated 

discrete least squares (CDLS) meshless method for 

the stream function – vorticity formulation of 2D 

incompressible Navier- Stokes equations. J Scientia 

Iranica 19(6): 1422-1430. 

[36]  Shahpari SZ, Hematiyan  MR (2013) Closed-form 

solutions for torsion analysis of structural  beams 

considering web-flange junctions fillets. J Theor 

Appl Mech 52(2) 393-407. 


