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 چکیذٌ
ًبپصیطکِ ثِ هؿبئل ّبیپطالاؾتیؿییتِ تیطاکن ًبپیصیط ًییع هؼطٍفٌیس، ثیب       ذغی تطاکنثٌسی ٍ حل هؿبئل الاؾتیک غیطثِ فطهَل ،زض ایي تحمیك

گیطفتي  زض ًظط پؽ اظ تؼطیف اجوبلی ایي زؾتِ اظ هؿبئل ّبیپطالاؾتیؿییتِ ثیب   ،ضٍـ تحلیل ایعٍغئَهتطیک پطزاذتِ قسُ اؾت. ثسیي هٌظَض

ؾبظی هؼبزلات جْت اؾیتفبزُ اظ الگیَضیتن ػیسزی حیل ثیط هجٌیبی تکیطاض        ضٍاثظ حبکن ثط هؿئلِ کِ زاضای هبّیت غیطذغی اؾت، ثِ ذغی

هیبتطیؽ ریطایت زض ضّیبفیت ضٍـ ایعٍغئَهتطییک      ،ؾپؽ هؼبزلات تؼبزل زض حبلت گؿؿتِ ًَقتِ قیسُ ؛ قَزضافؿَى پطزاذتِ هی -ًیَتي

گیطی اظ هفبّین ػٌَاى قسُ، الگَضیتوی ثطای هؿبئل غیطذغی الاؾیتیک تیطاکن ًبپیصیط پیكیٌْبز گكیتِ      ثب ثْطُ ،ز. زض ازاهِقَاؾترطاج هی

ثط ٍاثؿیتگی جیَاة هؿیئلِ     ّبی ثعضگ زض هؿبئل غیطذغی الاؾتیک، زض ثکبضگیطی ضٍـ اجعای هحسٍز، ػلاٍُقکل اؾت. ثب تَجِ ثِ تغییط

هف ثٌسی هجسز ًییع اجتٌیبة    ،ز، زض ثطذی اظ هؿبئلقَایجبز زؾتگبُ هؼبزلات ثب حجن هحبؾجبتی  ثبلا هیؾجت ّب کِ  ثِ اًساظُ قجکِ الوبى

جبز ٌّسؾیِ هیسل زاضز،   ًبپصیط اؾت. زض ضٍـ ایعٍغئَهتطیک ثب تَجِ ثِ اؾتفبزُ اظ تَاثغ پبیِ اؾپیلایي کِ لبثلیت اًؼغبف پصیطی ثبلائی زض ای

حبکی هعیت ضٍـ ایعٍغتَهتطیک ًؿجت ثِ اجیعای هحیسٍز ثیِ     ،قَز. ًتبیج ایي تحمیكًیبظ ثِ فطآیٌس تَلیس هف هجسز تب حس ظیبزی ضفغ هی

 زلیل ایجبز زؾتگبُ هؼبزلات کَچکتط ٍ کبّف حجن هحبؾجبت قسُ اؾت.

 .ضافؿَى -ًیَتي ػسزی الگَضیتن ؛ًبپصیط تطاکن ّبیپطالاؾتیؿیتِ هصبلح ؛ًطثع پبیِ تبثغ ؛ایعٍغئَهتطیک تحلیل :کلمبت کلیذی
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Abstract 
This article is devoted to the derivation of formulation and isogeometric solution of nonlinear incompressible 

elastic problems, known as incompressible hyperelasticity. After problem definition, the governing equations 

are linearized for employing the Newton-Raphson iteration method. Then, the problem is discretized by 

using concepts of isogeometric analysis method and its solution algorithm is devised. To demonstrate the 

performance of the proposed approach, the obtained results are compared with finite elements. Due to large 

deformations in this kind of problems, the finite element method requires a relatively large number of 

elements, as well as the need for remeshings in some problems, that results in a large system of equations 

with a high computational cost. In the isogeometric analysis method, using B-Spline and NURBS (Non-

Uniform Rational B-Spline) basis functions provides us with a good flexibility in modeling of geometry 

without any need for further remeshings. The examples studied in this article indicate that by using the 

isogeometric approach good quality results are obtained with a smaller system of equations and less 

computational cost. Also, influence of Gauss integration points for the incompressible materials are 

investigated. 

Keywords: Isogeometric analysis; NURBS; Incompressible Hyperelasticity; Newton-Raphson.  
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  مقذمٍ -4
ّبی تغییطقکل گطفتي ًظط زض هٌْسؾی هؿبئل اظ ثؿیبضی زض

 جْیت  هیَاز  الاؾیتیک  ضفتیبض  هحیسٍزُ  زض ذغی ٍ ثعضگغیط

 هصیبلح،  لبثلییت  اظ حیساکرطی  اؾتفبزُ ٍ ثْیٌِ ایوي، عطاحی

 زض غیطذغی اییي هصیبلح   ضفتبض ثِ تَجِ ثب. اؾت اّویت حبئع

 ثیبظًگطی  ًیبظهٌس ،کطًف -تٌف ذغی ضاثغِ الاؾتیک، ًبحیِ

 تبثغ ثِ ًؿجت تٌف همبزیط 1هؿبئل ّبیپطالاؾتیؿیتِ زض. اؾت

قَز. ثب تَجِ ثِ هبّیت هی تؼطیف 2قسُ شذیطُ کطًكی اًطغی

 ضٍاثیظ  ؾیبظی ذغی ًیبظهٌس ضاثغِ حبکن ثط هؿئلِ،ذغی غیط

 -ًییَتي  ،ػیسزی هبًٌیس   حیل  ّیبی  الگَضیتن اظ اؾتفبزُ جْت

 تَؾظ الاؾتیک غیطذغی هؿبئل حل ثبض اٍلیي. اؾت ضافؿَى

 زض هحیسٍز  اجعای ضٍـ اظ اؾتفبزُ ثب ،[1] 3ّوکبضاًف ٍ تطًط

 قس. اًجبم 1960 ؾبل

تیَاى ثیِ حیل    هی ،اظ جولِ تحمیمبت اٍلیِ زض ایي ظهیٌِ

 5، کیبلاگط 1966زض ؾیبل [ 2] 4هؿئلِ کویبًف تَؾیظ کیبپَض   

ثط پبیِ ضٍـ اجیعای   [5]( 1969) 6ٍ َّلاًس [4ٍ  3] (1967)

هحسٍز اقبضُ کیطز. فطآیٌیس اػویبل تیسضیجی ثیبض زض چٌیسیي       

ٍ  [1]( 1960هطحلیییییِ تَؾیییییظ تطًیییییط ٍ ّوکیییییبضاى )

تحمیمبت، هغطح ٍ زض ازاهِ  [7ٍ  6]( 1964-1965)7اضگطیؽ

ضافؿیَى تَؾیظ    -اؾتفبزُ اظ ضٍـ حل ثط هجٌبی تکطاض ًیَتي

پیكییٌْبز  [9]( 1968)10ٍ هبضکییل 9، هبلییت[8]( 1967)8ازُى

 [11]( 1971ٍ ّوکبضاى ) 11، ّبیؿط[10]( 1969گطزیس. اُزى)

ضافؿیَى ضا ثْجیَز    -ضٍـ ًیَتي [12]( 1971) 12ٍ ظیٌکٍَیچ

اػوبل تسضیجی هفَْم  ،[13]( 1969)13ثركیسُ ٍ ثطثیب ٍ کبًط

ثبض ٍ ایجبز ّوگطاییی زض ّیط هطحلیِ افیعایف ثیبض ضا هؼطفیی       

                                                        
1
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زًس. ثطای آقیٌبیی ثیب هفیبّین ثٌییبزی هؿیبئل غیطذغیی       کط

 ز.قَ پیكٌْبز هی [18-14]هصبلح ٍ ٌّسؾی هطاجغ 

ّبی لبثل هلاحظِ زض فٌبٍضی عطاحی  ثب تَجِ ثِ پیكطفت

اؾتفبزُ ّبی پیچیسُ ضا ثب تَاى ٌّسؾِهی 14ثِ کوک کبهپیَتط

ٍ یب اًَاع اضتمبء یبفتِ آى ًظیط ًطثع  15اؾپلایي -اظ تَاثغ پبیِ ة

اؾیتفبزُ اظ اییي    [.20ٍ  19] زکطؾبظی هسل 16اؾپلایي -ٍ ت

ؾبظی ٌّسؾِ ٍ تمطیت تبثغ هجَْل هؿبئل تَاثغ پبیِ زض هسل

ثب ًبم ضٍـ  17ًرؿتیي ثبض تَؾظ ّیَظ ٍ ّوکبضاًف ،هٌْسؾی

[. 21پیكٌْبز گطزیس ] 2005ؾبل زض  18تحلیلی ایعٍغئَهتطیک

ثییطای آقییٌبیی ثیكییتط ثییب هفییبّین ثٌیییبزی ضٍـ تحلیلییی    

قًَس. ثیِ زلییل   [ پیكٌْبز هی24-22هطاجغ ] ،ایعٍغئَهتطیک

اؾتفبزُ اظ تَاثغ پبیِ ًطثع زض ضٍـ ایعٍغئَهتطییک ثیب لبثلییت    

 ِ ّیبی پیچییسُ، فطآیٌیس    اًؼغبف پصیطی ظیبز زض تَلیس ٌّسؾی

ؿبئل غیطذغی الاؾتیک تب حس ظییبزی  هجسز زض ه تَلیس هف

ضفغ ٍ ثٌبثطایي ؾطػت حیل ًؿیجت ثیِ ضٍـ اجیعای هحیسٍز      

افییعایف ذَاّییس یبفییت. ًرؿییتیي ثییبض تَجییِ ثییِ هفْییَم     

تَؾظ  2008ّبی ثعضگ زض ؾبل ایعٍغئَهتطیک زض تغییطقکل

 [ هغطح گطزیس.25ّیَظ ٍ ّوکبضاى ]

-ای اظ فطهیَل ثِ هطٍض ذلاصِ ،زض ثرف زٍم ایي تحمیك

 ،ثٌسی هصبلح ّبیپطالاؾتیؿیتِ تیطاکن ًبپیصیط پطزاذتیِ قیسُ    

ؾیبظی آى  روي ثیبى هؼبزلِ تؼبزل حبکن ثیط هؿیئلِ، ذغیی   

ضافؿیَى   -جْت اؾتفبزُ اظ ضٍـ حل ثط هجٌبی تکیطاض ًییَتي  

 روي اقبضُ ثِ هفَْم ضٍـ ،اًجبم گطفتِ اؾت. زض ثرف ؾَم

ل زض هؿبئ هسل ایعٍغئَهتطیک، تَاثغ هجَْل ٍ ٌّسؾِ تحلیل

ؾییبظی قییسُ تَؾییظ تَاثییغ پبیییِ ٍ  ّبیپطالاؾتیؿیییتِ ذغییی

قًَس. زض اًتْبی اییي  هی 20ؾبظیگؿؿتِ 19هتغیطّبی کٌتطلی

الگَضیتوی ثطای هؿبئل غیطذغیی الاؾیتیک ثیط پبییِ      ،ثرف

ضٍـ تحلیلییی ایعٍغئَهتطیییک پیكییٌْبز قییسُ اؾییت. ثرییف  

ثِ ًتبیج حیل ٍ همبیؿیِ آى ثیب ضٍـ اجیعای هحیسٍز       ،چْبضم

                                                        
14
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ًتیجِ تحمیك ٍ همبیؿِ اًجیبم   ،ِ اؾت. زض ازاهِاذتصبل یبفت

 قَز.قسُ گعاضـ هی

 استخزاج ريابط ي معبدلات حبکم بز مسئلٍ  -2
 مصبلح َبیپزالاستیسیتٍ تزاکم وبپذیز  -2-4

زض هؿبئل ّبیپطالاؾتیؿیتِ ثب تَجِ ثِ اؾتملال کبض اًجبم قسُ 

تبًؿَضّبی اظ هؿیط شضُ ٍ ٍاثؿتگی ثِ گطازیبى تغییطات شضُ ٍ 

، تبثغ اًیطغی کطًكیی شذییطُ قیسُ ثیط ٍاحیس       1کَقی -گطیي

، 14] اؾیت  حجن، ًؿجت ثِ ًمبط آغبظیي ٍ پبیبًی لبثل تؼطیف

15  ٍ17]. 

(1)      
0

t

t

ψ C X , X = S C X , X  : C dt   

(2)     

 
2

ψ ψ
S C X , X = =

C E
 -تبًؿَض تٌف ثبًَییِ پییَلا  S ،کِ زض ضٍاثظ ػٌَاى قسُ 

Eٍ  کَقی -تبًؿَض تغییط قکل ضاؾت گطیي C ،کیطقْف 

ضاثغِ ثیي تٌف ٍ کطًف زض هؼبزلِ اؾت.  تبًؿَض کطًف گطیي

ؾیبظی ضاثغیِ، هیبتطیؽ    غیطذغی اؾت. ثب ذغی ،ػٌَاى قسُ

ثیب   2لاگطاًیػی ٍ اٍیلیطی  هطتجِ چْبض الاؾتیؿیتِ زض زؾیتگبُ  

-ثِ صَضت ظیط حبصیل هیی   ،E  ٍeتَجِ ثِ ثطزاضّبی یکِ 

 .اؾتتبًؿَض گطازیبى تغییط قکل Fکِ [.17قَز ]

(3)  DS[u] = C : DE[u] 

 

(4) 

  


   

  

2

3

, , , 1

4
2

IJKL I J K L
I J K L

S S ψ
C = = =

E C C C

        C E E E E
 

(5) 




  


3

-1

, , , 1
, , , 1

 

iI jJ kK lL IJKL
i j k l
I J K L

i j k l

c = J F F F F C

      e e e e  

ثییب ؾییبذتوبى  3ثیب زض ًظییط گییطفتي هصیبلح ایعٍتطٍپیییک  

 تبثغ اًطغی کطًكی ضاثغِ ثیي ،یکؿبى زض توبم جْبت 4ضفتبضی

گَقیی هؿیتمل اظ جْیت ثیطزاض      -ٍ تبًؿَضّبی گطیي کطًكی

                                                        
1
 Green-Cauchy Tensor 
2
 Lagrangian & Eulerian Elasticity Tensor  

3
 Isotropic Material 

4
 Constitutive Behavior 

. ثیب ثبظًَیؿیی ضاثغیِ    اؾیت آى  5هَاز ٍ ٍاثؿتِ ثِ ًبهتغیطّبی

ثطای  σکیطقْف ٍ کَقی-تٌف ثبًَیِ پیَلا تبًؿَضّبی ،(2)

 [.17] هصبلح ایعٍتطٍپیک حبصل ذَاّس قس

(6) 





    


     

2 -1

2

2 2 2

2 4 2

C C C

C C C

I II III

ψ
S = =

C

I II IIIψ ψ ψ
   + +

I C II C III C

    ψ I + ψ C + J ψ C  

 

(7) 

-1

-1 -1 22 4 2

T

I II III

σ = J FSF   =

       J ψ b+ J ψ b + Jψ I
 

 bتبًؿَض تغییطات حجین شضُ ٍ   Jزض ضٍاثظ ػٌَاى قسُ 

ثیطای هیَاز   کَقیی ًیبم زاضز.    -تبًؿَض تغییط قکل چپ گطیي

ایعٍتطٍپیک تطاکن ًبپصیط، تبثغ اًطغی کطًكی ثب تَجِ ثِ هَلفِ 

ˆقَز، ثبظًَیؿی هیCاػَجبجی تبًؿَض -1 / 3
C{C = III C} .  ِک

ٍ تٌف  6ثِ زٍ هَلفِ تٌف اًحطافی ،تجعیِ تبًؿَض تٌف ؾجت

 یتِ ثِالاؾتیؿتجعیِ تبًؿَض ٍ  7ًبقی اظ فكبض ّیسضٍاؾتبتیکی

 ز.قٍَ فكبض ّیسضٍاؾتبتیکی هی 8اػَجبجی ّبیهَلفِ ثِ

(8)    ˆΨ̂ C =Ψ C  

  
(9) 

 





-1 -1
ˆ

2
ψ C

S = + pJC S + pJC=
C

  
(10) σ = σ + pI 

  

(11) 

 

  

-1
2 ˆˆ

4 2

ˆ  

p

p

 JCψ
C = C +C  = + p  

C C C

c = c + c   

 

 استخزاج ي خطی سبسی معبدلات تعبدل  -2-2
ثیطای هؿیبئل    10ثط هجٌبی ؾطػت هجیبظی 9هؼبزلِ کبض هجبظی

ثب تَجِ ثِ تبثغ اًطغی کطًكی هَضز  ،غیطذغی ٌّسؾی ٍ هَاز

                                                        
5
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لبثل تؼطییف   هؿئلِ اؾتفبزُ، قطایظ ثبضگصاضی ٍ قطایظ هطظی

 .[17]اؾت 

(12) 

       



    

,

0 

int ext

v v v

δW ,δv = δW δv - δW ,δv =

 

     σ : δd dv - f δv dv - t v da

 

ًیییطٍی  tًیییطٍی کبلجییسی، fزض ضٍاثییظ ػٌییَاى قییسُ

ثب تَجِ ثیِ حصیَل   ًطخ تغییطات اؾت.  تبًؿَض ،dؾغحی ٍ 

 -گیطی اظ الگَضیتن ػسزی ًییَتي یک ضاثغِ غیطذغی، ثب ثْطُ

ّبی کبض زاذلیی  ؾبظی ّط یک اظ هَلفًِیبظ ثِ ذغی  ،ضافؿَى

. الجتِ ثبییس تَجیِ زاقیت کیِ حبصیل      اؾتٍ ذبضجی هؼبزلِ 

ٍظى هیَضز   1ؾبظی کبض ذیبضجی ثیطای ًییطٍی کبلجیسی    ذغی

ثِ ثطضؾی ًییطٍی ؾیغحی    ،اؾتفبزُ زض ایي تحمیك صفط ثَزُ

tفكبض ًطهبل  = pn  [17]پطزاذتِ قسُ اؾت. 

(13) 

    

 
 

 
 

k k

int ext

int ext

δW ,δv + DδW ,δv [u] =   

       δW - δW +     

       DδW [u] - DδW [u] = 0 

 

(14)  

(15) 

 

   



 

   
    

    

   
   

    

   
   

    

 


 







1
0

2

1
-

2

1

2

1

2

ξ

ξ

ξ

p
ext

f p
ext ext

A

A

A

DδW ,δv [u] =

      DδW ,δv  +DδW ,δv =

x u
      p × δv dξdη

ξ η

x δv
       p × u dξdη

ξ η

x u
      p × δv dξdη - 

η ξ

x δv
      p ×

η ξ

  
  
   


ξA

u dξdη  

 

                                                        
1
  Body Force 

(16) 

 

 

 

 

x x
×

ξ η
n =

x x
×

ξ η
 

(17)  

 

x x
da = × dξdη

ξ η
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 َبیپزالاستیسیتٍ تزاکم وبپذیز
-ثطگطفتِ اظ پیكطفت ،[21]اؾبؼ ضٍـ تحلیل ایعٍغئَهتطیک 

ؾیبظی  صٌؼت هسلّبی صٌؼت عطاحی ثِ کوک کبهپیَتط زض 

اؾت. هسل ؾبظی هٌحٌی، ؾغَح ٍ احجیبم زض اییي    2ٌّسؾی

اؾپلایي ٍ اًَاع اضتمب یبفتیِ آى   -قبذِ ثِ ٍؾیلِ تَاثغ پبیِ ة

اظ ًمبط  ،قَز. زض ایي ضٍـاؾپلایي اًجبم هی -ًطثع ٍ ت ،ًظیط

ّبی تؼطیف ٌّسؾِ ثب ای ػلاٍُ ثط هَلفِهَلفِ ،قبهل 3کٌتطلی

-طاًؿیل حبکن ثط هؿئلِ اؾتفبزُ هیثب قطط الٌبع هؼبزلِ زیف

ؾبظی هحیظ پیَؾتِ ثیِ ٍؾییلِ اییي ًمیبط     قَز ٍ ثب گؿؿتِ

جَاة هؿیئلِ   ،ّب زض تمطیت تبثغ هجَْل تؼطیفی ٍ اؾتفبزُ آى

ثِ جبی اؾتفبزُ اظ الوبى زض ضٍـ اجیعای هحیسٍز، قیجکِ زض    

ّبی ثیسٍى  ای اظ ًمبط زض ضٍـیب هجوَػِ 4زیفطاًؿیل هحسٍز

ای اظ جَاة ذَاّس قیس. ًتیبیج ثؿییبض    ایجبز ضٍیِ ؾجت 5هف

ی آى زض هکبًیییک ذییَثی تَؾییظ ّیییَظ ٍ گییطٍُ تحمیمییبت   

-26، 21] ثیَزُ گیطی اظ ایي ضٍـ هَجیَز   هحبؾجبتی ثب ثْطُ

تَاًییبیی ایییي ایییسُ زض هؼییبزلات زیفطاًؿیییل  ّوچٌیییي ،[29

هیَضز ثطضؾیی لیطاض     ،ثِ ٍؾییلِ حؿیٌی ٍ ّوکیبضاى    6هؼوَلی

تَاثیغ  م ثب اؾیتفبزُ اظ  بحجاح ٍ َؾغ [. 31 -30]گطفتِ اؾت 

لبثل  (21-18ضٍاثظ )ثِ صَضت هبًٌس  ٍ ًمبط کٌتطلی پبیِ ًطثع

 (.1 قکل تؼطیف اؾت )

(18) 
1 2


n n

i, j i, j

i=0 j=0

S(ξ,η) R (ξ,η)P=   

(19)  
31 2 nn n

i, j,k i, j,k

i=0 j=0 k =0

V(ξ,η,ς) = R (ξ,η,ς)P

 

                                                        
2
  Computer Aided Geometry Design (CAGD) 
3
  Control Point  
4
  Finite Deferential Method (FDM) 
5
  Mesh Free Method 
6
  Ordinary Differential Equation 
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(20)  
1 2

1 2

1 2

i, j

i, p j, p i, j

n n

e, p f, p e,fe=0 f =0

R (ξ,η) =

N (ξ) N (η) ω
      

N (ξ)N (η) ω  

(21) 



1 2 3

1

2

3

1 2 3

i, j,k

i, p j, p k, p i, j,k

n
n
n

e, p f, p g, p e,f,ge=0
f =0
g =0

R (ξ,η,ς) =

N (ξ) N (η) N (ς)ω
       

N (ξ)N (η)N (ς)ω

 

 

 
اسپلایه  -مذل سبسی سطح بٍ يسیلٍ تًابع پبیٍ ة -4ضکل 

 ي وقبط کىتزلی

 

i 1اؾپلایي اظ زضجِ  -اُهیي تبثغ ةp1ثب ثطزاض گطّی  

 
10 1 mξ = ξ ,ξ , ...,ξ  زض ضاؾتبی 2تَؾظ ضاثغِ ثبظگكتی 

 ز.قَ تؼطیف هی (22)

(22) 

1

0

 



1 1

1

1

1

1

i i+1
i,0

i
i, p i, p -1

i+ p i

i+ p +1
i+1, p -1

i+ p +1 i+1

if ξ ξ ξ
N (r) =

otherwise

ξ - ξ
N = N (ξ)+

ξ - ξ

ξ -ξ
              

   

N (ξ)
ξ - ξ

  

 

 

ثطزاضّبی گطّی     30 1 mς = ς ,ς , ...,ς ٍ

 20 1 mη= η ,η , ...,η  ضاؾتبّبیς,η  ِ2اظ زضج 3p , pًیع، 

قًَس. ثطزاض گطّی زض یک ضاؾتب هكبثِ ضاثغِ فَق تؼطیف هی

                                                        
1
 Knot Vector 

2
 Recursive Formulation 

pثب تؼساز تکطاض  + گطُ اثتسا ٍ اًتْب ضا ثطزاض گطّی ثبظ یب  1

=mای آى ًبهیسُ کِ تؼساز ًمبط گطُ  3ًبهتٌبٍة n+ p+1 

ّوچٌیي فبصلِ  اؾت؛ i i+1ξ ,ξ  ثب تؼسازp + -تبثغ پبیِ 1

-iای غیطصفط اظ  p,p i,pN (ξ)...N (ξ) ًُبهین هی 4ایضا ثبظُ گط

[19 ،20  ٍ32.] 

ٌّسؾِ هسل تَؾظ تَاثغ پبییِ ٍ   ،زض ضٍـ ایعٍغئَهتطیک

ؾبظی فضبی هؿئلِ، ایي تَاثغ ًمبط کٌتطلی تَلیس ٍ ثب گؿؿتِ

هكبثِ تَاثغ  5پبیِ جْت تمطیت فضبی جَاة ثب ًبم تَاثغ قکل

هَضز اؾیتفبزُ لیطاض    ،زض ضٍـ اجعای هحسٍز 6تَاثغ زضٍى یبة

ثب افعٍزى یک هَلفِ  ،گیطز. ایجبز ضٍیِ جَاة زض ایي ضٍـهی

ّیبی تؼطییف ٌّسؾیِ حبصیل     ثِ ًمبط کٌتطلی ػلاٍُ ثط هَلفِ

ثٌبثطایي ثب تَجیِ ثیِ تؼطییف ٌّسؾیِ هؿیئلِ زض       ؛ذَاّس قس

ثؼسی، جَاة هؿئلِ زض یک فضیب ثیبلاتط حبصیل     3یب  2فضبی

ِ قَهی ئلِ ّبیپطالاؾتیؿییتِ  ؾیبظی فضیبی هؿی   ز. زض گؿؿیت

ٍ هتغیطّبی کٌتطلیی  ثب اؾتفبزُ اظ تَاثغ پبیِ ًطثع  تطاکن ًبپصیط

 گیطین.اظ تؼبضیف ظیط ثْطُ هی

(23) 









n

a 1 2 3 pa

a=1

n

a 1 2 3 pa

a=1

n

a 1 2 3 pa

a=1

n

a 1 2 3 pa

a=1

X = R (ξ ,ξ ,ξ )X   

x = R (ξ ,ξ ,ξ )x

v = R (ξ ,ξ ,ξ )v

u = R (ξ ,ξ ,ξ )u

(t)

 

(24) 

 

1

,

,

1

1

2

n

a

a b

a b

n

a







  

  

  









pa 0 a

pa pb 0 a 0 b

0 a 0 b pa pb

pa a a pa

F = x R    

C = (x x ) R R

b = R R (x x ) 

d = v R + R v  

 

                                                        
3
 Open Knot Vector (Non periodic Knot Vector) 

4
 Knot Span 

5
 Shape Function 

6
 Interpolation Function 
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ای زض فضبی ثِ ٍؾیلِ ثطزاضّبی گطRُثب تَجِ ثِ تؼطیف 

هحبؾجِپبضاهتطیک،  0R, R ِثب اًتمبل اظ فضبی فیعیکی ث

 .اؾتفضبی پبضاهتطیک اهکبى پصیط 

(25) 

      


      

      


      

0

R R ξ R η R ζ
R = = + +

X ξ X η X ζ X

R R ξ R η R ζ
R = = + +

x ξ x η x ζ x

 

هَلفِ اٍل هؼبزلِ ؾبظی ضاثغِ کبض هجبظیاظ ذغی 

δW( ,δv)[u] 1ثیبًگط کبض ًیطٍّبی ذبضجی
F(x) ٍ

2زاذلی
T(x)  هَلفِ زٍم ٍDδW( ,δv)[u]  ثیبًگط قیت

جبثجبئی اؾت. زض فضبی گؿؿتِ ایي  -ًیطٍ K(x) 3هٌحٌی

ضا ثب تَجِ ثِ هتغیطّبی کٌتطلی ٍ ضٍاثظ فَق ثبظًَیؿی  هؼبزلِ

ضافؿَى  -الگَضیتن حل ثط هجٌبی تکطاض ًیَتيکطزُ ٍ اظ 

ثب ًَقتي هؼبزلِ کبض هجبظی ثط هجٌبی  قَز.اؾتفبزُ هی

قبهل  eای ایعٍغئَهتطیکؾطػت هجبظی ثطای ّط الوبى گطُ

ّبی ٍ زض ًظط گطفتي توبهی الوبىaهتغیطّبی کٌتطلی هَثط

ایي هتغیط کٌتطلی، ثِ تؼوین آى ثِ کل فضبی  ای قبهلگطُ

هؿئلِ ذَاّین پطزاذت، ٍ ثب تَجِ ثِ ایي هغلت کِ هؼبزلِ 

حبصلِ ثطای ّط ؾطػت هجبظی هتغیطّبی کٌتطلی ثطلطاض 

 اؾت. زاضین:

(26) 

   

 

 

   

1

1

1 1

1 1

(

N

a

N

a

N N

a e
e a

N N

a e
e a

 





 


 
















 

  

e

e e

a a

a a a

a a

v

a a a

v v

δW ,δv = δW ,R δv =

      δv T - F =

     δv σ R  dv -

     δv R f dv + R t da) = 0

 

(27) a a aR = T - F = 0 

 

                                                        
1
 External Force 

2
 Internal Force 

3
Tangent Stiffness Matrix 

(28) 

   

   

   

 

  
 

         

         

e

a a b b

e e

a a a b b

e e

a a a b b

e

a ab b

DδW ,R δv R u =

        D δv T - F R u =

        δv D T - F R u =

       δv .K u

 

eهبتطیؽ رطایت
abK ضاثغِ ثیي تغییطات ًیطٍ زض هتغیط

ثیبى  bضا ًؿجت ثِ تغییط هکبى زض هتغیط کٌتطلیaکٌتطلی

( زض هؼبزلات ثیبى 24( ٍ )23جبیگصاضی ضٍاثظ ) کطزُ ٍ ثب

ّبی کبض رطایت ثِ هَلفِهبتطیؽ  ؾبظی،قسُ زض لؿوت ذغی

4eزاذلی قبهل ؾبذتبض ضفتبضی
c,abK 5، تٌف اثتساییe

σ,abK  
 ٍ

ٍ یک هَلفِ ًبقی اظ کبض ذبضجی ثب ًبم هَلفِ ًیطٍّبی ذبضجی 

e 6هبتطیؽ رطایت
p,abK .لبثل تجعیِ اؾت 

(29) 
       e e e e

ab c,ab σ,ab p,abK = K + K - K  

(30) 

 

 

3

, 1

1,2,3

k l 

 

 


e

e
ijc,ab

a b
ikjl

k l
v

[K ] =

R R
    c     dv  ; i, j =

x x  

(31) 

 

 

3

, 1

1,2,3

k l 

 

 


e

e
ijσ,ab

a b
kl ij

k l
v

[K ] =

R R
   σ    δ   dv   ; i, j =  

x x

 

(32) 

   
3

1

1,2,3

1

2

1

2

k 

 
  

   
 

   

   
 

   







ξ

ξ

e e
ij ijkp,ab p,ab

k

a b
p,ab b a

A

a b
b a

A

[K ] = ε k  ; i, j =  

R Rx
k = p R - R  da+

ξ η η

R Rx
      p R - R  da

η ξ ξ

 

                                                        
4
 Constitutive Component 

5
 Initial Stress Component 

6
 External Force Component 
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ای جْت ثب هطتت ؾبظی هؼبزلات حبصلِ زؾتگبُ هؼبزلِ

 قَز.ضافؿَى حبصل هی -حل ثط هجٌبی ضٍـ ًیَتي

(33) 
 
 
 
 
 

k k

k+1 k

K(x )u = -R(x )

 

x = x + u

 

زى توبم ثبض ذیبضجی  کطاگطچِ ٍاضز  ،زض هؿبئل غیطذغی

، لییکي زض  اؾیت زض یک هطحلِ ثِ صَضت تئَضی اهکبى پیصیط  

زض چٌیس   1ثِ صَضت یک ؾیطی افعایكیی   F،ػول ثبض ذبضجی

 .قَزهطحلِ ثط جؿن ٍاضز هی

(34) 
1

l

a

 iF = ΔF  

ٌّسؾییِ ٍ حییل هؿییئلِ زض فضییبی   ،زض ضٍـ ایعٍغئَهتطیییک

,x}فیعیکی y,z}،  تَؾظ هتغیطّبی کٌتطلی ٍ تَاثغ پبیِ تؼطیف

ِ قَ هی تَؾیظ ثطزاضّیبی گطّیی زض فضیبی      ،ز. ایي تَاثغ پبیی

ثیب تَجیِ ثیِ ضٍـ     ،لبثیل هحبؾیجِ ثیَزُ   {ξ,η,ς}پبضاهتطیک

ًیبظهٌس اًتمبل اظ فضیبی پبضاهتطییک ثیِ     2گیطی گَؼاًتگطال

3فضبی الگَ
{r,s,t}  گییطی زض فضیبی   ثٌیبثطایي اًتگیطال  اؾت؛

فیعیکی ثب زٍ اًتمبل اظ فضیبی الگیَ ثیِ فضیبی پبضاهتطییک ٍ      

ّیبی  ؾپؽ ثِ فضبی فیعیکی ّوطاُ ذَاّس ثَز. ثطای ًگبقیت 

 (38-35)ضٍاثیظ   ثیِ صیَضت   4ّبی غاکیَثی شکط قسُ هبتطیؽ

 قًَس.تؼطیف هی

 

(35) 
1

1 2

dxdydz = detJ  dξdηdζ =

         detJ detJ  dr ds dt  

(36) 

   
 
   
   
 
   
   
 
   

1

x y z

ξ ξ ξ

x y z
J =

η η η

x y z

ζ ζ ζ

 

                                                        
1
 Series of Increments 
2
 Gauss Quadrature 

3
 Parent Space 

4
 Jacobian Matrix 

(37) 

   

   

   

1

2

1

2

1

2

 
 

 
 

 
 

i+1 i i+1 i

i+1 i i+1 i

i+1 i i+1 i

ξ = ξ - ξ r + ξ + ξ

η = η - η s+ η +η

ζ = ζ - ζ t + ζ +ζ  

(38) 

   
   
 
   
   
 
   
    

2

ξ η ζ

r r r
ξ η ζ

J =
s s s
ξ η ζ

t t t

 

 ِ ِ  ّییبی ظیییط ثییطای  گییبم ،ثغییَض ذلاصیی  حییل هؿییئل

 .قَزّبیپطالاؾتیؿیتِ زض هحسٍزُ تطاکن ًبپصیطی پیكٌْبز هی

ِ کطٍاضز  .1 ای، ) ثطزاضّیبی گیطُ   زى هكرصبت ٌّسؾی

ًمبط کٌتطلی ٍ ٍظى تَاثغ پبیِ(، تؼطیف همیبیط هیَاز   

ایعٍتطٍپیک زض هحیسٍزُ تیطاکن ًبپیصیطی ٍ همیبزیط     

 تحلیل.

 ایجبز حلمِ ضٍی ؾطی افعایكی ثبض: .2

 iΔF.  هحبؾجِ همساض افعایف ثبض زض ّط هطحلِ 2-1

i.  هحبؾجِ همساض ثبض زض هطحلِ 2-2 i iΔF = F +ΔF 

کٌتطلی ّبی ًمبط هبًسُ .  هحبؾجِ همساض ثبلی2-3
   

  i i iR = R - ΔF 
.  ایجیییبز حلمیییِ ّوگطاییییی جْیییت حصیییَل  2-4

i iR / F < ε 

 iK.  هحبؾجِ همساض 2-4-1     

i.  حل هؼبزلِ 2-4-2      i iK u = F 

.  هحبؾییجِ هرتصییبت جسیییس ًمییبط   2-4-3     

piکٌتطلی pi ix = x +u 

 iT.  هحبؾجِ ًیطٍّبی زاذلی 2-4-4     

ّبی ٍظًی هبًسُ ثبلی. هحبؾجِ 2-4-5     

i i iR =T - F 
 پبیبى حلمِ ّوگطایی.  2-5

 پبیبى حلمِ ؾطی افعایكی ثبض.
 

 َبارائٍ مثبل -1
اثتییسا ًتییبیج ضٍـ اجییعای هحییسٍز ٍ ضٍـ   ،زض ایییي ثرییف

ایعٍغئَهتطیک زض هؿبئل ّبیپطالاؾتیؿییتِ تیطاکن ًبپیصیط  ثیب     
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یکسیگط همبیؿِ ٍ زض اًتْب ثب اضائِ یک هربل ثیِ ثطضؾیی تیبثیط    

تؼساز ًمبط گَؾی زض ّوگطائی جیَاة پطزاذتیِ قیسُ اؾیت.     

  َ ّیَکیي   -لاظم ثِ شکط اؾت کِ زض ایي تحمیك اظ هصیبلح ًئی

 پصیط ثب تبثغ اًطغی کطًكی ظیط اؾتفبزُ قسُ اؾت.ًبتطاکن 

(39)    3
2

C
μ

Ψ C = I -   

 

 مذل سبسی تیز قًسی تحت اثز ببرگذاری در اوتُب  -4-1
هسل تحلیلی اضائِ قسُ زض ایي هؿئلِ، لغبػی اظ زایطُ ثب قؼبع 

. قطایظ ٌّسؾی، ثبضگیصاضی  اؾت 2ٍ قؼبع ذبضجی  1زاذلی 

ًكبى زازُ قسُ اؾت. ثبضگیصاضی زض   2ٍ تکیِ گبّی زض قکل 

 1هطحلِ ثب همساض ّوگطایی 100 ثِ صَضت ؾیطی   10×1=8-

قیَز. زض ضٍـ اجیعای هحیسٍز، اظ    افعایكی ثط جؿن ٍاضز هیی 

گطُ ٍ ثیطای   816 ،قبهل  2ای هؿتغیلیچْبض گطُ الوبى 675

ًمغیِ گَؾیی اؾیتفبزُ قیسُ      4گیطی زض ّط الوبى اظ اًتگطال

ثیطای   2اظ تَاثغ پبیِ ًطثع زضجِ  ،اؾت. زض ضٍـ ایعٍغئَهتطیک

ای ت ٌّسؾِ ٍ تبثغ هجَْل اؾتفبزُ قسُ ٍ ثطزاضّبی گطُتمطی

 اًس.ثِ صَضت ظیط زض ًظط گطفتِ قسُ

 

 

= 0, 0, 0, 0.33,0.33,0.66,0.66 1, 1, 1

= 0, 0, 0, 0.25,0.5,0. 1 ,75, ,1 1

ξ

η
  

 9اظ  ،ایگیطی زض ّیط الویبى گیطُ   ّوچٌیي ثطای اًتگطال

ًمغییِ گَؾییی اؾییتفبزُ قییسُ اؾییت. ثییب اؾییتفبزُ اظ ضاثغییِ    

1m= n+ P  زض ّط ضاؾتب چٌیي اؾت.تؼساز ًمبط کٌتطلی  +

7 6 42ξ η totallP =   ;   P =   ;     P =   

 پبضاهتطّبی ذَال هکبًیکی هبزُ ثِ لطاض ظیط اؾت. 

0 100ρ =   ; μ=  
 

                                                        
1
 Tolerance 

2
 4-Noded Bilinear Quadrilateral 

 
 )الف(

 
 )ة(

 
 )ج(

)الف( َىذسٍ، ببرگذاری ي ضزایط مزسی )ة(ضبکٍ  -2ضکل

کىتزلی در ريش ایشيصئًمتزیک )ج(مص بىذی ايلیٍ در ريش 

 اجشای محذيد
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 )الف(

 
 )ة(

 
 )ج(

 
 )د(

در ريش  Yکللبوتًر جببیللبیی در راسللتبی )الللف( -9ضللکل

در ريش  Yایشيصئًمتزیک )ة( کبوتًر جببیلبیی در راسلتبی  

در ريش  Xکلبوتًر جببیلبیی در راسلتبی    اجشای محذيد )ج(

در ريش  Xایشيصئًمتزیک )د( کلبوتًر جببیلبیی در راسلتبی   

 اجشای محذيد

 

تحلیلییی زض ضٍـ  1الوییبى ثیسلیل ثْیین ضیرتگییی ًؿییجت 

اذتلاف  ،اجعای هحسٍز زض ًمغِ اػوبل ثبض زض همبزیط کبًتَضّب

ٍاثؿتِ ثِ فطآیٌس  ،تط زض ایي ضٍـ هكبّسُ قسُ ٍ تحلیل زلیك

 .اؾتایجبز هف هجسز 

 

دار مذل سبسی تیز یک سز مفصل، یک سز گیز -1-2

 تحت اثز ویزيی کبلبذی يسن
ِ، یک هؿیتغیل ثیب   هسل تحلیلی اضائِ قسُ زض ایي هؿئل

اؾت. قطایظ ٌّسؾی، ثبضگیصاضی ٍ تکییِ    2ٍ ػطض  15عَل 

 100، ًكبى زازُ قسُ اؾیت. ثبضگیصاضی زض   5گبّی زض قکل 

هطحلییِ ثییب همییساض ّوگطایییی  -81 ثییِ صییَضت ؾییطی  =10

قیَز. زض ضٍـ اجیعای هحیسٍز، اظ    افعایكی ثط جؿن ٍاضز هیی 

گطُ ٍ ثطای  3171هؿتغیلی قبهل، ای چْبض گطُ الوبى 3000

ًمغیِ گَؾیی اؾیتفبزُ قیسُ      4گیطی زض ّط الوبى اظ اًتگطال

  اؾت.

                                                        
1
 Aspect Ratio 
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 )الف(

 
 )ة(

)الف( بُم ریختگی وسبت المبن در سیز وقطٍ -1ضکل

جببیبئی  -اعمبل ببر در ريش اجشای محذيد )ة( ومًدار ببر

 در وقطٍ اعمبل ببر
 

 
 )الف(

 )ة(

 
 )ج(

 

)الف( َىذسٍ، ببرگذاری ي ضزایط مزسی )ة(ضبکٍ - 5ضکل

کىتزلی در ريش ایشيصئًمتزیک )ج(مص بىذی ايلیٍ در ريش 

 اجشای محذيد

 
 )الف(

 
 )ة(

 
 )ج(

 
 )د(

در ريش  Y)الف(کللبوتًر جببیللبیی در راسللتبی   -6ضللکل

در ريش  Yایشيصئًمتزیک )ة( کبوتًر جببیلبیی در راسلتبی  

در ريش  Xجببیلبیی در راسلتبی  کلبوتًر   اجشای محذيد )ج(

در ريش  Xایشيصئًمتزیک )د( کلبوتًر جببیلبیی در راسلتبی   

 اجشای محذيد
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 2اؾیپلایي زضجیِ    -زض ضٍـ ایعٍغئَهتطیک، اظ تَاثغ پبییِ ة 

ثطای تمطیت ٌّسؾِ ٍ تبثغ هجَْل اؾیتفبزُ قیسُ، ثطزاضّیبی    

 اًس.ای ثِ صَضت ظیط زض ًظط گطفتِ قسُگطُ

 

 

ξ

η

ξ

m

η

m

= 0, 0, 0, 0.1, 0.017, 0.034, ...,0.986, 1, 1, 1

= 64

0.42,0.56,0= 0, 0, 0, 0.1 .7,0.84,1,1,14, 0.28,

= 12

 

 9ای، اظ گیطی زض ّیط الویبى گیطُ   ّوچٌیي ثطای اًتگطال

ًمغییِ گَؾییی اؾییتفبزُ قییسُ اؾییت. ثییب اؾییتفبزُ اظ ضاثغییِ    

1m= n+ P  تؼساز ًمبط کٌتطلی زض ّط ضاؾتب چٌیي اؾت. +

61 9 549ξ η totallP =   ;   P =   ;     P =  

 پبضاهتطّبی ذَال هکبًیکی هبزُ ثِ لطاض ظیط اؾت.

0.05 100ρ =   ; μ=  
ثب تَجِ ثِ اًغجبق ثؿیبض ًعزیک ًتبیج اضائِ قسُ زض ایي 

لؿوت، اؾتفبزُ اظ ضٍـ اجعای هحسٍز ػلاٍُ ثط ٍاثؿتگی 

ایجبز زؾتگبُ  ؾجت ثٌسی کِجَاة هؿئلِ ثِ ؾبیع هف

ز. زض هَاضزی هف قَ هؼبزلات ثب حجن هحبؾجبتی ثبلا هی

ضٍـ  تحلیل ثٌسی هجسز اجتٌبة ًبپصیط اؾت. 

ػلاٍُ ثط آًکِ فطآیٌس تَلیس هف هجسز ضا تب حس  ،ایعٍغئَهتطیک

ایجبز زؾتگبُ هؼبزلاتی ثب حجن  ؾجت زّس،ظیبزی کبّف هی

 ز.قَتط ًیع هی هحبؾجبتی کَچک

مذل سبسی تیز قًسی تحت اثز ببرگذاری در  -1-9

 اوتُب )بحث در تعذاد وقبط گًسی(
تحیت اثیط تؼیساز ًمیبط      1-4ریبل  ثِ ثطضؾی ه ،زض ایي هؿئلِ

 اؾت. ُپطزاذتِ قس 1اضائِ قسُ زض جسٍل  گَؾی
 

 تعذاد وقبط گًسی مذل -4جذيل 
 تؼساز ًمبط گَؾی زض ّط الوبى قوبضُ هسل

1 4 

2 9 

3 16 

4 36 

 حیم آغبسیه ي پبیبوی مذل -2جذيل 
 حجن  قوبضُ هسل

1 705/250464 

2 706/854772 

3 706/855726 

4 706/858342 

 
 )الف(

 
 )ة(

 
 )ج(

 
 )د(

)ة(  4مذل  YY)الف(کبوتًر تىص در راستبی -7ضکل         

)ج( کبوتًر تىص   2مذل  YYکبوتًر تىص در راستبی

)د( کبوتًر تىص در   9مذل  YYدر راستبی

 1مذل  YYراستبی
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 جببیبیی مذل در سیز وقطٍ اعمبل ببر -9جذيل 
 همساض لسض هغلك جبثجبیی قوبضُ هسل

1 2/19070 

2 1/58842 

3 1/60115 

4 1/59988 

 

= 1.59988-1.60115 =0.00127Model4 Model3Δ - Δ

 

ًمغِ گَؾی ثِ ثبلا  16ثب تَجِ ثِ ًتبیچ اضائِ قسُ اظ 

ًتبیج تغییط چٌساًی ًساقتِ، لصا اؾتفبزُ اظ ّویي تؼساز ًمغِ 

 .اؾتگَؾی ثطای تحلیل هسل هٌبؾت 

 

 وتییٍ گیزی -5
ذغیی  حیل هؿیبئل غیط  ثٌیسی ٍ  ثیِ فطهیَل   ،زض ایي تحمییك 

ًبپصیط کِ ثِ هؿیبئل ّبیپطالاؾتیؿییتِ ًبپیصیط    الاؾتیک تطاکن

ًیییع هؼطٍفٌییس، ثییب اؾییتفبزُ اظ ضٍـ تحلیییل ایعٍغئَهتطیییک ٍ 

همبیؿِ ًتبیج حبصلِ ثب ضٍـ اجیعای هحیسٍز پطزاذتیِ قیسُ     

ّبی ثعضگ زض هؿیبئل غیطذغیی   قکل اؾت. ثب تَجِ ثِ تغییط

ط ٍاثؿیتگی  حسٍز ػلاٍُ ثی اؾتفبزُ اظ ضٍـ اجعای ه الاؾتیک،

ایجیبز زؾیتگبُ    ؾیجت ثٌیسی کیِ    جَاة هؿئلِ ثِ ؾبیع هیف 

َ  هؼبزلات ثب حجن هحبؾجبتی ثبلا هیی  زض هیَاضزی هیف    ؛زقی

تحلیل ایعٍغئَهتطیک ، اجتٌبة ًبپصیط اؾت. ضٍـ ثٌسی هجسز

ػلاٍُ ثط آًکِ فطآیٌس تَلیس هف هجسز ضا تب حس ظیبزی کبّف 

ایجبز زؾتگبُ هؼیبزلاتی ثیب حجین هحبؾیجبتی      ؾجتزّس، هی

ثب تَجِ ثِ هؿئلِ هغطح قیسُ   ّوچٌیي  ؛زقَ کَچکتط ًیع هی

 .اؾتًمغِ گَؾی ثطای تحلیل هسل هٌبؾت  16اؾتفبزُ اظ 
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σ تبًؿَض تٌف کَقی 

ρ چگبلی 
μ ِرطیت لاه 
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