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  چکیده
شده از یک سیستم، به مدل مناسبی از آن دست پیدا کرد، به نحوی در یک مسأله معکوس، هدف آن است تا به کمک اطلاعات مشاهده

ی در دسترس از سیستم، توانایی پیشگویی رفتار سیستم در شرایط شدهگیریکه مدل مذکور، علاوه بر توانایی بازتولید اطلاعات اندازه

متغیر در طول به عنوان سازه  سفتیقابل قبولی داشته باشد. در این تحقیق، یک تیر غیریکنواخت با خواص جرمی و کاری را نیز، با دقت 

مودهای مربوط به سه مود اول های طبیعی وشکلبررسی فرض شده است. معادله حاکم بر تیر بصورت تحلیلی حل شده و فرکانسمورد

سازی ژنتیک، به شناسایی مفهوم مسأله معکوس استفاده شده و به کمک الگوریتم بهینه خمشی تیر استخراج خواهند شد. در ادامه، از

است. در بررسی اثر تعداد سطوح مقطع مدل اجزاء محدود تیر و جرمی مدل اجزاء محدود تیر مذکور پرداخته شده سفتیپارامترهای 

سطوح مقطع بیشتر، توانایی بیشتری در بازتولید رفتار دینامیکی غیریکنواخت بر دقت نتایج، مشاهده شد که مدل اجزاء محدود با تعداد 

های مورد استفاده در صنعت هوافضا بوده و یکی از برها از جمله پرکاربردترین سازهیک تیر غیریکنواخت را دارد. از آنجا که ماهواره

باشد، با استفاده از روند استفاده شده در این اخت میبرها، استفاده از مدل تیر غیریکنوی ماهوارهسازی سازههای مرسوم در مدلروش

 رسانی کرد.روزبر را بهتوان مدل اجزاء محدود مربوط به یک سازه واقعی ماهوارهمقاله، می

 ؛ تیر غیریکنواختالگوریتم ژنتیک ؛شناسایی پارامترهای سیستم ؛مسأله معکوس: کلمات کلیدی
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Abstract 
In an inverse problem, it is desired to construct the model of a system, using the observable characteristics of 

the system under consideration, so that it can predict the behavior of the system as accurately as possible. In 

this study, a non-uniform beam is assumed as the structure whose FE model is desired to be updated. The 

first three natural frequencies and mode shapes of the non-uniform beam are derived analytically and are 

assumed as the pseudo experimentally-obtained dynamic characteristics of the structure. Then, the 

mentioned dynamic characteristics are used to solve the inverse problem of identification of finite element 

model parameters of the non-uniform beam using genetic algorithms. Investigating the effect of the number 

of cross-sections of the finite element model of a non-uniform beam on the accuracy of the results, it is 

observed that the more cross-sections the finite element model has, the more capable it is in predicting the 

dynamic behavior of a non-uniform beam. 
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 مقدمه -4
در بسیاری از مسائل مهندسی، ایجاد یک مدل دقیق از 

بررسی، به نحوی که بتواند رفتار سازه را در ی موردسازه

بینی کند، از کاری با دقت مناسبی پیش مختلفشرایط 

اهمیت بالایی برخوردار است. به منظور دستیابی به این 

گیری سازه استفاده شده و اندازههدف، از مشخصات قابل

شوند تا مدل رسانی میروزپارامترهای مدل سازه به نحوی به

شده از سازه را با دقت مطلوبی گیریهای اندازهیژگیمذکور، و

بازتولید کند. به عبارت دیگر، در اینگونه از مسائل مهندسی، 

هدف آن است تا از مشاهدات انجام شده از یک سازه، به مدل 

تحلیلی/عددی آن سازه دست پیدا کرد. به مسائلی با چنین 

های زهشود. از جمله حوگفته می 1ویژگی، مسائل معکوس

توان به استفاده از مفهوم مسأله پرکاربرد مسائل معکوس، می

های سازهاجزاء محدود  معکوس در شناسایی پارامترهای مدل

 کمکبه  2دان به عنوان مثال،. هوافضا اشاره کردصنعت 

 توابع پاسخ فرکانسی تجربیو با استفاده از  الگوریتم ژنتیک

به تعیین ، ی دم یک هواپیماشده از سازهگیریاندازه

دم هواپیمای  مدل اجزاء محدود سفتی و جرم پارامترهای

از توابع پاسخ  وی در تحقیقی مشابه،. [1]مذکور پرداخت 

تجربی بدست آمده از مدل اجزاء محدود دقیق فرکانسی شبه

و با استفاده از الگوریتم ژنتیک، به  هده کردسازه مذکور استفا

, 2]تری از دم هواپیما پرداخت تعیین پارامترهای مدل ساده

با استفاده از روش شبکه عصبی  ،و همکاران 0تریوایلو .[0

، به شناسایی خواص جرمی و سفتی مدل اجزاء 4مصنوعی

نتایج تجربی بدست محدود بال یک هواپیما با استفاده از 

شده بر روی های استاتیکی و دینامیکی انجامآمده از آزمون

ها در ادامه از روش  الگوریتم ژنتیک  آن .[4] پرداختندبال 

اجزاء محدود بال هواپیما را استفاده کرده و پارامترهای مدل 

به نحوی تعیین کردند که اختلاف بین رفتار دینامیکی و 

  .[5]شده بال کمینه شود گیریاستاتیکی مدل با رفتار اندازه

های مورد استفاده در برها از جمله پرکاربردترین سازهماهواره 

صنعت هوافضا بوده و تعیین دقیق پارامترهای مدل این 

های ای برخوردار است. یکی از روشها از اهمیت ویژهسازه

                                                        
1 Inverse Problems 
2 Dunn 
3 Trivailo 
4 Artificial Neural Network 

برها، استفاده از مدل تیر ی ماهوارهسازی سازهمرسوم در مدل

از این رو، در این مقاله هدف . [13-6]باشد غیریکنواخت می

گرفته در حوزه آن است تا با استفاده از روند تحقیقات انجام

های مورد استفاده تعیین پارامترهای مدل اجزاء محدود سازه

، به شناسایی پارامترهای مدل اجزاء [5-1]در صنعت هوافضا 

بر پرداخته شود. در این مسیر، از ی یک ماهوارهمحدود سازه

بهره گرفته شده است.  [0, 2]راهکار مورد استفاده در مراجع 

بر با یک تیر ی ماهوارهبه بیان دیگر، در این تحقیق، سازه

تحلیلی غیریکنواخت با خواص جرمی و سفتی متغیر در طول 

عی و شکل مودهای های طبیو فرکانسسازی شده شبیه

مربوط به سه مود اول خمشی آن بصورت تحلیلی استخراج 

های خواهند شد. در ادامه، از این نتایج به عنوان داده

استفاده خواهد شد و پارامترهای مدل اجزاء  5تجربیشبه

محدود تیر مذکور به نحوی شناسایی خواهند شد تا 

دیکی را مشخصات دینامیکی مدل اجزاء محدود، بیشترین نز

به مشخصات دینامیکی تحلیلی تیر غیریکنواخت داشته 

نشان داده شده  1باشند. روند کار در این مقاله در شکل 

است. در این مسیر، به منظور شناسایی پارامترهایی از مدل 

ترین مشخصات ی نزدیکاجزاء محدود که تولیدکننده

 دینامیکی به مشخصات دینامیکی تحلیلی تیر غیریکنواخت

سازی ژنتیک استفاده خواهد شد. باشند، از الگوریتم بهینه

سازی های الگوریتم بهینهتحقیقات زیادی راجع به کاربرد

نتیک در مسائل مختلف مهندسی به انجام رسیده است. ژ

شود جهت آشنایی بیشتر با این روش  و حوزه توصیه می

 رجوع شود. [10-11]کاربرد آن در علوم مختلف به مراجع 

به ترتیبی که در ادامه به  مقاله های اینبه این ترتیب، بخش

یک به حل تحلیلی  2در بخش باشند. است میآن اشاره شده

یکنواخت با خواص جرمی و سفتی متغیر در طول تیر غیر

، 2آمده در بخش روابط بدست ،0. در بخش شودمیپرداخته 

در مورد یک مثال عددی به کار گرفته خواهند شد و 

های طبیعی و شکل مودهای مربوط به سه مود اول فرکانس

، از نتایج 4در بخش  د.نشوخمشی مثال عددی استخراج می

تجربی استفاده شده و به های شبهعنوان دادهبه 0بخش 

کمک الگوریتم ژنتیک، به شناسایی پارامترهای مدل اجزاء 

 محدود تیر مذکور پرداخته خواهد شد.

                                                        
5 Pseudo Experimental Data 
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 سفتیحل تحلیلی تیر غیریکنواخت با خواص  -2

 و جرمی متغیر در طول
 معادله دیفرانسیل حاکم بر ارتعاشات تیر عبارتست از:

(1) 
𝝏𝟐

𝝏𝒙𝟐
[𝒌(𝒙)

𝝏𝟐𝒚

𝝏𝒙𝟐
] + 𝒎(𝒙)

𝝏𝟐𝒚

𝝏𝒕𝟐
+ 𝒄(𝒙)

𝝏𝒚

𝝏𝒕

= 𝒒(𝒙, 𝒕) 
 مختصات yمختصات در راستای طول تیر،  xکه در آن 

 m(x)جانبی تیر،  سفتی k(x)در راستای عمود بر طول تیر، 

نیروی جانبی  q(x,t)استهلاک تیر و  c(x)جرم واحد طول تیر، 

وارد بر تیر است. تیر مورد بررسی در این تحقیق، یک تیر با 

در دو سر است. به این ترتیب، با فرض  1شرایط مرزی ساده

و ممان در دو انتهای تیر برابر  تغییر مکان، برای تیر Lطول 

 با صفر است:

(2) 𝒚(𝒙, 𝒕)|𝒙=𝟎 = 𝟎 

(0) 
𝝏𝟐𝒚(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒙𝟐
|
𝒙=𝟎

= 𝟎 

(4) 𝒚(𝒙, 𝒕)|𝒙=𝑳 = 𝟎 

(5) 
𝝏𝟐𝒚(𝒙, 𝒕)

𝝏𝒙𝟐
|
𝒙=𝑳

= 𝟎 

                                                        
1 Simply Support 

، به q(x,t) = 0در غیاب نیروی خارجی، ( 1جواب معادله )

 شود:( فرض می6فرم رابطه )

(6) 𝒚(𝒙, 𝒕) = 𝒘(𝒙)𝐞𝐢𝝎𝒕 
فرکانس ارتعاش تیر  ωشکل مود و  w(x)(، 6در رابطه )

(، معادله 1ی )رابطه ( در6است. با جایگذاری رابطه )

( به یک معادله دیفرانسیل ساده به فرم 1دیفرانسیل جزیی )

 ( در خواهد آمد.7معادله )

(7) 
𝒅𝟐

𝒅𝒙𝟐
[𝒌(𝒙)

𝒅𝟐𝒘

𝒅𝒙𝟐
] − [𝒎(𝒙)𝝎𝟐 − 𝐢𝒄(𝒙)𝝎]𝒘(𝒙) = 𝟎 

با  4دیفرانسل ساده مرتبه  ( یک معادله7معادله )

ضرایب متغیر بوده و حل آن به نوع ضرایب متغیر آن که 

و استهلاک تیر هستند بستگی  سفتیبیانگر خواص جرمی، 

دارد. در این تحلیل، نوع توزیع خواص جرمی، استهلاک و 

اند و از ای فرض شدهول تیر به فُرم چندجملهطدر  سفتی

 کنند.می( تبعیت 13( تا )8) روابط

(8) 𝒌(𝒙) = 𝒌𝟎(𝟏 + 𝜶𝒙)𝒏+𝟐 
(9) 𝒎(𝒙) = 𝒎𝟎(𝟏 + 𝜶𝒙)𝒏 
(13) 𝒄(𝒙) = 𝒄𝟎(𝟏 + 𝜶𝒙)𝒏 

عدی بُپارامترهای بی αو  n(، 13( تا )8که در روابط )

 سفتیی توزیع جرم، توان نحوهها میهستند که به کمک آن

 0cو  0k  ،0mو استهلاک در طول تیر را تعیین کرد. به علاوه، 

 /جرمسفتی

 طول

 تست )حل تحلیلی(  شبه         
تجربی های شبهداده

 مسأله معکوس )مشخصات تحلیلی سازه(

 

𝐸𝐼1 
𝜌𝐴1 

 

𝐸𝐼2 
𝜌𝐴2 
 

 

𝐸𝐼3 
𝜌𝐴3 
 

 

𝐸𝐼𝑁 

𝜌𝐴𝑁 
 
⋮ 

 مدل اجزاء محدود سازه تجربی )تیر غیریکنواخت(سازه شبه                         

غیریکنواخت در شناسایی پارامترهای مدل اجزاء روند استفاده از مشخصات دینامیکی تحلیلی تیر  -4شکل 

 محدود آن

ی
رس

بر
رد

مو
ت 

اخ
نو

یک
یر

 غ
زه

سا
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هستند. با  x=0، جرم و استهلاک تیر در نقطه سفتیمشخصه 

به فرم  این رابطه(، 7( در رابطه )13( تا )8جایگذاری روابط )

 ( درخواهدآمد.11رابطه )

(11) 
(1 + 𝛼𝑥)2

𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
+ 2𝛼(𝑛 + 2)(1 + 𝛼𝑥)

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
 

     +𝛼2(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 𝜃4𝑤(𝑥) = 0 

 که در آن داریم:

(12) 𝜃4 =
𝑚0𝜔

2 − 𝑖𝑐0𝜔

𝑘0

 

و اعمال آن  [14]( 10به فرم رابطه ) Δعملگر  تعریفبا 

 آید.می( در14فرم رابطه )( به 11(، رابطه )11در رابطه )

(10) ∆= 𝜶(𝒏 + 𝟏)
𝒅

𝒅𝒙
+ (𝟏 + 𝜶𝒙)

𝒅𝟐

𝒅𝒙𝟐
 

(14) (∆ + 𝜽𝟐)(∆ − 𝜽𝟐)𝒘(𝒙) = 𝟎 

( بصورت مجموع 14ی دیفرانسیل )جواب عمومی معادله

 خواهد بود: 2wو  1wهای خصوصی جواب

(15) (𝟏 + 𝜶𝒙)
𝒅𝟐𝒘𝟏

𝒅𝒙𝟐 + 𝜶(𝒏 + 𝟏)
𝒅𝒘𝟏

𝒅𝒙
+ 𝜽𝟐𝒘𝟏(𝒙)

= 𝟎 

(16) (𝟏 + 𝜶𝒙)
𝒅𝟐𝒘𝟐

𝒅𝒙𝟐
+ 𝜶(𝒏 + 𝟏)

𝒅𝒘𝟐

𝒅𝒙
− 𝜽𝟐𝒘𝟐(𝒙)

= 𝟎 
به فرم  1Zو  ξبع (، دو تا15)به منظور حل کردن معادله 

 :[14]شوند یگرفته م( در نظر 18( و )17روابط )

(17) 𝝃(𝒙) = (𝟏 + 𝜶𝒙)𝝁 
(18) 𝒁𝟏(𝝃) = 𝝃−𝝂𝒘𝟏(𝒙) 

 ( داریم:18( و )17که در روابط )

(19) 𝝁 =
𝟏

𝟐
 

(23) 𝝂 = −𝒏 

( را 15ل )(، معادله دیفرانسی18( و )17روابط ) معرفیبا 

 ( بازنویسی کرد.21توان به فرم معادله )می

(21) 
𝑑2𝑍1

𝑑𝜉2
+

1

𝜉

𝑑𝑍1

𝑑𝜉
+ (𝜂2 −

𝜈2

𝜉2
)𝑍1(𝜉) = 0 

 که در آن داریم:

(22) 𝜂 =
2𝜃

𝛼
 

با  n( یک معادله دیفرانسیل بِسل مرتبه 21معادله )

 باشد.( می20بوده و جواب عمومی به فرم رابطه ) ηپارامتر 

(20) 𝑍1(𝜉) = 𝐵1Jn(𝜂𝜉) + 𝐵2Yn(𝜂𝜉) 
به ترتیب عبارتند از توابع نوع  nYو  nJ(، 20در رابطه )

(، تابع 20( تا )17. با توجه به روابط )nاول و دوم بسل مرتبه 

1w ( بدست می24بصورت رابطه ).آید 

(24) 𝑤1(𝑥) = (1 + 𝛼𝑥)
−n

2 [𝐵1Jn(𝜂𝜉) + 𝐵2Yn(𝜂𝜉)] 

 آید:( بدست می25رابطه ) بشکل 2wبه طور مشابه، تابع 

(25) 𝑤2(𝑥) = (1 + 𝛼𝑥)
−n

2 [𝐵3In(𝜂𝜉) + 𝐵4Kn(𝜂𝜉)] 

به ترتیب عبارتند از توابع  nKو  nI(، 25که در رابطه )

. به این ترتیب، nی مرتبه شدهنوع اول و دوم بسل اصلاح

 است با:( برابر 14جواب عمومی معادله دیفرانسیل )

(26) 𝑤(𝑥) = (1 + 𝛼𝑥)
−n

2 [𝐵1Jn(𝜂𝜉) + 𝐵2Yn(𝜂𝜉)
+ 𝐵3In(𝜂𝜉) + 𝐵4Kn(𝜂𝜉)] 

( تا 2( در چهار شرط مرزی )26جایگذاری رابطه ) با

 (، و بازنویسی معادلات به فرم ماتریسی، خواهیم داشت:5)

(27) [A]4×4 {

𝐵1

𝐵2

𝐵3

𝐵4

} = {

0
0
0
0

} 

(، در پیوست 27در رابطه ) Aهای ماتریس ضرایب المان

(، معادله مشخصه تیر 27اند. با توجه به رابطه )آورده شدهالف 

 ( بدست خواهد آمد.28غیریکنواخت مورد بررسی از رابطه )

(28) det(A) = 0 
است.  η( یک معادله غیرخطی بر حسب 28رابطه )

، و فرکانس طبیعی rη(، 28اُم معادله )rرابطه بین ریشه 

، drωبررسی، اُم تیر غیریکنواخت موردrمربوط به مود 

 :[14]عبارتست از 
(29) 𝜔dr = 𝜔r√1 − 𝑑2 

 ( داریم:29که در رابطه )

(03) 𝜔r =
𝛼2𝜂r

2

4
√𝑘0 𝑚0⁄  

(01) 𝑑 =
𝑐0

𝑐c

 

(02) 
cc =

𝛼2𝜂r
2

4
√𝑘0𝑚0 

و  سفتیمثال عددی تیر غیریکنواخت با توزیع  -9

 ایجرمی چندجمله
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شده در بخش قبل، یک در این بخش، با استفاده از روابط ارائه

متغیر در طول  سفتیتیر غیریکنواخت با خواص جرمی و 

 بصورت تحلیلی بررسی شده و مشخصات دینامیکی آن

استخراج خواهد شد. تیر مورد بررسی، در دو  بصورت تحلیلی

، سفتیده و توزیع انتهای خود دارای شرایط مرزی ساده بو

( 13( و )9(، )8جرم و استهلاک در طول آن، از روابط )

کند. مشخصات هندسی و مکانیکی تیر مورد تبعیت می

 1طور که از جدول همان اند.ارائه شده 1بررسی در جدول 

مشخص است، در این تحلیل، بدون آنکه از عمومیت مسأله 

ک است. به کاسته شود، فرض شده است که تیر فاقد استهلا

بررسی بصورت تیر مورد سفتیاین ترتیب، خواص جرمی و 

نشان داده شده است، در طول تیر تغییر  2آنچه در شکل 

های طبیعی سه مود ها و فرکانسعلاوه، شکل مودکند. بهمی

و  0اول خمشی تیر غیریکنواخت مورد بررسی، در شکل 

 اند.ارائه شده 2جدول 

 مکانیکی تیر مورد بررسی مشخصات هندسی و -4جدول 
n α oc )2N.m( 0k (kg/m) 0m L (m) 

1 2/3 3 133 13 13 

 

      
نمای شماتیک تیر ناهمگن مورد بررسی و توزیع  -2شکل 

 در طول آن سفتیجرم و 

آینده، با استفاده از مشخصات دینامیکی تیر  بخشدر 

ی غیریکنواخت بدست آمده در این بخش، به حل مسأله

و جرمی مدل اجزاء  سفتیمعکوس شناسایی پارامترهای 

، به کمک الگوریتم 2شده در شکل دادهمحدود تیر نمایش

 سازی ژنتیک پرداخته خواهد شد.بهینه

 
 تیرِ r=1,2,3شکل مودهای مربوط به مودهای  -9شکل 

 2شکل 

های طبیعی سه مود اول خمشی تیر فرکانس -2 جدول

 2 شکل

 ηr (Hz) rω (rشماره مود )

1 2676/4 5929/3 

2 6517/8 0673/2 

0 9091/12 2940/5 
 

و جرم مدل اجزاء  سفتیشناسایی پارامترهای  -1

 محدود تیر غیریکنواخت
شده در بخش قبل در این بخش، تیر غیر یکنواخت بررسی

المان  63برنولی با -توسط مدل اجزاء محدود یک تیر اویلر

شود. هدف از این کار آن است تا پارامترهای سازی میشبیه

و جرم مدل مذکور، با استفاده از مشخصات دینامیکی  سفتی

ازی سو به کمک الگوریتم بهینه 2یکنواخت شکل غیر تیر

شده به روش ژنتیک شناسایی شوند. در مرحله اول، تیر مدل

شود. به این ترتیب، با اجزاء محدود، یکنواخت فرض می

سازی ژنتیک به مناسب در الگوریتم بهینه 1تعریف تابع هدفی

نحوی که با کمینه شدن آن، مشخصات دینامیکی مدل اجزاء 

ر بخش آمده دمحدود به مشخصات دینامیکی تحلیلی بدست

و جرم مدل اجزاء  سفتیقبل نزدیک شوند، پارامترهای 

ای که باید به آن توجه محدود شناسایی خواهند شد. نکته

شود آن است که در این مرحله، به علت یکنواخت بودن مدل 

و جرم مدل  سفتیاجزاء محدود تیر، تغییر در پارامترهای 

جاد های شکل مود آن ایاجزاء محدود، تغییری در بردار

نخواهد کرد. در نتیجه، در این مرحله، سعی تابع هدف تنها 

                                                        
1 Objective Function 
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فرکانس طبیعی بدست آمده از مدل  0در نزدیک کردن 

تحلیلی و اجزاء محدود تیر غیریکنواخت مورد بررسی است. 

در رابطه با شناسایی پارامترهای  Jبه این ترتیب، تابع هدف 

م رابطه و جرم مدل اجزاء محدود تیر یکنواخت به فر سفتی

 شود.( انتخاب می00)

(00) 
J = |

𝜔1m − 𝜔1d

𝜔1d

| + |
𝜔2m − 𝜔2d

𝜔2d

|

+ |
𝜔2m − 𝜔2d

𝜔2d

| 

به ترتیب  dو  mهای (، زیرنویس00که در رابطه )

از مدل اجزاء محدود و مدل  آمدهمربوط به مقادیر بدست

تحلیلی هستند. در مقابل، با افزایش تعداد سطوح مقطع تیر 

مدل شده به روش اجزاء محدود از یک سطح مقطع، یا همان 

تیر یکنواخت، به بیش از یک سطح مقطع،  این امکان فراهم 

خواهد شد تا معیار تطابق بین شکل مودهای بدست آمده از 

ل تحلیلی نیز در تابع هدف لحاظ مدل اجزاء محدود و مد

سازی ژنتیک بر این شود. به این ترتیب، سعی الگوریتم بهینه

و جرمی تیر اجزاء محدود را  سفتیخواهد بود تا پارامترهای 

های بدست آمده از تنها فرکانسبه نحوی شناسایی کند تا نه

دو مدل بیشترین نزدیکی را به هم داشته باشند، بلکه تطابق 

آمده از مدل اجزاء محدود مودهای تحلیلی و بدستکلبین ش

برای سنجش  1MACنیز بیشینه شود. در این مقاله، از معیار 

میزان انطباق بردارهای شکل مود بدست آمده از دو مدل 

در  MACتحلیلی و اجزاء محدود استفاده شده است. مقدار 

ر بوده و ه 1حالت انطباق کامل دو بردار شکل مود برابر با 

تری داشته باشند، این معیار چه دو بردار شکل مود انطباق کم

ها و کاربردهای این معیار به صفر نزدیک خواهد شد. ویژگی

مورد بررسی قرار  [17-15]بصورت مبسوط در مراجع 

سایی پارامترهای اند. به این ترتیب، تابع جهت شناگرفته

و جرم مدل اجزاء محدود تیر غیریکنواخت با بیش از  سفتی

  شود.می ( انتخاب04یک سطح مقطع به فرم رابطه )

(04) 

𝐽 = |
𝜔1𝑚 − 𝜔1𝑑

𝜔1𝑑

| + |
𝜔2𝑚 − 𝜔2𝑑

𝜔2𝑑

| 

+ |
𝜔2𝑚 − 𝜔2𝑑

𝜔2𝑑

|  +
1

𝑀𝐴𝐶(𝜑1𝑚, 𝜑1𝑑)
 

+
1

𝑀𝐴𝐶(𝜑2𝑚, 𝜑2𝑑)
+

1

𝑀𝐴𝐶(𝜑3𝑚 , 𝜑3𝑑)
 

                                                        
1 Modal Assurance Criterion 

امُ iبردار شکل مود مربوط به مود  iφ(، 04که در رابطه )

دل است. لازم به ذکر است که حین شناسایی پارامترهای م

از آمده خی قیود بدستاجزاء محدود یک سازه، با اعمال بر

تجربی به پارامترهای مدل اجزاء  هایگیریمشاهدات و اندازه

را افزایش  شدهدقت پارامترهای شناساییتوان محدود، می

جانبی و جرم  سفتیافزایش  مشاهده در  این مقاله،. در داد

 است قیودیاز جمله  xواحد طول تیر با افزایش در مختصات 

و جرمی مدل اجزاء محدود  سفتیکه در تعیین پارامترهای 

تیر لحاظ شده است. به علاوه، برابر بودن جرم کلی تیر 

تحلیلی با جرم مدل اجزاء محدود آن، از دیگر قیود لحاظ 

باشد. حین شناسایی پارامترهای مدل اجزاء محدود می شده

سازی شوند تا نه تنها الگوریتم بهینهاین قیود باعث می

تری همگرا شود، بلکه با ایجاد های مناسبژنتیک به جواب

سازی، از تعداد پارامترهای رابطه بین پارامترهای بهینه

مستقل کاسته شده و از حجم محاسبات کم شود. قیود و 

شده در این مقاله جهت شناسایی الگوریتم استفاده

به  2پارامترهای مدل اجزای محدود تیر غیریکنواخت شکل 

 اند.نمایش داده شده 4و شکل  0ترتیب در جدول 

شده در شناسایی پارامترهای مدل قیود استفاده3-  جدول

 N=1,2,3,4اجزاء محدود تیر با تعداد سطوح مقطع 

N  جرمیقیود  سفتیقیود 

1 - - 

2 EI1<EI2 
ρA1+ρA2=40 

ρA1<ρA2 

0 EI1<EI2<EI3 
ρA1+ρA2+ρA3=60 

ρA1<ρA2<ρA3
 

4 EI1<EI2<EI3<EI4 
ρA1+ρA2+ρA3+ρA4=80 

ρA1<ρA2<ρA3<ρA4
 

 

 
مدل  سفتیالگوریتم شناسایی پارامترهای جرمی و  -1شکل 

 سازی ژنتیکاجزاء محدود تیر به کمک الگوریتم بهینه

 (  iρAپارامتر جرمی )
 (iEIپارامتر سختی )

1mφ, 1mω 

2mφ, 2mω 

3mφ, 3mω 

سازی تابع هدف کمینه تابع هدف

 الگوریتم ژنتیکتوسط 

1dφ, 1dω 

2dφ, 2dω 

3dφ, 3dω 

 مدل تحلیلی

 قیود

 مدل
 اجزاء محدود 
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برای هر  4شده در شکل دادهدر ادامه، الگوریتم نشان

های اجزاء محدود تیر با تعداد سطوح مقطع یک از مدل

N=1,2,3,4  پنج بار اجرا خواهد شد. از میان پارامترهای

شده در شکل دادهبدست آمده از پنج بار اجرای الگوریتم نشان

هدف، ترین تابع مربوط به کم سفتی، پارامترهای جرمی و 4

شوند. به عنوان پارامترهای مدل اجزاء محدود انتخاب می

برای  4نتایج حاصل از پنج بار اجرای الگوریتم شکل 

 N=1,2,3,4های اجزاء محدود تیر با تعداد سطوح مقطع مدل

اند. از آنجا که تابع هدف استفاده شده ارائه شده 4در جدول 

های اجزاء و جرم مدل سفتیرسانی پارامترهای روزدر به

محدود تیر با بیش از یک سطح مقطع یکسان و برابر با رابطه 

ترین تابع هدف مربوط به ( بوده است،  مقایسه مقادیر کم04)

 N=2,3,4های اجزاء محدود با تعداد سطوح مقطع مدل

شود که با افزایش پذیر است. به این ترتیب، مشاهده میامکان

ترین تابع حدود، مقدار کمدر تعداد سطوح مقطع مدل اجزاء م

(، 04کند. از طرفی، با توجه به رابطه )هدف، کاهش پیدا می

شود که تابع هدف، بیانگر اختلاف بین مشخصات مشاهده می

دینامیکی  بدست آمده از دو مدل تحلیلی و اجزاءمحدود بوده 

دهنده افزایش دقت مدل اجزاء و کاهش مقدار آن، نشان

خصات دینامیکی مدل تحلیلی تیر محدود در بازتولید مش

طور که انتظار غیریکنواخت است. به این ترتیب، همان

شود که با افزایش تعداد سطوح مقطع رود، مشاهده میمی

سازی مدل اجزاء محدود تیر غیریکنواخت، این مدل در شبیه

با دقت بیشتری  2رفتار دینامیکی تیر غیریکنواخت شکل 

مودهای افزایش دقت شکل 7و  6، 5های کند. شکلعمل می

بدست آمده از مدل اجزاء محدود تیر بر اثر افزایش تعداد 

دهند. لازم به ذکر است که سطوح مقطع مدل را نمایش می

و جرم مدل اجزاء  سفتی، پارامترهای 7و  6، 5های در شکل

 4، از ردیفی از جدول Nمحدود تیر با تعداد سطح مقطع 

 minJترین تابع هدف ن، مقدار کماند که در آانتخاب شده

 اند.مشخص شده *کمینه بوده و توسط بالانویس 

بدست آمده از مدل اجزاء محدود  طبیعیهای فرکانس

، تحت N=1,2,3,4تیر غیریکنواخت با تعداد سطوح مقطع 

شده در سطرهایی از جدول و جرم گزارش سفتیپارامترهای 

کمینه است، در جدول  minJترین تابع هدف ها کمکه در آن 4

  اند.ارائه شده 5

 
 

 

 N=1,2,3,4های اجزاء محدود تیر با تعداد سطوح مقطع برای مدل 1نتایج حاصل از پنج بار اجرای الگوریتم شکل  4 جدول

N 
)2(N·m iEI

 
 (kg/m)i m 

minJ 
i=1 i=2 i=3 i=4  i=1 i=2 i=3 i=4 

1 

469/059 - - -  13 - - - 3378998/3 
899/059 - - -  312/13 - - - 3378845/3 

601/059 - - -  334/13 - - - 3378863/3 

860/059 - - -  311/13 - - - *3378826/3 

384/063 - - -  317/13 - - - 3378862/3 

2 

7051/576 7711/910 - -  9997/19 3330/23 - - 1916/0 
6017/568 0537/902 - -  9845/19 3145/23 - - *1864/0 

6017/568 0537/902 - -  9845/19 3145/23 - - 1864/0 

6017/568 0537/902 - -  9845/19 3145/23 - - 1864/0 

6017/568 0537/902 - -  9845/19 3145/23 - - 1864/0 

0 

1375/499 4546/764 0002/962 -  8964/19 7376/19 0963/23 - 1748/0 
1782/090 9080/889 207/1385 -  6526/16 2104/21 1043/22 - *1049/0 

9276/099 9081/886 173/1358 -  6640/16 2623/21 3707/22 - 1413/0 

7236/485 9949/814 2840/919 -  6622/16 1300/21 2046/22 - 2300/0 

1083/411 4230/881 362/1314 -  6636/16 2976/21 3418/22 - 1525/0 

4 

8202/083 7216/690 7090/953 401/1306  9853/14 8256/19 5929/22 5966/22 1129/0 
6569/057 4793/692 0209/980 031/1389  9879/14 9877/19 5368/22 5176/22 *3918/0 

7493/064 5312/731 7089/955 886/1371  9938/14 9942/19 4695/22 5455/22 1310/0 

6030/079 8483/712 8150/921 129/1304  9972/14 9600/19 4801/22 5564/22 1187/0 

6298/063 1618/736 9819/950 885/1376  9917/14 9930/19 5310/22 5167/22 1330/0 
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مود اول تحلیلی و بدست آمده از مدل اجزاء شکل -5شکل 

های محدود تیر غیریکنواخت با تعداد سطح مقطع
N=1,2,3,4 

 

 

مود دوم تحلیلی و بدست آمده از مدل اجزاء شکل -6شکل 

های محدود تیر غیریکنواخت با تعداد سطح مقطع
N=1,2,3,4 

 
 

 

مود سوم تحلیلی و بدست آمده از مدل اجزاء شکل -7شکل 

های محدود تیر غیریکنواخت با تعداد سطح مقطع
N=1,2,3,4 

 

شده در جا، لازم به ذکر است که مقادیر گزارشدر این

افزار با استفاده از ابزار الگوریتم ژنتیک موجود در نرم 4جدول 

شده، تعداد جمعیت در اند. در تحلیل انجاممتلب بدست آمده

های نسلانتخاب گردید و بیشینه تعداد  153هر نسل مقدار 

، 2، 1اد سطوح مقطع تولید شده برای تیر اجزاء محدود با تعد

 بوده است. 0233و  2633، 2133، 1333به ترتیب  4و  0

شده در این مقادیر سایر پارامترهای الگوریتم ژنتیک استفاده

به این ترتیب، به  افزار متلب هستند.فرضِ نرمپیش ،تحلیل

عنوان مثال، الگوریتم ژنتیک در مورد تیر با تعداد سطح 

، آنقدر به تولید نسل پرداخته و در تولید جمعیت 0مقطع 

نسل بعدی از افراد با شرایط مطلوب در نسل جاری استفاده 

ترین مقادیر تابع هدف دو نسل کند تا اختلاف بین کممی

تحت این شرایط، الگوریتم  تر شود.متوالی از حد معینی کم

ی مقدار ژنتیک، افرادی از آخرین نسل که تولید کننده

ی تابع هدف هستند را به عنوان پارامترهای مطلوب کمینه

کند. در غیر اینصورت و در شرایطی که در معرفی می

های تعیین شده، که برای تیر با سه ی تعداد نسلمحدوده

ترین مقادیر بین کمنسل است، اختلاف  2633سطح مقطع 

تر افزار کمفرض نرمتابع هدف دو نسل متوالی از حد پیش

که تولید  2633افرادی از نسلِ نشود، الگوریتم ژنتیک 

ترین تابع هدف در این نسل هستند را به عنوان ی کمکننده

در تحلیل حاضر،  بیشینه  کند.پارامترهای مطلوب معرفی می

ای تعداد سطوح مقطع مختلف های تولید شده برتعداد نسل

به نحوی تعیین شده است تا کاهش اختلاف بین مقادیر 

کمینه تابع هدف در دو نسل متوالی از حد مطلوب، باعث 

ها از بیشینه تعداد و نه تجاوز تعداد نسل توقف الگوریتم شود

توان مطمئن بود که . به این ترتیب، میهای مجازنسل

ک همگرایی متوقف شده است. الگوریتم بر اثر رسیدن به ی

ها ترین مقدار تابع هدف با افزایش تعداد نسلروند کاهش کم

به  4و  0، 2، 1برای تیر اجزاء محدود با تعداد سطوح مقطع 

 است.شدهنمایش داده 11تا  8های ترتیب در شکل

 

 
 

مدل  ترین مقدار تابع هدف در هر نسل برایکم -4شکل 

 تیر یکنواخت اجزاء محدود
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ترین مقدار تابع هدف در هر نسل برای مدل کم -3شکل 

 با دو سطح مقطعاجزاء محدود تیر 

 
 

ترین مقدار تابع هدف در هر نسل برای مدل کم -41شکل 

 با سه سطح مقطعاجزاء محدود تیر 
 

 
 

ترین مقدار تابع هدف در هر نسل برای مدل کم -44شکل 

 با چهار سطح مقطعاجزاء محدود تیر 
 
 

های طبیعی بدست آمده از مدل فرکانس 5- جدول

محدود تیر غیریکنواخت با تعداد سطوح مقطع اجزاء
N=1,2,3,4 

 تعداد سطح مقطع 
N=1 N=2 N=3 N=4 

  (Hzفرکانس )
1mω 5923/3 5858/3 5929/3 5903/3 

2mω 0683/2 0959/2 0281/2 0548/2 
3mω 0283/5 2940/5 4225/5 2909/5 

     (%خطا )
(ω1m - ω1d)/ ω1d 1/3 2/1 3/3 3/3 
(ω2m - ω2d)/ ω2d 3/3 2/1 6/1 5/3 
(ω3m - ω3d)/ ω3d 6/3 3/3 4/2 3/3 

 

شده در جدول های طبیعی گزارشبا توجه به فرکانس 

های شود که روند افزایش دقت در فرکانس، مشاهده می5

بدست آمده از مدل اجزاء محدود تیر غیریکنواخت بر اثر 

افزایش تعداد سطوح مقطع تیر، مشابه با آنچه در مورد شکل 

مودهای بدست آمده از مدل اجزاء محدود مشاهده گردید 

بوده و در برخی موارد، دقت فرکانس بدست آمده از مدل ن

یابد. با اجزاء محدود با افزایش تعداد سطح مقطع، کاهش می

، 4در جدول  minJاین وجود، با مقایسه مقادیر کمینه تابع 

شود که افزایش تعداد سطوح مقطع در مدل مشاهده می

اجزاء محدود تیر با بیش از یک سطح مقطع، باعث کاهش 

شود. به عبارت دیگر، افزایش می minJی تابع قدار کمینهم

تعداد سطوح مقطع مدل اجزاء محدود تیر غیریکنواخت، 

باعث افزایش دقت مدل اجزاءمحدود در بازتولید مشخصات 

 شود.می 2دینامیکی تیر غیریکنواخت شکل 

 گیرینتیجه -5
ی معکوس شناسایی پارامترهای در این مقاله، به حل مسأله

یکنواخت به کمک الگوریتم مدل اجزاء محدود یک تیر غیر

های طبیعی سازی ژنتیک پرداخته شد. در ابتدا، فرکانسبهینه

و شکل مودهای مربوط به سه مود اول خمشی یک تیر 

با فرم توانی در طول،  سفتیغیریکنواخت با توزیع جرمی و 

به روش تحلیلی استخراج گردید. در ادامه، از مشخصات 

تجربی استفاده های شبهنامیکی بدست آمده به عنوان دادهدی

شد و پارامترهای مدل اجزاء محدود تیر غیریکنواخت 

بررسی به نحوی شناسایی شدند که رفتار دینامیکی مدل مورد

اجزاء محدود بیشترین نزدیکی را به رفتار تیرغیریکنواخت 

بررسی داشته باشد. در این مسیر، از الگوریتم مورد

سازی ژنتیک به منظور کمینه کردن تابع هدف هینهب

شده استفاده گردید. با مقایسه نتایج بدست آمده، تعریف

مشاهده گردید که با افزایش تعداد سطوح مقطع مدل اجزاء 

محدود تیر غیریکنواخت، دقت مدل اجزاء محدود در بازتولید 

مشخصات دینامیکی تحلیلی تیر غیریکنواخت افزایش 

  یابد.می

 پیوست الف -6

 ( عبارتند از:27در رابطه ) Aهای ماتریس ضرایب المان

(05) 𝑎11 = J𝑛(𝜂) 
(06) 𝑎12 = Y𝑛(𝜂) 

(07) 𝑎13 = I𝑛(𝜂) 
(08) 𝑎14 = K𝑛(𝜂) 
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(09) 𝑎21 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑛

2
(
𝑛

2
+ 1)𝛼2(1 + 𝛼𝑥)−(

𝑛

2
+2)

J𝑛(𝜂𝜉)

−𝑛𝛼(1 + 𝛼𝑥)−(
𝑛

2
+1) 𝑑(J𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥

+(1 + 𝛼𝑥)−
𝑛

2
𝑑2(J𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥2 ]
 
 
 
 
 
 

𝑥=0

 

(43) 𝑎22 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑛

2
(
𝑛

2
+ 1)𝛼2(1 + 𝛼𝑥)−(

𝑛

2
+2)

Y𝑛(𝜂𝜉)

−𝑛𝛼(1 + 𝛼𝑥)−(
𝑛

2
+1) 𝑑(Y𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥

+(1 + 𝛼𝑥)−
𝑛

2
𝑑2(Y𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥2 ]
 
 
 
 
 
 

𝑥=0

 

(41) 𝑎23 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑛

2
(
𝑛

2
+ 1)𝛼2(1 + 𝛼𝑥)−(

𝑛

2
+2)

I𝑛(𝜂𝜉)

−𝑛𝛼(1 + 𝛼𝑥)−(
𝑛

2
+1) 𝑑(I𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥

+(1 + 𝛼𝑥)−
𝑛

2
𝑑2(I𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥2 ]
 
 
 
 
 
 

𝑥=0

 

(42) 𝑎24 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑛

2
(
𝑛

2
+ 1)𝛼2(1 + 𝛼𝑥)−(

𝑛

2
+2)

K𝑛(𝜂𝜉)

−𝑛𝛼(1 + 𝛼𝑥)−(
𝑛

2
+1) 𝑑(K𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥

+(1 + 𝛼𝑥)−
𝑛

2
𝑑2(K𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥2 ]
 
 
 
 
 
 

𝑥=0

 

(40) 𝑎31 = [(1 + 𝛼𝑥)
−𝑛

2 J𝑛(𝜂𝜉)]
𝑥=𝐿

 

(44) 𝑎32 = [(1 + 𝛼𝑥)
−𝑛

2 Y𝑛(𝜂𝜉)]
𝑥=𝐿

 
(45) 𝑎33 = [(1 + 𝛼𝑥)

−𝑛

2 I𝑛(𝜂𝜉)]
𝑥=𝐿

 

(46) 𝑎34 = [(1 + 𝛼𝑥)
−𝑛

2 K𝑛(𝜂𝜉)]
𝑥=𝐿

 

(47) 𝑎41 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑛

2
(
𝑛

2
+ 1)𝛼2(1 + 𝛼𝑥)−(

𝑛

2
+2)

J𝑛(𝜂𝜉)

−𝑛𝛼(1 + 𝛼𝑥)−(
𝑛

2
+1) 𝑑(J𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥

+(1 + 𝛼𝑥)−
𝑛

2
𝑑2(J𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥2 ]
 
 
 
 
 
 

𝑥=𝐿

 

(48) 𝑎42 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑛

2
(
𝑛

2
+ 1)𝛼2(1 + 𝛼𝑥)−(

𝑛

2
+2)

Y𝑛(𝜂𝜉)

−𝑛𝛼(1 + 𝛼𝑥)−(
𝑛

2
+1) 𝑑(Y𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥

+(1 + 𝛼𝑥)−
𝑛

2
𝑑2(Y𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥2 ]
 
 
 
 
 
 

𝑥=𝐿

 

(49) 𝑎43 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑛

2
(
𝑛

2
+ 1)𝛼2(1 + 𝛼𝑥)−(

𝑛

2
+2)

I𝑛(𝜂𝜉)

−𝑛𝛼(1 + 𝛼𝑥)−(
𝑛

2
+1) 𝑑(I𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥

+(1 + 𝛼𝑥)−
𝑛

2
𝑑2(I𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥2 ]
 
 
 
 
 
 

𝑥=𝐿

 

(53) 𝑎44 =

[
 
 
 
 
 
 
𝑛

2
(
𝑛

2
+ 1)𝛼2(1 + 𝛼𝑥)−(

𝑛

2
+2)

K𝑛(𝜂𝜉)

−𝑛𝛼(1 + 𝛼𝑥)−(
𝑛

2
+1) 𝑑(K𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥

+(1 + 𝛼𝑥)−
𝑛

2
𝑑2(K𝑛(𝜂𝜉))

𝑑𝑥2 ]
 
 
 
 
 
 

𝑥=𝐿
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