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  چکیده
قرار گرفته است.  یمورد بررس يرد یرت يبا استفاده از تئور یکالاست یطواقع در مح یزوالکتریکپ یرنانوت ییکمقاله کمانش عرض یندر ا
از مدل پاسترناك  یکمدل کردن بستر الاست يو اختلاف دما قرار دارد. برا یولتاژ خارج یکشده و تحت  یضخامت قطب يدر راستا یرنانوت
مکان  ییرتغ-روابط کرنش یاستفاده شده است. ابتدا به بررس یکرنش یانگراد یسیتهالاست يکوچک از تئور یاساثرات مق یبررس يو برا

دستگاه معادلات و بدست  ینحل ا ياند. برا معادلات تعادل بدست آمده یلتونو اصل هم يپرداخته شده، سپس با استفاده از روش انرژ
 يکمانش، ولتاژ اعمال شده، پارامترها يدما، مود ها ییراتاثرات تغ یتاستفاده شده است. در نها لیلیاز روش تح یآوردن بار کمانش بحران

 ینچن نشان داده شده است. هم یو نسبت ولتاژ بحران یبحران ينسبت دما ی،بر نسبت بار کمانش بحران یکالاست یطکوچک و مح یاسمق
ولتاژ  یشبا افزا دهند ینشان م یجو تنش کوپل اصلاح شده صورت گرفته است. نتا یکرنش یانگراد یسیتهالاست يدو تئور یانم اي یسهمقا

  .یابد یکاهش م یبحران يو نسبت دما یشافزا یزن یش بحراناعمال شده، نسبت بار کمان
  .پاسترناك یطمح ی؛کرنش یانگراد یسیتهالاست يتئور ي؛رد یرت يتئور یزوالکتریک؛پ یرنانوت:کلمات کلیدي
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Abstract 
Electro-thermo-mechanical transverse buckling of an embedded piezoelectric nanobeam (PNB) is 
investigated in this article based on Reddy beam theory (RBT). Surrounded elastic medium is simulated by 
the Pasternak foundation. The small scale effects are taken into account using strain gradient theory (SGT). 
In order to control the vibration characteristics, the PNB is subjected to an applied voltage in the thickness 
direction and a uniform temperature change. The governing equations are derived based on the energy 
method and Hamilton's principle which are then solved by an analytical method to obtain the critical 
buckling load. The effects of temperature change, external electric voltage, the material length scale 
parameters and elastic medium on the buckling load ratio of the PNB are studied in detail. Moreover, a 
comparison between modified couple stress theory and strain gradient theory is carried out. The presented 
results indicate that increasing the external applied voltage increases the buckling load ratio of the 
piezoelectric nanobeam. 

Keywords:Piezoelectric nanobeam; Reddy beam theory; Srain gradient theory; Pasternak foundation. 
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  مقدمه -1
مهندسی از جمله ها در علوم  تیرها یکی از پرکاربردترین سازه

باشند. در این میان،  مهندسی معماري، عمران و مکانیک می
نانوتیرها به عنوان یکی از نانوساختارهاي یک بعدي 

اند. به تازگی  کاربردهاي مختلفی در فناوري نانو پیدا کرده
ي بررسی رفتار مکانیکی نانوتیرها  مطالعات زیادي در زمینه

استفاده از تئوري غیر  ] با1[ 1. تايصورت گرفته است
به بررسی خمش، کمانش و ارتعاشات  2موضعی الاستیسیته
] کمانش 2همکاران [ و 3چنین الطاهر همنانوتیرها پرداخت. 

استاتیکی نانوتیرهاي مدرج تابعی را با استفاده از تئوري غیر 
ها براي  موضعی الاستیسیته مورد بررسی قرار دادند. آن

برنولی -م از تئوري تیر اویلربدست آوردن معادلات حاک
] نیز 3فرد شرابیانی و حائري یزدي [ استفاده کردند. اصغري

را مطالعه  4ارتعاشات غیر خطی نانوتیرهاي مدرج تابعی
ها در تحلیلی خود از تئوري تیر اویلر برنولی  کردند. آن

استفاده کرده و با در نظر گرفتن اثرات سطح نشان دادند که 
نانوتیر مدرج تابعی، اثرات سطح بر فرکانس  با افزایش ابعاد

  یابد.  بعد کاهش می طبیعی بی
هاي  مواد پیزوالکتریک بسیار پر کاربرد بوده و در زمینه

هاي  اي، کارخانه فضا، انرژي هسته-چون هوا مهمی هم
ها کاربرد دارند. لقمان و  شیمیایی، الکترونیک و بیومتریال

مواد بر اثر تغییر شکل یا  ] نشان دادند، در این4همکاران [
بارگذاري مکانیکی میدان الکتریکی تولید شده و بر اثر اعمال 

دهد.  میدان الکتریکی، تغییر شکل در ساختار ماده رخ می
بینی اثرات سطح بر  ] براي پیش5نژاد [ قشلاقی و هاشمی

هاي پیزوالکتریک یک حل تحلیلی  ارتعاشات عرضی نانوسیم
شات غیر خطی نانوتیر پیزوالکتریک تحت ارائه نمودند. ارتعا

اختلاف دماي یکنواخت و ولتاژ خارجی توسط که و همکاران 
برنولی و -ها از تئوري تیرهاي اویلر ] ارائه شد. آن6[

تیموشنکو براي مدل کردن نانوتیر و از تئوري غیر موضعی 
الاستیسیته براي بررسی اثر مقیاس کوچک استفاده کردند و 

ه با افزایش ولتاژ خارجی فرکانس طبیعی نشان دادند ک
] 7یابد. خدامی مرقی و همکاران [ سیستم کاهش می

                                                        
1Thai 
2Nonlocal elasticity theory 
3Eltaher 
4Functionally graded 

ي نیتریدبور حاوي  ي دو جداره ارتعاشات غیر خطی نانولوله
جریان سیال ویسکوز واقع در محیط پاسترناك را با استفاده 

ها  از تئوري غیر موضعی الاستیسیته مطالعه کردند. نتایج آن
ه توزیع پتانسیل الکتریکی در طول نانولوله با نشان داد ک

  یابد. افزایش اثر مقیاس کوچک، کاهش می
طبق تئوري موضعی الاستیسیته، تنش در هر نقطه از 
یک ماده وابسته به کرنش و تغییر مکان در همان نقطه از 

باشد. بنابراین تئوري موضعی وابسته به اندازه نبوده و  ماده می
ي تحلیل رفتار مکانیکی نانوساختارها اثرات جایی که برا از آن

باشد، براي تحلیل  مقیاس کوچک حائز اهمیت می
هاي مقیاس کوچک از جمله  بایست از تئوري نانوساختارها می

]، تئوري الاستیسیته 9و8تئوري غیرموضعی الاستیسیته [
 6]و تئوري تنش کوپل اصلاح شده14-10[ 5گرادیان کرنشی

. طبق تئوري الاستیسیته گرادیان ] استفاده شود16و15[
، بردار 7کرنشی چگالی انرژي کرنشی تابعی از تنسور کرنش

و تنسور  9، تنسور گرادیان کشش انحرافی8گرادیان اتساع
] از تئوري 10و همکاران [ 11. یینباشد می 10گرادیان چرخش

هاي حاوي  گرادیان کرنشی براي بررسی رفتار دینامیکی لوله
یاس میکرو استفاده کردند. براي یافتن جریان سیال در مق

 و 12حاکم بر میکروتیرها ژائومعادلات حرکت غیر خطی 
] از اصل همیلتون به همراه تئوري گرادیان 11همکاران [

کرنشی استفاده کردند. در تحقیقی دیگر صادقی و همکاران 
] براي نشان دادن اثرات مقیاس کوچک بر روي خمش، 12[

یکروتیرهاي مدرج تابعی تئوري گرادیان ارتعاشات و پایداري م
] 13کرنشی را مورد استفاده قرار دادند. قایش و همکاران [

ارتعاشات اجباري غیرخطی یک میکروتیر را مورد بررسی قرار 
ها براي بررسی اثرات مقیاس کوچک ار تئوري  دادند. آن

ي گرادیان کرنشی استفاده کردند. خمش  الاستیسیته
شات آزاد و کمانش میکروتیرها با استفاده از استاتیکی، ارتعاا

ي گرادیان  ي الاستیسیته تئوري تیر تیموشنکو و نظریه

                                                        
5Strain gradient elasticity theory 
6Modified couple stress theory 
7Strain tensor 
8Dilatation gradient tensor 
9Deviatoric stretch gradient tensor 
10Rotation gradient tnesor 
11Yin 
12Zhao 
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] مورد بررسی قرار 14[ و همکاران 1کرنشی توسط ژنگ
  گرفت. 

ي حاضر و با توجه به  بر اساس اطلاعات نویسندگان مقاله
هاي معتبر علمی، کمانش  هاي انجام گرفته در پایگاه بررسی

تیرهاي ردي با استفاده از تئوري الاستیسیته گرادیان نانو
اند. در این مقاله  کرنشی تاکنون مورد بررسی قرار نگرفته

کمانش عرضی الکتروترمومکانیکی نانوتیر پیزوالکتریک واقع 
در بستر پاسترناك مورد مطالعه قرار گرفته است. بدین منظور 

راي بررسی براي مدل کردن نانوتیر از تئوري تیر ردي و ب
اثرات مقیاس کوچک از تئوري الاستیسیته گرادیان کرنشی 

چنین از اصل همیلتون و روش انرژي  استفاده شده است. هم
براي یافتن دستگاه معادلات حرکت و از حل تحلیلی براي 
بدست آوردن بار کمانش بحرانی استفاده شده است. در پایان 

قیاس کوچک، نیز اثرات تغییرات دما، مودهاي کمانش، م
ولتاژ خارجی اعمالی و محیط الاستیک بر روي نسبت بار 
کمانش بحرانی، نسبت دماي بحرانی و نسبت ولتاژ بحرانی 
براي هر دو تئوري گرادیان کرنشی و تنش کوپل اصلاح شده 

  نشان داده شده است.
  
 تئوري پیزوالاستیسیته گرادیان کرنشی -2

طبق تئوري پیزوالاستیسیته گرادیان کرنشی، چگالی انرژي 
 ijبه صورت تابعی از تنسور کرنش متقارن  sکرنشی 

، تنسور انحرافی گرادیان کشش iبردار گرادیان اتساع 
 1
ijkرادیان چرخش متقارن ، تنسور گs

ij  و بردار میدان
ي  باشد. بنابراین انرژي کرنشی یک ماده می iEالکتریکی 

کند به صورت زیر  را اشغال می پیزوالکتریک که حجم 
  :]8شود [ بیان می
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  توان نوشت: که روابط زیر را می
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s
ij i j j i     

,  و)- 2( ,i iE    
هاي بردار  مؤلفه iهاي بردار جابجایی،  مؤلفه iuکه 

تنسور متناوب و  ijkeعملگر دلتاي کرونیکر،  ijچرخش، 
 باشد. تنسور تنش  پتانسیل الکتریکی میij بردار ،

ip ،هاي مراتب بالاتر  ، تنشiDجابجایی الکتریکی  1
ijk  و

s
ijm توان نوشت: را به صورت زیر می  
2  الف)- 3( ,ij kk ij ij      

2  ب)- 3(
02 ,i ip l   

  ج)- 3(   1 12
12 ,ijk ijkl    

2  د)- 3(
22 ,s s

ij ijm l   
i,  ه)- 3( imn mm im mD e E   

تنسور مرتبه سوم  imneضرایب لامه،  و  در روابط بالا
تنسور دي الکتریک و  imضرایب پیزوالکتریک، 

 0 1 2, ,l l l باشند. پارامترهاي مقیاس طول ماده می  
  
  معادلات حاکم -3

نمایی از تیر پیزوالکتریک واقع در محیط الاستیک با ضخامت 
h  و طولL  1که تحت ولتاژ خارجی  قرار دارد در شکل 

  نشان داده شده است. 

  
شماتیک نانو تیر پیزوالکتریک واقع در محیط  - 1شکل 

  الاستیک تحت بار محوري
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توان نوشت  توزیع پتانسیل الکتریکی را به صورت زیر می
]17:[  

)4(        02, , cos , ,zVx z t z x t
h

      

h)، 4(   رابطهدر   ؛ ,x t  تغییرات مکانی و
ولتاژ خارجی  0Vو  xزمانی پتانسیل الکتریکی در جهت 

  اعمال شده است. 
  با توجه به تئوري تیر ردي میدان جابجایی در جهات

x ،y  وz  را که به ترتیب با 1 , , ,u x y z t ،
 2 , , ,u x y z t  و 3 , , ,u x y z t دهند، به  نشان می
  توان نوشت: صورت زیر می
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  توان بازنویسی کرد: می
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) 5ج) و (-2الف)، (- 2چنین با استفاده از معادلات ( هم
  توان نتیجه گرفت: روابط زیر را می
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) نیز معادلات زیر را 5د) و (-2بکارگیري معادلات (
  دهد: نتیجه می
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  توان نتیجه گرفت: زیر را می
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) به 1ي ( ) در معادله10ي ( ) و معادله8) تا (6معادلات (

  صورت زیر به دست خواهد آمد:
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به  eکار خارجی ناشی از محیط الاستیک پاسترناك 
  ]:18شود [ صورت زیر بیان می

)13(   2

0

1 ,
2

L

e w gk w k w wdx      
ضریب پاسترناك  gkضریب وینکلر،  wk) 13ي ( در معادله

2و  2 2x    باشد. عملگر گرادیان می  
براي بدست آوردن معادلات تعادل از اصل همیلتون که 

  شود، استفاده شده است: ي زیر بیان می به صورت معادله
)14(   

0
0.

t

s e dt    

) و 14ي ( ) در معادله13) و (11با جایگذاري معادلات (
معادلات تعادل به  و w ،جداسازي ضرایب 

  آیند: صورت زیر بدست می
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نیروي ناشی از بارهاي محوري، که در  xN)، 15در روابط (
Eجا شامل بارهاي الکتریکی  این

xN  و حرارتیT
xN 

  شوند: ] به صورت زیر تعریف می6باشند و طبق [ می
1  الف)-16( ,T

xN hT   
31  ب)-16( 02 ,E

xN e V  

31e  ضریب پیزوالکتریک وT باشد. تغییرات دما می  
بعد زیر را تعریف  ي بهتر نتایج پارامترهاي بی براي ارائه

  کنیم: می
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)، 3ي ( ) در معادله10) تا (6با جایگذاري معادلات (
) و استفاده از 15بکارگیري معادلات حاصل در معادلات (
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  روش حل -4

در این مقاله به منظور حل دستگاه معادلات بدست آمده از 
روش تحلیلی استفاده شده است. به همین منظور براي 

گاهی ساده بدون اعمال پتانسیل الکتریکی در دو  شرایط تکیه
  شوند: سر تیر، شکل مودهاي زیر در نظر گرفته می

  الف)-20( ( ) sin ,W x W m X  
  ب)-20( ( ) sin ,x m X    
  ج)-20( ( ) sin .x m X    

 و  W ،چنین  باشد؛ هم مود می  شماره mکه 
) 20باشند. با جایگذاري معادلات ( ي نوسانات می  ثوابت دامنه
  شود: ) دستگاه معادلات ماتریسی زیر حاصل می19در روابط (

)21(     0 ,M Y     
که   T

Y W      باشد. براي بدست  می
 Mآوردن بار کمانش بحرانی، کافی است دترمینان ماتریس 

  برابر با صفر قرار داده شود.
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 نتایج -5
در این بخش، کمانش عرضی الکتروترمومکانیکی یک تیر 

هاي الاستیسیته  پیزوالکتریک در ابعاد نانو با استفاده از تئوري
گرادیان کرنشی و تیر ردي مورد بررسی قرار گرفته است. 

صورت بار کمانش غیر بدین منظور نسبت بار کمانش به 
موضعی به بار کمانش موضعی تعریف شده و اثرات 
پارامترهاي تغییرات دما، مود هاي کمانش، ولتاژ اعمال شده، 
پارامترهاي مقیاس کوچک و محیط الاستیک بر نسبت بار 

چنین به بررسی  کمانش بحرانی نشان داده شده است. هم
شده است. نسبت تغییرات نسبت دما و ولتاژ بحرانی پرداخته 

دماي بدست آمده از تئوري غیر موضعی به نسبت دماي 
بدست آمده از تئوري موضعی را نسبت دماي بحرانی 

چنین ولتاژ بحرانی به صورت ولتاژ بدست آمده  نامند. هم می
از تئوري غیر موضعی الاستیسیته به ولتاژ بدست آمده از 

  شود. تئوري موضعی الاستیسیته تعریف می
b,اثر پارامترهاي مقیاس کوچک ( 2شکل  c روي (

) را aنسبت بار کمانشی در برابر پارامتر مقیاس طول ماده (
0دهد. لازم به ذکر است که حالت  نشان می b c  حالت

وري خاصی از تئوري الاستیسیته گرادیان کرنشی است که تئ
طور که مشاهده  تنش کوپل اصلاح شده نام دارد. همان

شود نسبت بار کمانشی در تئوري تنش کوپل اصلاح شده  می
باشد که این  بیشتر از تئوري الاستیسیته گرادیان کرنشی می

به دلیل تعداد کمتر پارامترهاي مقیاس کوچک در تئوري 
b,چنین، با افزایش  باشد. هم تنش کوپل اصلاح شده، می c ،

یابد. نتیجه  نسبت بار کمانشی و نرخ کاهش آن کاهش می
شود آن است که اثر  مشاهده می 2دیگري که از شکل 

پارامترهاي مقیاس کوچک روي نسبت بار کمانشی نانو تیر 
پیزوالکتریک با افزایش پارامتر مقیاس طول ماده، افزایش 

  یابد. می
  

  
اثرپارامترهاي مقیاس کوچک روي نسبت بار  -2شکل 

  کمانشی در برابر پارامتر مقیاس طول ماده
  

اثر تغییرات دما روي نسبت بار کمانشی در برابر پارامتر 
مقیاس طول ماده براي دو تئوري الاستیسیته گرادیان 

نشان داده شده  3کرنشی و تنش کوپل اصلاح شده در شکل 
که با افزایش دما نسبت بار  است. نتایج حاکی از آن است

  یابد که این به دلیل کاهش سختی  کمانشی افزایش می
  

  
اثر تغییرات دما روي نسبت بار کمانشی در برابر  - 3شکل 

  پارامتر مقیاس طول ماده
  

چنین نسبت بار کمانش بدست آمده از  سیستم می باشد. هم
تئوري تنش کوپل اصلاح شده بسیار بیشتر از تئوري 
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باشد در حالی که اثر تغییرات  الاستیسیته گرادیان کرنشی می
  دما روي نسبت بار کمانش بسیار ناچیز است.

بیانگر اثر محیط الاستیک اطراف نانو تیر  4شکل 
پیزوالکتریک روي  نسبت بار کمانشی در برابر پارامتر مقیاس 

باشد. مشخص است که نسبت بار کمانش نانو  طول ماده می
لکتریک با استفاده از تئوري تنش کوپل اصلاح شده تیر پیزوا

چه با درنظر گرفتن محیط الاستیک و چه بدون درنظر 
گرفتن محیط الاستیک، بیشتر از تئوري الاستیسیته گرادیان 

شود درنظر  طور که مشاهده می کرنشی می باشد. همان
گرفتن محیط الاستیک باعث کاهش نسبت بار کمانشی 

امر آن است که محیط الاستیک باعث شود. دلیل این  می
افزایش سختی سیستم و درنتیجه کاهش نسبت بار کمانشی 

  گردد.  می
نسبت بار کمانشی در برابر پارامتر مقیاس طول ماده در 

رسم شده است به طوریکه اثر پارامتر بدون بعد  5شکل 
دهد. از این شکل استنباط  ضخامت به طول تیر را نشان می

ت بار کمانشی در نسبت بدون بعد بالاتر، شود که نسب می
شود و اثر آن با افزایش پارامتر مقیاس طول ماده  بیشتر می

بیشتر می شود زیرا افزایش این پارامتر بدون بعد منجر به 
  گردد. افزایش مقاومت سیستم می

  
اثر محیط الاستیک روي نسبت بار کمانشی در  -4شکل 

  برابر پارامتر مقیاس طول ماده
  

  
اثر پارامتر بدون بعد ضخامت به طول تیر روي  - 5شکل 

  نسبت بار کمانشی در برابر پارامتر مقیاس طول ماده
  

اثر مودهاي کمانشی روي نسبت بار کمانشی در برابر 
پارامتر مقیاس طول ماده براي دو تئوري الاستیسیته گرادیان 

نشان داده شده  6کرنشی و تنش کوپل اصلاح شده در شکل 
است. با توجه به این شکل واضح است که مطابق انتظار، 
نسبت بار کمانشی براي مود دوم کمتر از مود اول می باشد. 
به علاوه، اثر مودهاي کمانشی روي نسبت بار کمانش با 

  شود. افزایش پارامتر مقیاس طول ماده، بیشتر می
بیانگر اثر ولتاژ خارجی اعمال شده به نانو تیر  7شکل 

باشد. این شکل براي  پیزوالکتریک روي نسبت بار کمانش می
سه ولتاژ مثبت، صفر و منفی رسم شده و تفاوت دو تئوري 
الاستیسیته گرادیان کرنشی و تنش کوپل اصلاح شده را نیز 

شود براي حالتی که  طور که مشاهده می دهد. همان نشان می
، نسبت بار ولتاژ اعمالی به نانو تیر پیزوالکتریک مثبت باشد

کمانشی ماکزیمم است و براي حالتی که ولتاژ اعمالی به نانو 
تیر پیزوالکتریک منفی باشد، نسبت بار کمانشی مینیمم 
مقدار را دارد. نتیجه مهم دیگري که از این شکل برداشت می 
شود آن است که اثر ولتاژ خارجی اعمال شده روي نسبت بار 

یابد.  طول ماده افزایش میکمانشی با افزایش پارامتر مقیاس 
لازم به ذکر است که از ولتاژ خارجی اعمال شده به نانو تیر 
پیزوالکتریک می توان به عنوان کنترل کننده کمانش سیستم 

 در صنایع مختلف استفاده نمود.
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اثر مودهاي کمانشی روي نسبت بار کمانشی در  - 6شکل 

 برابر پارامتر مقیاس طول ماده
  

  
اثر ولتاژ خارجی روي نسبت بار کمانشی در برابر  -7شکل 

  پارامتر مقیاس طول ماده
  

تاثیرات محیط الاستیک بر دماي بحرانی بر حسب 
براي هر دو تئوري  8پارامتر مقیاس طول ماده در شکل 

الاسیتیسیته گرادیان کرنشی و تنش کوپل اصلاح شده رسم 
بحرانی گونه که مشخص است، نسبت دماي  شده است. همان

تر از نتایج  بدست آمده از تئوري تنش کوپل اصلاح شده بیش
چنین در نظر  بدست آمده از تئوري گرادیان کرنشی است. هم

گرفتن محیط الاستیک اطراف نانوتیر باعث کاهش نسبت 
 .گردد دماي بحرانی می

  

  
اثر محیط الاستیک روي نسبت دماي بحرانی در  - 8شکل 

  برابر پارامتر مقیاس طول ماده
  

  
اثر ولتاژ خارجی روي نسبت دماي بحرانی در برابر  -9شکل 

  پارامتر مقیاس طول ماده
  

تاثیرات ولتاژ خارجی را بر نسبت دماي بحرانی  9شکل 
اژ دهد. کاهش ولت در برابر پارامتر مقیاس طول ماده نشان می

  گردد. اعمال شده باعث افزایش نسبت دماي بحرانی می
بترتیب تاثیرات محیط الاستیک و ولتاژ  11و  10ها  شکل

اعمالی را بر ولتاژ بحرانی در برابر پارامتر مقیاس طول ماده 
هاي  چنین تفاوت بین تئوري دهند. هم نشان می
ي گرادیان کرنشی و تنش کوپل اصلاح شده بر  الاستیسیته

ولتاژ بحرانی در این دو شکل نشان داده شده است. نتایج 
ي گرادیان  دهند، بکار بردن تئوري الاستیسیته ان مینش

چنین با  گردد. هم کرنشی باعث کاهش ولتاژ بحرانی می
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بابد، این در حالی است  افزایش دما ولتاژ بحرانی افزایش می
که در نظر گرفتن محیط الاستیک کاهش ولتاژ بحرانی را به 

ولتاژ همراه دارد. بعلاوه، با افزایش پارامتر مقیاس طول، 
  یابد. بحرانی نانوتیر پیزوالکتریک افزایش می

  

  
اثر محبط الاستیک روي نسبت ولتاژ بحرانی در  -10شکل 

  برابر پارامتر مقیاس طول ماده
 

تاثیر پارامتر مقیاس کوچک بر نسبت بار  12در شکل 
) و دو C-Cکمانش براي تیر با شرایط مرزي دو سر گیردار (

هاي تنش کوپل اصلاح شده و  ) و تئوريS-Sسر مفصل (
ي گرادیان کرنشی نشان داده شده است. براي  الاستیسیته

بدست آوردن جواب براي این شرط مرزي دو سر گیردار 
  .شود) استفاده 20کافی است از معادلات زیر بجاي معادلات (
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  یاس طول مادهپارامتر مق

  

)22(  
   

   
       

( ) cosh cos

cosh cos
sinh sin ,

sinh sin

x mX mX

n n
nX nX

n n

   


     

 

,)، 22ي ( که در معادله ,W   گونه که  باشد. همان می
از شکل مشخص است با استفاده از یک تئوري مشخص 
نسبت بار کمانش بحرانی براي یک تیر که در دو انتها گیردار 

 تر از تیر با شرایط مرزي دو سر مفصل است. است بیش
  

  
  مقایسه شرایط مزري دوسر مفصل و دو سر درگیر - 12شکل 

  
ها با نتایج  ي آن نتایج و مقایسهدر پایان براي اعتبار سنجی 

هاي معتبر علمی، نتایج بدست آمده در  ارائه شده در پایگاه
] مقایسه شده 1ي حاضر با نتایج ارائه شده توسط تاي [ مقاله

شود، مقادیر بار   ملاحظه می 1گونه که در جدول  است. همان
کمانش بحرانی موضعی بدست آمده منطبق بر مقادیر بار 

] است. این در حالی است 1ست آمده توسط تاي [بحرانی بد
که، مقادیر بار بحرانی غیر موضعی به طور دقیق منطبق بر 

] نیست. دلیل این امر آن 1نتایج بدست آمده در مرجع [
ي حاضر براي بررسی اثرات مقیاس کوچک  است که در مقاله

ي گرادیان کرنشی استفاده شده، در  از تئوري الاستیسیته
] تئوري غیرموضعی الاستیسیته مورد 1در مرجع [حالی که 

استفاده قرار گرفته است. با این وجود مقادیر بار کمانش 
  باشند. بحرانی غیرموضعی نیز از دقت قابل قبولی برخوردار می
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ي حاضر با نتایج ارائه  ي میان نتایج مقاله مقایسه - 1جدول 
  ]1شده در مرجع [

hL /
 

ستفاده تئوري ا
 شده

نتایج 
 ]1[ تاي

نتایج بدست 
آمده از 
SGT 

نتایج بدست 
آمده از 
MCST 

 9519/8 9519/8 9519/8 تئوري موضعی 5

تئوري غیر  5
 6598/8 3421/8 1477/8 موضعی

 6228/9 6228/9 6228/9 تئوري موضعی 10

تئوري غیر  10
 1834/9 9812/8 7583/8 موضعی

  8067/9  8067/9  8067/9  تئوري موضعی  20

تئوري غیر   20
  5601/9  2804/9  9258/8  موضعی

  8671/9  8671/9  8671/9  تئوري موضعی  100

تئوري غیر   100
  5827/9  2666/9  9807/8  موضعی

 
  تشکر و قدردانی

به دلیل  23/363443از دانشگاه کاشان با شماره گرانت 
  .و قدردانی به عمل می آیدحمایت از این کار پژوهشی تشکر 
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