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  چکیده
ها که داراي لزجت عددي کمی هستند، در  هاي مبتنی بر تفکیک مشخصه حل معادلات هیدرودینامیک مغناطیسی با استفاده از روش

گردد. افزایش همزمان سهم انرژي مغناطیسی (به دلیل کوچک بودن پارامتر بتا) و  هاي پلاسما با ضریب بتاي کوچک غالباً واگرا می جریان
هاي مجاور نوك  هاي قوي) باعث کاهش سهم انرژي داخلی از انرژي کل شده و نهایتاً فشار در سلول وقوع انبساط انرژي جنبشی (به دلیل

استفاده شده است. این روش  HLLEشود. در این پژوهش، جهت دستیابی به حل پایدار از روش ریمانی غیرتفکیکی  الکترودها منفی می
هاي قوي را تأمین نماید. همچنین جهت افزایش دقت حل  نقض شرط انتروپی در انبساط قادر است لزجت عددي لازم براي جلوگیري از

باشد، به کار گرفته شده است. با توجه به ماهیت غیرتعادلی جریان  که داراي خطاي پراکندگی کمینه می OMUSCL2عددي روش 
ته است. به منظور اعتبارسنجی الگوریتم عددي توسعه جزئی مورد استفاده قرار گرف 7پلاسما در رانشگرهاي مغناطیسی، یک مدل یونش 

سازي شد. مقایسه نتایج عددي بدست آمده براي جریان الکتریکی محصور و نیروي پیشران با سایر  اي شبیه داده شده، یک رانشگر استوانه
  .هاست هاي تجربی و عددي، حاکی از سازگاري و تطابق بین آن داده

  .هیدرودینامیک مغناطیسی؛ نیروي لورنتز؛ اثر هال؛ یونش غیرتعادلی؛ مدلسازي عدديمعادلات  :کلمات کلیدي
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Abstract 

The MHD equations solution for small plasma Beta using characteristics-splitting schemes which have low 
numerical dissipation is frequently diverged. Simultaneous increasing of magnetic energy (due to high 
discharge current) and kinetic energy (due to strong gas-dynamic expansion) leads to decreasing of internal 
energy and finally the pressure value becomes negative near the electrodes tip. In this research, to obtain a 
stable solution, the HLLE approximate Riemann solver has been used. This method can produce necessary 
numerical dissipation to prevent entropy violation. To achieve a high order accurate solution, new 
modification of MUSCL technique has been employed. This method is called OMUSCL2 technique which 
has lower dispersion and dissipation errors. For simulation of non-equilibrium ionization mechanism, a 7-
species chemistry model has been implemented. Numerical results of a lab-scale thruster are presented, 
whereby comparison with other experimental and numerical data shows good agreement between the 
predicted and measured enclosed current and thrust. 

Keywords: Magnetohydrodynamic equations; Lorentz force; Hall effect; Non-equilibrium ionization; 
Numerical modeling. 
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  مقدمه -1
هاي  رانشگرهاي الکتریکی یکی از انواع خانواده سیستم

فضایی هستند که مکانیزم شتابدهی گاز خروجی پیشرانش 
ها بر اساس توان الکتریکی ورودي به رانشگر صورت  توسط آن

گیرد. با استفاده از قانون اهم توان الکتریکی بر واحد حجم  می
 رانشگر برابر است با:

)1(      2 ( )J E j J B V  
بردار میدان  Eبردار چگالی جریان الکتریکی،  Jکه در آن 
بردار میدان  Bاندازه چگالی جریان الکتریکی،  jالکتریکی، 

مقاومت الکتریکی  بردار سرعت پیشرانه و  Vمغناطیسی، 
باشد. با بیشینه کردن مقدار عبارت اول (حرارت اهمی)،  می

) توان الکتریکی صرف افزایش 1در سمت راست رابطۀ (
شود. سپس با انبساط پیشرانه در یک  آنتالپی پیشرانه می

گردد.  نازل، آنتالپی پیشرانه به انرژي جنبشی تبدیل می
کنند،  دهی استفاده میرانشگرهایی که از این مکانیزم شتاب

شوند. عبارت دوم سمت راست  نامیده می 1رانشگر قوسی
) بیانگر کار انجام شده توسط نیروي لورنتز است که 1رابطۀ (

تحت شرایط کاري با دبی جرمی کم و جریان تخلیه 
یابد. افزایش این عبارت، ایدة اصلی  الکتریکی بالا افزایش می

 2اي پلاسمایی مغناطیسیشتابدهی گاز پلاسما در رانشگره
)MPDهاي تجربی مربوط به  ) است که در پژوهش

میلادي شـکل گرفت. در  50رانشگرهاي قوسی، در دهۀ 
اي از یک رانشگر پلاسمایی مغناطیسی  طرحواره 1شکل 

شود، با عبور  نشان داده شده است. همانطور که ملاحظه می
ف ولتاژ جریان گاز خنثی از میان الکترودها و اعمال اختلا

(بین چند صد تا چند هزار ولت)، جریان گاز عبوري یونیزه 
گردد. با توجه به خصوصیت  شده و جریان پلاسما تشکیل می

رسانایی پلاسما، جریان الکتریکی چند هزار آمپري بین 
شود. این جریان الکتریکی آمپر بالا، یک  الکترودها برقرار می

کنـد.  ـد القـا میمیدان مغنـاطیسـی محیـطـی حـول کاتـ
Lfنیـروي لورنتـز ( = J × B حاصل از اندرکنش جریان (

الکتریکی عبوري در محیط پلاسما و میدان مغناطیسی 
شود  القایی، باعث شتاب گرفتن جریان گاز یونیزه شده، می

]1.[  

                                                        
1 Arcjet Thruster 
2 Magnetoplasmadynamic Thruster 

  
  ]MPD ]1اي از یک رانشگر  طرحواره - 1شکل 

 
شان داراي  موجود بسته به توان ورودي MPDرانشگرهاي 

هستند و  N 100تا  mN 100نیـروي پیشـرانی بین 
کیلومتر بر ثانیه  100تا  10شان به  سرعت گازهاي خروجی

رسد. توان مصرفی این رانشگرها بین چندکیلووات تا چند  می
]. 2باشد [ % می60% تا 25شان بین   مگاوات بوده و بازده

مستلزم شناخت  MPDتردید، بهبود عملکرد رانشگرهاي  بی
ضرورت  ا آن است.هاي فیزیکی و شیمیایی مرتبط ب پدیده

هایی نظیر فرآیند یونش  شناخت و مطالعۀ اندرکنش پدیده
هاي میکروسکوپیک،  غیرتعادلی، اثر هال، اثر ریزناپایداري

هاي قوي، عدم تعادل گرمایی اجزا شیمیایی و ...  انبساط
توسعۀ ابزار دینامیک سیالات محاسباتی بیش از  سبب شده تا

ر گیرد. در ادامه به برخی از پیش در این حوزه مورد توجه قرا
سازي  ترین مطالعات عددي صورت گرفته پیرامون شبیه مهم

 شود. اشاره می MPDعددي جریان در رانشگرهاي 
]، مدل تقارن محوري براي حل معادلات حاکم 3[ 3نایوود

بر رانشگرهاي پلاسمایی مغناطیسی ارائه کرد. او براي حل 
اده نمود. در این معادلات از روش اختلاف محدود استف

پژوهش بردار شار معادلات سیال در جهت محوري توسط 
و بردار شار در  4وارمینگ-روش تفکیک بردار شار استیگر

و معادلۀ دماي  5جهت شعاعی به کمک روش روزانوف
اند. معادلۀ میدان  حل شده 6کورمک الکترون نیز با روش مک

مغناطیسی نیز با توجه به مقادیر میدان الکتریکی در مرز 
]، مدلی 4[ 7هاي محاسباتی گسسته شده است. کالدو سلول

توسعه داد.  8دوبعدي را به منظور مطالعۀ اثر انتقال غیرعادي

                                                        
3 Niewood 
4 Steger-Warming Flux Vector Splitting Method 

5 Rusanov’s Scheme 
6 MacCormack’s Method 
7 Caldo  
8 Anomalous Transport 
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در این پژوهش معادلات سیال به صورت گذرا و معادلۀ میدان 
پایا در نظر گرفته شده و معادلات در  مغناطیسی به صورت

اي حل شدند.  قالب اختلاف محدود و با روش چند شبکه
] معادلات هیدرودینامیک مغناطیسی را 5[ 1الاسکار و بریتو

حل نمودند. در این پژوهش  2به کمک روش شار محدود یی
محاسبه  3مقادیر و بردارهاي ویژه با استفاده از روش پاول

محوري را  ] نیز یک رانشگر تقارن6[ 4ا و یاماموتواند. تاکد شده
را مورد مطالعه قرار دادند. در این پژوهش براي محاسـبه 

جایی از روش تفکیک بـردار شار اصـلاح  بردار شار جـابه
استفـاده شده  MUSCL5شـده یاماموتو، به همـراه روش 

-LUاست. براي رونـد حل زمانی معادلات نیز روش ضمـنی 

SGS 6 معادلات بقا و معادلۀ 7[ 7مال شده است. سنکاراناع ،[
و در قالب  8معادلۀ میدان مغناطیسی را به صورت خودسازگار

سازي جریان در رانشگرهاي  حجم محدود براي شبیه
پلاسمایی مغناطیسی توسعه داد. او براي حل معادلات از 

ها استفاده نمود. در این پژوهش  روش تفکیک مشخصه
 9گیري روش شار محدود جیمسونیکنوایی حل با به کار

سازي  براي شبیه 10تضمین شده و مدل یونش تعادلی ساها
همچنین  .فرآیند یونش گاز آرگون به کار گرفته شده است

اثر انتقال غیرعادي در معادلات لحاظ شده و دماي الکترون و 
دمایی) در نظر گرفته -یون به صورت غیرتعادلی (مدل چند

]، کد محاسباتی 8مکارانش [و ه 11شده است. مایکلیدس
MACH12 سازي جریان تقارن محوري گذرا در  را براي شبیه

رانشگرهاي پلاسمایی مغناطیسی به کار گرفتند. این کد 
میلادي در نیروي هوایی آمریکا  80محاسباتی در نیمۀ دهۀ 

هاي پیچیده توسعه  براي مطالعۀ جریان پلاسما در هندسه
ت پیرامون رانشگرهاي ترین مطالعا داده شد. پیوسته

                                                        
1 Elaskar and Brito 
2 Yee’s Flux Limited-Method 
3 Powell’s Technique 
4 Takeda and Yamamoto 
5 Monotone Upstream Scheme for Conservation Laws 
6 Lower-Upper Symmetric-Gauss-Seidel 
7 Sankaran 
8 Self-Consistence 
9 Jameson’s Flux-Limited Method 
10 Saha’s Equilibrium Ionization Model 
11 Mikellides 
12 Multiblock Arbitrary Coordinate Hydromagnetic (MACH) 
Simulation Tool 

و  13پلاسمایی مغناطیسی در دانشگاه اشتوتگارت توسط کورتز
هاي عددي به کار گرفته  همکارانش انجام شده است. روش

هاي مختلف کدهاي توسعه داده شده توسط  شده در نسخه
اند. به  باشد و به مرور زمان ارتقاء یافته این محققین متنوع می
روش حجم محدود رو به باد ] از 9طور مثال در مرجع [

براي حل قسمت هذلولوي معادلات و از یک روش  14گدونف
اختلاف محدود براي حل قسمت بیضوي معادلات استفاده 

براي محاسبۀ بردار  15] روش اشُر10شده است. در مرجع [
شار غیرلزج اعمال شده است. در این پژوهش معادلات 

اند. در  دهبیضوي بوسیلۀ یک روش المان محدود گسسته ش
جایی از  ]، براي محاسبۀ بردار شار جابه11جدیدترین نسخه [

سازي مکانی متغیرها از روش  و براي گسسته 16HLLEروش 
WENO17 ارائه گردید، استفاده شده  18که توسط فردریش

] با استفاده از روش حجم 12[ 19است. ماهندران و کومار
جایی را  ، بردار شار جابه20محدود ارائه شده توسط فلچر

محاسبه نمودند. در این پژوهش جهت جلوگیري از وقوع 
جیمسون  4و  2هاي عددي، لزجت مصنوعی مرتبه  ناپایداري

به معادلات اضافه شده است. به منظور پیشروي زمانی حل 
و  22به کار گرفته شده است. کوبتا ADI21نیز روش ضمنی 

سازي  ی را براي شبیه]، مدل دوبعدي گذرای13همکارانش [
جریان پلاسما در رانشگرهاي پلاسمایی مغناطیسی توسعه 
دادند. در این پژوهش، بردار شار هذلولوي معادلات، با اعمال 

 24مود به همراه محدودکنندة مین 23فردریش-روش لاکس
حل شده است. همچنین، فرآیند یونش و دماي الکترون و 

اند. آهنگر و  فته شدهها به صورت غیرتعادلی در نظر گر یون
سازي  محوري را شبیه ] یک رانشگر تقارن14همکارانش [

جایی با استفاده از  کردند. در این پژوهش بردار شار جابه
و پاول محاسبه شد. همچنین براي تعیین  25ترکیب روش رؤ

                                                        
13 Kurtz 
14 Godunov Upwind Scheme 
15 Osher’s Method 
16 Hartn, Lax, van-Leer and Einfeldt 
17 Weighted Essentially Non-Oscillatory 
18 Friedrich 
19 Mahendhran and Kumar 
20 Fletcher 
21 Alternating Direction Implicit Method 
22 Kubota 
23 Lax–Friedrichs Method 
24 minmod 
25 Roe 
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چگالی الکترون، مدل یونش تعادلی ساها مورد استفاده قرار 
  گرفت. 

ازي جریان پلاسماي س هدف پژوهش حاضر شبیه
غیرتعادلی در رانشگر پلاسمایی مغناطیسی است. بدین 
منظور، در پژوهش حاضر به جاي مدل یونش تعادلی به کار 

 7]، از یک مدل یونش غیرتعادلی 14گرفته شده در مرجع [
واکنش رفت و برگشتی استفاده شده است. اگرچه  6جزئی با 

مرتبه بالا با دقت  هاي شود تا چگالی یون این امر باعث می
 7 با اضافه شدن ،بینی شود اما از سوي دیگر بهتري پیش

ها به معادلات  معادلۀ انتقال جرم براي تعیین چگالی یون
یابد. تحت این شرایط به دلیل  افزایش می 1اصلی، سختی حل

در معادلات انتقال اجزا  2دلیل رفتار غیرخطی عبارت مولد
دلات تقویت شده و از شیمیایی، رفتار غیرخطی دستگاه معا

خانواده  هاي هم سوي دیگر به دلیل لزجت عددي پایین روش
هاي عددي رشد یافته و در نهایت حل  روش رؤ، ناپایداري

شود. براي جلوگیري از بروز این مشکل، در  عددي واگرا می
] که در آن از روش 14پژوهش حاضر برخلاف پژوهش قبلی [

ایی استفاده شد، روش ج رؤ جهت محاسبه بردار شار جابه
به کار گرفته شده است. این روش  HLLEریمانی غیرتفکیکی 

لزجت عددي مورد نیاز جهت مستهلک کردن اولاً، قادر است 
هاي عددي را تامین کند. ثانیاً، روش مذکور به دلیل  ناپایداري

عدم نیاز به محاسبۀ بردارهاي ویژه ماتریس ژاکوبین، در 
اي سرعت همگرایی بیشتر و هزینه مقایسه با روش رؤ، دار

 زمانی کمتري است.
هاي  در ادامه، معادلات حاکم بر جریان پلاسما و زیرمدل

اند. سپس الگوریتم  فیزیکی و شیمیایی مورد نیاز تشریح شده
حل عددي به همراه هندسه و شرایط مرزي بیان شده و در 
نهایت نتایج به دست آمده براي یک رانشگر پلاسمایی 

 مغناطیسی آزمایشگاهی، بررسی شده است.
 
  معادلات حاکم -2

سازي رفتار ماکروسکوپیک جریان پلاسما مستلزم حل  شبیه
استوکس به همراه معادلات ماکسول است. -معادلات ناویر

ترکیب این معادلات براي جریان پلاسما تحت میدان 

                                                        
1 Solution Stiffness 
2 Source Term 

 3مغناطیسی به عنوان معادلات هیدرودینامیک مغناطیسی
)MHDمحوري آن در قالب  شود که شکل تقارن ناخته می) ش

  ]:7برداري زیر، قابل نمایش است [
)2(   
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که در آن     [ , , , , ]TU u w B  بردار متغیرهاي بقایی
جایی در جهت  به ترتیب بردارهاي شار جابه zFو  rFاست. 

  اند. ) نمایش داده شده3شعاعی و طولی هستند که در رابطه (
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) تعریف 4در این روابط، چگالی انرژي کل به کمک رابطه (
  گردد. می

)4(  
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rS  نیز عبارت مولد شعاعی است که در شکل تقارن محوري
  شود. ظاهر می MHDمعادلات 
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حرارتی است -بردار شار نفوذي مغناطیسی D)، 2در معادلۀ (
  باشد. ) قابل محاسبه می6که با استفاده از رابطه (
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3 Magnetohydrodynamic Equations 
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)، از قانون عمومی 6جهت محاسبۀ میدان الکتریکی در رابطۀ (
شود. در این پژوهش سهم میدان الکتریکی  استفاده می 1اهم

  ناشی از مولفۀ اهمی و اثر هال در نظر گرفته شده است.

)7(      
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، مقادیر جریان الکتریکی به کمک 2با به کارگیري قانون آمپر
  شوند. ) محاسبه می8رابطۀ (

)8(     
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) ضریب مقاومت الکتریکی به شکل زیر تعیین 7در رابطۀ (
  ]،4شود [ می
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در این رابطه،  ei باشد  ها می فرکانس برخورد الکترون و یون
  ) قابل حصول است.10و از رابطه (
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 ,e AN  فرکانس تبادل مومنتوم الکترون و امواج حاصل از
هاست و در صورتی که نسبت سرعت رانش  ریزناپایداري

بیشتر شود، مقدار آن  5/1الکترون به سرعت حرارتی یون از 
  ].15آید [ ) به دست می11از رابطه تجربی (

)11(  
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)، 11در رابطه (  e e ess
eB m  متغیر هال الکترون

ها موسوم به  است. لازم به ذکر است که وقوع ریزناپایداري

                                                        
1 Generalized Ohm's Law 
2 Ampere's Law 

باشد که منجر به افزایش افت ولتاژ  پدیده انتقال غیرعادي می
  ].14شود [ و کاهش نیروي پیشران می

با توجه به این که نسبت زمان مشخصۀ حضور پیشرانه 
ها کم  ها و یون ندر رانشگر به زمان موازنۀ انرژي بین الکترو

باشد  می   / 10res equi O بنابراین ذرات پلاسما ،
هاي پلاسمایی مغناطیسی  ها) در رانشگر ها و الکترون (یون

]. در این شرایط براي 16باشند [ کاملاً در تعادل گرمایی نمی
شود  اي در نظر گرفته می ها دماهاي جداگانه ها و یون الکترون

اي است.  ها مستلزم حل معادلۀ انرژي جداگانه که محاسبۀ آن
با کسر سهم انرژي جنبشی، انرژي مغناطیسی و انرژي داخلی 

ها از معادلۀ انرژي کل، مقدار انرژي داخلی الکترون ( یون e (
  باشد. ) قابل محاسبه می12از معادلۀ (

)12(  
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 ei ها در اثر  ها و یون بیانگر تبادل انرژي بین الکترون
  ) قابل محاسبه است،13باشد که از رابطه ( برخورد می

)13(    
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ei B ek T T
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] ضریب هدایت حرارتی الکترون و 17با توجه به مرجع [
  ) به دست آورد.14توان از روابط ( یون را نیز می
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  گردند. ) منتج می15از روابط ( iiQو  0iQکه در آن 
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افت انرژي ناشی از انتقال حرارت تشعشعی در برخی از 
] 18و [] 16هاي پلاسما مهم است. اما مراجع [ انواع جریان

دهند که مقدار این اثر در رانشگرهاي پلاسمایی  نشان می
هاي تبادل انرژي  مغناطیسی در مقایسه با اثر سایر مکانیزم

  شود. ناچیز است و در نظر گرفته نمی
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) و کسر آن از 12با تعیین فشار جزئی الکترون از معادلۀ (
فشار کل، فشار جزئی یون محاسبه شده و در نهایت، دماي 

تعیین چگالی اجزاء  آید. نیز از معادلۀ حالت به دست می یون
شیمیایی تولیدي و مصرفی در حین فرآیند یونش، مستلزم 

ها است. بر این اساس چگالی تعداد  حل معادلات انتقال یون
  آید. ) به دست می16ام از معادلۀ (-iذرات مربوط به یون 

)16(        
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i i i i
n n u n w n u
t r z r

  

با توجه به این که در این پژوهش گاز آرگون به عنوان 
) اندیس 16پیشرانه در نظرگرفته شده است. لذا در معادلۀ (

 0i  بیانگر اتم آرگون و اندیس 1 6i هاي  بیانگر یون
باشد. سازوکار تبادل الکترون  مرتبۀ بالاي این اتم خنثی می

  باشد. هاي گاز آرگون به شکل زیر می براي یون
)17(          

,

,

1Ar e Ar 2e ; 0,...,5f i

b i

ki i

k
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بیان کنندة میزان تولید یا مصرف یون  i)، 16در معادلۀ (
i- هاي رفت و برگشتی  باشد که براي مجموعۀ واکنش میام
  شود: )، براساس قانون اثر جرم به صورت زیر تعیین می17(
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f,که در آن  ik  و,b ik  به ترتیب ثابت نرخ واکنش رفت و
f,باشند.  برگشت می ik  به شکل زیر قابل محاسبه است
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  برابر است با: iAدر این رابطه، پارامتر 
)20(   i
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k T
  

] ارائه 19در مرجع [ iPو  ia ،ib ،ic ،iqضرائب تجربی 
 ) نیز داراي شکل زیر است.19در رابطۀ ( Fاند. تابع  شده
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b,پس از تعیین ثابت نرخ واکنش رفت،  ik  به شکل زیر قابل
  باشد. محاسبه می

)22(  ,
,

f i
b i
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k
k

K
  

ثابت تعادل واکنش بوده و با استفاده از رابطۀ  iKکه در آن 
  آید. ساها به دست می

)23(        
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)، 23در رابطه (  1i i  انرژي یونش مربوط بهi - امین یون
) تعیین 24اي ( نیز با استفاده از چندجمله iSبوده و 

  شود. می

)24(  
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ثوابت تجربی   1i i  و,i jg ] اند. ] ارائه شده19در مرجع  
ها، چگالی ذرات  پس از تعیین شدن چگالی ذرات یون

  شود. الکترون از تعادل بار ذرات محاسبه می
)25(   e i

i
n i n  

] مربوط به جریان پلاسماي گاز آرگون 20نتایج تجربی [
، مدهاي مختلف eV 1دهد که در دماهاي بیش از  نشان می

شوند. تحت این  انرژي نظیر مد انتقالی و الکترونیکی فعال می
شرایط، انحراف مقدار واقعی نسبت گرماي ویژه از مقدار 

شود. نحوه تغییرات این متغیر  ) زیاد می=3/5آل خود ( ایده
داده شده است. در پژوهش نشان  2برحسب دما در شکل 

  هاي تجربی مذکور استفاده شده است. حاضر، از داده
  

  
تغییرات نسبت گرماي ویژه واقعی پلاسماي گاز  -2شکل 

  ]17آرگون برحسب دما [
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  الزامات حل و توسعه الگوریتم عددي -3
در عمل اگرچه افزایش مقدار نسبت مربع جریان تخلیه 

2پیشرانه (الکتریکی ورودي به دبی جرمی  /disI m باعث ،(
شود، اما افزایش آن بیش  بهبود شرایط عملکردي رانشگر می

از مقدار حد بحرانی، باعث بروز نوسان در رفتار ولتاژ اعمالی 
بر رانشگر شده و در پی آن الکترودها دچار خوردگی شده و 

شرایط  گردد. مدلسازي  توان ورودي به رانشگر تلف می
2عملکردي به ازاي مقادیر بزرگتر  /disI m دهد  نیز نشان می

]. علت 21آید [ هایی در حل عددي به وجود می که ناپایداري
این امر اینست که با افزایش پارامتر مذکور، فرکانس 

ها در نوك الکترودها افزایش یافته و اثر پدیده  ریزناپایداري
شود. وقوع انبساط  انتقال غیرعادي در این نواحی تقویت می

در این نواحی که با افت فشار ناگهانی گاز رقیق سرعت  قوي
بالا همراه است، از یک سو و افزایش اثر پدیده انتقال 

ها از سوي  غیرعادي به دلیل تقویت فرکانس ریزناپایداري
شود تا فشار جزئی یون که از اختلاف فشار کل  دیگر باعث می

و آید، مقداري منفی  و فشار جزئی الکترون به دست می
  غیرفیزیکی اختیار کند.

همچنین افزایش دماي یون و الکترون در نوك الکترود 
کاتد، تشدید رفتار غیرخطی ضریب گرمایی ویژه و ثوابت نرخ 

ها را در پی خواهد داشت که این امر باعث بروز  واکنش
شود. به  هایی در حل عددي و نهایتاً واگرایی آن می ناپایداري

هاي موجود در  و پیچیدگی توان مشکلات طور کلی می
سازي عددي رانشگرهاي پلاسمایی مغناطیسی را به  شبیه

  بندي کرد: صورت زیر دسته
) به دلیل وقوع 4افزایش سهم انرژي جنبشی در رابطۀ ( - 1

  هاي قوي در نوك الکترودها؛ انبساط
) در پی 4افزایش سهم انرژي مغناطیسی در رابطۀ ( - 2

افزایش جریان تخلیۀ الکتریکی (کاهش ضریب بتا 
  2

02 /p B ؛(  
افزایش اثر رفتار غیرخطی ضریب گرمایی ویژه به دلیل  - 3

فعال شدن مدهاي مختلف انرژي در دماهاي بیش از یک 
  )؛2ولت (شکل  الکترون

هاي مربوط به جریان الکتریکی  یزناپایداريافزایش اثر ر - 4
که بواسطۀ آن ضریب مقاومت الکتریکی جریان پلاسما 

  )؛)11(یابد (رابطۀ  افزایش و توان ورودي به رانشگر کاهش می

ها به دلیل تشدید رفتار نمایی  تغییرات سریع چگالی یون - 5
  )، در مجاورت نوك الکترود کاتد.16عبارت مولد در معادلۀ (

جلوگیري از بروز مشکلات فوق، روش عددي به کار  براي
گرفته شده باید قادر باشد تا لزجت عددي مورد نیاز جهت 

ها را تولید نماید. بدین منظور در  مستهلک کردن ناپایداري
جایی از روش  پژوهش حاضر، براي محاسبۀ بردار شار جابه

HLLE  استفاده شده است. روشHLLE  جزء خانواده
مانی غیرتفکیکی است که در آن برخلاف هاي ری روش
ها، نیازي به محاسبۀ  هاي مبتنی بر تفکیک مشخصه روش

بردارهاي ویژه نیست. با توجه به این که با در نظر گرفتن 
معادله باید به طور خودسازگار  13مدل یونش غیرتعادلی، 

حل شوند، بنابراین به کارگیري روش مذکور در مقایسه با 
% 50کیکی رؤ، هزینه زمانی را تا حدود ریمانی تف  روش

جایی  ، بردار شار جابهHLLEدهد. بر اساس روش  کاهش می
  ]،22گردد [ به شکل زیر محاسبه می

)26(  
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  :که در آن داریم

)27(   
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RV ،LV  وRC ،LC هاي سرعت جریان و  به ترتیب مولفه
هاي سرعت سریعترین موج در سمت راست و چپ مرز  مولفه

بیشترین و  minو  maxباشند.  سلول محاسباتی می
که از بردار زیر به دست  اي هستند کمترین مقادیر ویژه

  آیند، می
)28(       , , , ,F FV C V V V V C  

  باشد. مغناطیسی می-سرعت صوتی FC)، 28در رابطه (

)29(  
 

 
2

0
F

BpC  

نیازي به محاسبۀ بردارهاي  HLLEشود که روش  مشاهده می
ویژه ندارد و تنها بر اساس بیشینه و کمینه مقادیر ویژه عمل 

  نماید. می
هاي با دقت مرتبۀ اول مقادیر متغیرهاي حالت  در روش

ها در مرکز سلول در نظر گرفته  در مرز سلول برابر با مقدار آن
هاي افزایش دقت حل عددي، استفاده  شود. یکی از روش می
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یابی مقادیر متغیرهاي  به منظور برون MUSCLوش از ر
باشد.  هاي مجاور می مرزي بر حسب مقدار متغیرها در سلول

به کارگیري این روش توأم با ایجاد مقداري خطاي پراکندگی 
] روش 23[ 1است. براي محدود کردن خطاهاي مذکور یان

MUSCL  بهینه شده موسوم بهOMUSCL22  را ارائه کرد. بر
اس متغیرهاي حالت در سمت راست و چپ مرز سلول این اس

  محاسباتی به صورت زیر قابل محاسبه اند.

)30(  
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  :ها داریم که در آن
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هاي بردار متغیرهاي  مقدار هریک از مولفه qدر این روابط 
]حالت  , , , , ]TW u w B p  و  یک عدد مثبت کوچک

  باشد. می
هاي  هاي ذکر شده در بخش مقدمه از روش اکثر پژوهش

اند. در این پژوهش  صریح جهت پیشروي زمانی بهره برده
هاي ضمنی و  هاي مربوط به روش براي پرهیز از پیچیدگی

روش اولر با گام زمانی متغیر هاي زمانی حل، از  کاهش هزینه
هاي زمانی  استفاده شده است. با توجه به وجود مقیاس

، گام زمانی به صورت زیر MPDمختلف در رانشگرهاي 
  ]،21شود [ محاسبه می

)32(  max

2 2

0

min ,

,
e B e

t r CFL

r n k r k



 

   

  




  

                                                        
1 Yan 
2 Second-Order Optimized MUSCL 

که در آن عبارات سمت راست رابطه به ترتیب بیانگر مقیاس 
زمانی سریعترین موج، مقیاس زمانی نفوذ مغناطیسی و 

دهد  ها نشان می باشند. بررسی مقیاس زمانی نفوذ حرارتی می
آل، مقیاس زمانی نفوذ  غیرایده MHDکه براي معادلات 

ر ثانیه تغیی 10- 9تا  10-11مغناطیسی و حرارتی از مرتبه 
کند. همچنین، مقدار مقیاس زمانی سریعترین موج  می

د و در بازة ـباش معمولاً بزرگتر از دو مقیاس زمانی دیگر می
  گیرد. ثانیه قرار می 10-8تا  10-10
  
  هندسه و شرایط مرزي -4

جهت بررسی و ارزیابی عملکرد الگوریتم عددي توسعه داده 
محور  همهاي  اي با الکترود شده، یک رانشگر استوانه

] در 16[ 3سازي شده است. رانشگر مذکور توسط ویلانی شبیه
دانشگاه پرینستون مورد مطالعۀ تجربی قرار گرفت. مشخصات 

  ارائه شده است. 1این رانشگر در جدول 
] 14] و[7براي هندسۀ رانشگر مورد نظر همانند مراجع [

استفاده  100×150از یک شبکۀ محاسباتی یکنواخت متعامد 
ست. به دلیل وجود تقارن در هندسه و همچنین کاهش شده ا

  حجم محاسبات تنها نصف هندسۀ واقعی تحلیل شده است.
  

 ]16مشخصات هندسی و عملکردي رانشگر [ - 1جدول 

  مقادیر  پارامترها
  متر میلی 5/9  شعاع الکترود کاتد
  متر میلی 264  طول الکترود کاتد
  متر میلی 51  شعاع الکترود آند

  متر میلی 200  الکترود آندطول 
  گرم بر ثانیه 6  دبی جرمی گاز آرگون

  کیلوآمپر 8  جریان تخلیۀ الکتریکی
  

سوراخ  12در این رانشگر، جریان گاز آرگون از طریق 
تحت شرایط صوتی به فضاي میان دو الکترود تزریق 

متري از ورودي، گاز خنثی  گردد. تنها در فاصلۀ چند میلی می
شود. به دلیل عدم برقراري فرضیات  به طور کامل یونیزه می

سازي نیست  ، این ناحیه قابل شبیهMHDمعادلات مربوط به 
شود که با فعال  ]. مقدار دماي ورودي طوري تعیین می17[

شدن فرآیند یونش در مرز ورودي، جریان گاز کاملاً یونیزه 

                                                        
3 Villani 
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شده وارد ناحیۀ حل گردد. با توجه به مشخص بودن دما و 
دبی جرمی پیشرانه تحت شرایط صوتی، سرعت و چگالی در 

ساها، شوند. با تعیین چگالی اجزا از رابطۀ  ورودي محاسبه می
ها فشار کل  جمع آن فشار جزئی اجزا محاسبه شده و از حاصل

ساوار، -آید. با به کارگیري قانون بیو در ورودي به دست می
میدان مغناطیسی در ورودي از رابطۀ 

   , 0 /2in disB I r  قابل حصول است. جایگذاري مقدار
کیلوآمپر در این رابطه باعث رشد آنی سهم انرژي  8

شود. بنا به تجربه معلوم شد که  ) می4طیسی در رابطۀ (مغنا
زمانی اولیه مقدار فشار در  در این شرایط، در تکرارهاي 

گردد. براي  هاي محاسباتی مجاور مرز ورودي منفی می سلول
 10در هر تکرار زمانی به میزان  disIرفع این مشکل مقدار 

ده تا جریان الکتریکی تخلیه به طور آمپر افزایش داده ش میلی
با توجه به این که مقدار  کیلوآمپر برسد. 8تدریجی به مقدار 

مولفه عمود بر سطح سرعت روي دیواره الکترودها برابر صفر 
تاتیکی ـار مگنتواسـارت فشـابراین به غیر از عبـد، بنـباش می

)   2
0/2mp p B بردار شار ) مقدار سایر عبارات در

شود. فشار مگنتواستاتیکی بر روي مرز، از  جایی صفر می جابه
شود. میدان الکتریکی مماسی بر روي  یابی می دامنۀ حل برون

شود. تعیین دماي سطح  مرز نیز برابر صفر در نظر گرفته می
الکترودها، مستلزم حل معادلۀ انتقال حرارت در دیواره 

اعث افزایش پیچیدگی و باشد. این موضوع ب الکترودها می
زمان حل مساله خواهد شد. جهت اجتناب از این امر، در 

هاي ذکر شده در بخش  پژوهش حاضر همانند اغلب پژوهش
مقدمه، مقدار دما روي سطح الکترودها اندکی کمتر از دماي 

  ها در نظر گرفته شده است. ذوب آن
از آنجا که در جلو الکترود کاتد و در خط تقارن مقدار 

هاي بردار  باشد، در نتیجه تمام مولفه سرعت شعاعی صفر می
گردند. از سوي دیگر به  جایی شعاعی در این مرز صفر می جابه

دلیل عدم وجود گرادیان شعاعی، انتقال حرارت در عرض این 
گیرد. خط تقارن همانند یک سیم مستقیم  مرز صورت نمی

ابر صفر ماند که میدان مغناطیسی در مرکز آن بر طویل می
ساوار و -است. با این فرض و با استفاده از ترکیب قانون بیو

آمپر، رابطۀ زیر براي محاسبۀ جریان الکتریکی محوري به 
  آید. دست می

)33(  








/2

0
0

4 r
z r
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j

r
  

در مرزهاي خروجی گرادیان عمودي کمیات جریان 
سیال به همراه میدان مغناطیسی برابر صفر در نظر گرفته 

  شده است.
  

  بررسی و تحلیل نتایج -5
توزیع دماي الکترون به ترتیب با فرض  4و  3 هاي در شکل

یونش غیرتعادلی و تعادلی نشان داده شده است. اگرچه رفتار 
کیفی این متغیر در هر دو شکل مشابهت زیادي دارد اما 
مقدار متوسط آن براي حالت غیرتعادلی بیشتر است. بیشینه 

وك کاتد براي حالت تعادلی و غیرتعادلی دماي الکترون در ن
باشد. با توجه به این  ولت می الکترون 4/2و  2به ترتیب حدود 

که مقدار حرارت اهمی ( 2j با کاهش شعاع افزایش (
یابد لذا در مجاورت کاتد و به ویژه در نوك آن دما افزایش  می
(ناحیه سکون) انرژي یابد. علاوه بر این در نوك کاتد  می

گردد.  جنبشی کاهش یافته و در قالب انرژي حرارتی ظاهر می
شود تا دما در این ناحیه به طور چشمگیري  این امر باعث می

  نسبت به سایر نقاط افزایش یابد.
  

  
دماي الکترون با فرض غیرتعادلی  عتوزی - 3شکل 

  ولت) (الکترون
 

  
  ]14فرض تعادلی [توزیع دماي الکترون با  -4شکل 
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توزیع جریان الکتریکی محصور بین دو  5در شکل 
) محاسبه شده، نشان داده شده 34الکترود که از رابطۀ (

  است.

)34(  



0

2
enclosed

rBI  

گردد که با حرکت از دهانه ورودي رانشگر به  ملاحظه می
سوي ناحیه خروجی، مقدار جریان الکتریکی محصور با 
روندي کاهشی همراه است. این رفتار شباهت زیادي با نتایج 

دارد. مقایسه نتایج به  6گیري شده در شکل  تجربی اندازه
) با نتایج حاصل از فرض تعادلی (شکل 5دست آمده (شکل 

دهد که خطوط جریان در ناحیه بین دو الکترود  ) نشان می7
تر و داراي شیب کمتري  در حالت فرض غیرتعادلی، کشیده

هستند و با مقادیر تجربی همخوانی بیشتري دارند. همانطور 
] ذکر شده، در صورتی که مقاومت 14که در مرجع [

آل)  ایده MHDالکتریکی صفر در نظر گرفته شود (معادلۀ 
شوند و  جریان کاملاً به سمت پایین دست کشیده میخطوط 

با افزایش مقدار مقاومت الکتریکی شیب این خطوط افزایش 
یابد. بنابراین، علت اصلی اختلاف موجود بین نتایج شکل  می
بینی مقدار ضریب مقاومت  و مقادیر تجربی، ناشی از پیش 7

به مرجع باشد. با توجه  الکتریکی بیشتر از مقدار واقعی آن می
توان نشان داد که ضریب مقاومت الکتریکی با  ] می16[

1.5
eT  متناسب است. از آنجا که دماي الکترون در حالت

بینی شده، لذا مقدار  غیرتعادلی بیشتر از حالت تعادلی پیش
شود و در نتیجه با  مقاومت الکتریکی در این حالت کمتر می

کاهش این پارامتر خطوط جریان بیشتر از حالت تعادلی به 
تیجه توان ن  شوند. بنابراین، می  سمت پایین دست کشیده می

گرفت که اعمال مدل یونش غیرتعادلی باعث بهبود نتایج 
 شده است.

  

  
  توزیع جریان الکتریکی با فرض غیرتعادلی - 5شکل 

 

  
  ]16گیري شده [ توزیع جریان اندازه - 6شکل 

  
  ]14توزیع جریان الکتریکی با فرض تعادلی [ -7شکل 

  

توزیع چگالی تعداد ذرات یون  9و  8هاي  در شکل
Ar هاي غیرتعادلی و تعادلی نمایش  به ترتیب با فرض

شود،  ملاحظه می 8داده شده است. همانطور که در شکل 
مقدار چگالی این یون در مجاورت الکترود کاتد بیشینه بوده و 
جریان ذرات در نوك کاتد، جایی که دماي الکترون به 

د. این پدیده موسوم به شون رسد، منبسط می حداکثر خود می
تصویر این پدیده که  10]. در شکل 17باشد [ جت کاتد می

سنجی اجزاء شیمیایی در آزمایشگاه به  با استفاده از طیف
شود که  ]. ملاحظه می24دست آمده، نشان داده شده است [

به خوبی سه جت نورانی قابل  8نتایج عددي مربوط به شکل 
است. این در حالی  بینی کرده شمشاهده در نتایج تجربی را پی

در  Arگونه جریان یون  ، ساختار جت9است که در شکل 
نوك الکترود کاتد قابل رویت نیست و جریان در این ناحیه 

شود که مدل  اي دارد. بنابراین ملاحظه می رفتاري توده
غیرتعادلی اعمال شده در پژوهش حاضر در مقایسه با مدل 
تعادلی، توانسته است مشاهدات تجربی مربوط به رفتار جریان 

  بینی نماید. پلاسما را بهتر پیش
 

  
 با فرض غیرتعادلی Arتوزیع چگالی یون  - 8شکل 

  

  
   با فرض تعادلی Arتوزیع چگالی یون  -9شکل 

z

r
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  ]24سنجی [ با استفاده از طیف Arتوزیع یون  -10شکل 
  

به چگالی  Ar+++توزیع نسبت چگالی یون  11در شکل 
شود که  نمایش داده شده است. مشاهده می Ar++یون 

بوده و بیشینه آن  10- 11کمترین مقدار این نسبت از مرتبه 
رسد  در نوك کاتد جایی که دماي الکترون به حداکثر خود می

سنجی  باشد. از سوي دیگر، مطالعات طیف می 10-6از مرتبه 
و  8.7kAdisI=دهد در شرایط کاري  ] نشان می25مرجع [

=6gr/sm  یون+++Arشود. بنابراین جهت  میتولید ن
توان از حل معادلات انتقال  افزایش سرعت همگرایی حل می

  صرفنظر کرد. Ar++هاي مرتبه بالاتر از  اجزا براي یون
  

  
+++توزیع چگالی یون  - 11شکل  ++Ar Ar/n n   

  
پیشران ] نیروي 26تجربی مکر [-با استفاده از رابطۀ نیمه

  محوري به صورت زیر قابل محاسبه است: یک رانشگر تقارن

)35(  



 

  
 

20 ln
4

a
dis

c

rT I
r

  

یک پارامتر تجربی است و براي رانشگر  در این رابطه 
]. با 16گزارش کرده است [ 15/0حاضر، ویلانی مقدار آن را 

) و جریان cr)، شعاع کاتد (arجایگذاري مقادیر شعاع آند (
) مقدار نیروي 35در رابطۀ ( 1تخلیه الکتریکی از جدول 

  باشد.  نیوتن می 71/11پیشران برابر 

) مقدار نیروي 36از سوي دیگر، با استفاده از رابطۀ (
نیوتن  34/10پیشران با استفاده از فرض غیرتعادلی برابر 

% خطا در مقایسه با مقدار 74/11محاسبه شده، که حاکی از 
  به دست آمده از رابطۀ مکر است.

)36(    T u V dA  
همچنین، مقدار نیروي پیشران با استفاده از فرض تعادلی 

نیوتن است که خطاي آن در مقایسه با مقدار  68/9برابر 
باشد. بنابراین مشاهده  می% 37/17حاصل از رابطۀ مکر 

شود که به کارگیري فرض غیرتعادلی به جاي فرض  می
% کاهش داده 63/5تعادلی، خطاي نیروي پیشران را به میزان 

  است.
هاي مجاور دیواره  تغییرات فشار در سلول 12 در شکل

شود،  نوك آند نشان داده شده است. همانطور که ملاحظه می
 550ر شدیدي از مقدار نزدیک به نمودار فشار با شیب بسیا

یابد. این تغییرات  پاسکال کاهش می 1پاسکال تا حدود 
از وقوع انبساط قوي در این ناحیه است. تحت شدید ناشی 

این شرایط، خطاهاي عددي موجود در معادلات مومنتوم و 
توانند رشد کنند و در نتیجه با افزایش  میدان مغناطیسی می

)، 4دان مغناطیسی در معادلۀ (سهم انرژي جنبشی و می
شود، به  مقدار فشار که از کسر چند عدد بزرگ حاصل می

در این  HLLEطور غیرفیزیکی منفی خواهد شد. مزیت روش 
است که به دلیل داشتن لزجت عددي محدود، قادر است 
خطاهاي عددي مذکور را مستهلک کند و در نتیجه در 

طور ناگهانی  مجاورت نوك آند که جریان گاز رقیق به
  شود، فشار داراي مقادیري فیزیکی خواهد بود. منبسط می

  

  
  توزیع فشار در مجاورت دیواره نوك الکترود آند - 12شکل 
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  بندي جمع - 6
در این پژوهش یک الگوریتم محاسباتی براي حل معادلات 
هیدرودینامیک مغناطیسی با فرض عدم تعادل حرارتی و 

 7شیمیایی توسعه داده شد. بدین منظور یک مدل یونش 
هاي  جزئی مورد استفاده قرار گرفت. جهت کاهش هزینه

جایی توسط  زمانی و دستیابی به حل پایدار، بردار شار جابه
محاسبه گردید. همچنین به منظور کاهش خطا  HLLEروش 

سازي مشتقات مکانی با  و افزایش دقت حل عددي، گسسته
  صورت گرفت. OMUSCL2اعمال روش 

دهند که به کارگیري مدل یونش  نتایج نشان می
غیرتعادلی به جاي مدل تعادلی، باعث کوچکتر شدن مقادیر 

شرایط،  ضریب مقاومت الکتریکی شده و در نتیجه تحت این
نتایج عددي و تجربی مربوط به جریان الکتریکی محصور 

دهند. افزایش نسبی دما در  همخوانی بهتري را نشان می
هاي مربوط به  مجاورت الکترود کاتد، سبب شده تا واکنش

در این ناحیه فعال شوند. بنابراین مشاهده  Arیون 
 Arکاتد، چگالی یون  شود که در نزدیکی الکترود می

کند.  (بویژه در نوك کاتد) بیشترین مقدار خود را اختیار می
این امر با پدیده تجربی جت کاتد کاملاً سازگاري دارد. 

اعمال مدل غیرتعادلی به جاي مدل تعادلی، باعث همچنین، 
مقدار به دست شده تا خطاي نیروي پیشران در مقایسه با 

  % کاهش یابد.5حدود  تجربی مکر-مده از رابطه نیمهآ
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T  Bمیدان مغناطیسی محیطی، 

C 19 -106022/1  eبار الکترون، 

Volt/m  Eمیدان الکتریکی، 

 ثابت پلانک،
2m kg/s 34-10626/6  h

2Aچگالی جریان الکتریکی،  /m  j

1-ضریب هدایت حرارتی،  -1W m K    k

1JK 23-10381/1  Bk-ثابت بولتزمن، 

kg 31-10109/9  emجرم الکترون، 

3m  enچگالی ذرات الکترون، 

3m  hn ها، چگالی ذرات یون

Pa  pفشار استاتیکی، 

K  eTدماي الکترون، 

K  hTدماي یون، 

m/s  uمولفه شعاعی سرعت، 

m/s wمولفه محوري سرعت، 

effZ  ها نسبت چگالی ذرات الکترون به یون

iZ  تعداد بار ذرات مثبت

3J/m  انرژي کل در واحد حجم، 

 الکتریکی،ضریب گذردهی 
3J/m 12-1085/8  0

Ohmمقاومت الکتریکی،  m  

m/s مقدار ویژه، 

2N/A 7-10ضریب نفوذپذیري مغناطیسی،  4  0
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