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 چکیده
سی( عملگرهای بسیار نازکی به شکل یک کامپوزیت ساندویچی با یک پلیمر الکترواکتیو در امپییونی )آی پلیمر فلز کامپوزیتهای نوار

 نواریک  عملگری پاسخ زمانی تحلیل چندمقیاسی الکتروشیمی مکانیکیِدر طرفین آن هستند. در این مقاله،  وسط و دو الکترود فلزی

یروی ویسکوز الکترواستاتیکی، ن یسی ناشی از نیروامپیپاسخ الکتروشیمیایی حرکت اولیه آی ابتدا. گیردمی انجامسی امپیکامپوزیت آی

 هایشود. روشاستخراج میتوسط یک مدل هیدرولیکی توده یونی در حلال زمینه پلیمر و نیروی نفوذ ناشی از پتانسیل غلظت  حرکتِ

گیری ¬شامل روش انتگرال ،بندی گلرکین و در حوزه زمان¬مولمحدود بر اساس فر جزایحل در حوزه مکان شامل تحلیل عددی ا

آید. با بدست میسی امپیآیعملگر ویژه و نرخ تغییرات لنگر خمشی نرخ کرنش  و شدهنوشته ، معادله انتقال حلال سپس. استاویلر 

 شینِ درمطالعات پیاز مدل با شود. نتایج حاصل می تعیینای تیر میزان آبپوشی در لایه مرزی کاتد و آند، پاسخ جابجایی انته استخراج

ول نشان تحریک الکتریکی را بطور معقسی و امپیآیعملگر پاسخ  نتایج، تناسب بین د.گیرقرار می مقایسه و اعتبار سنجیمورد دسترس 

 .کندسی را فراهم میامپیپاسخ سریع نوار آی بینیپیشارائه شده که مدل  کندتایید میو دهد می

 .وش اجزای محدودر ؛مدل الکتروشیمی مکانیکی پاسخ عملگری؛ ؛کامپوزیت فلز پلیمر یونی :کلمات کلیدی
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Abstract 
Ionic Polymer-Metal Composite (IPMC) strips are very thin actuators in the form of a sandwich composite 

with an electroactive polymer in the core and two metal electrodes on its sides. In this paper, a multi-scale 

electrochemical-mechanical analysis of actuation time response of an IPMC composite strip is performed. 

First, the electrochemical response of IPMC primary motion stemming from electrostatic force, viscous 

force of ionic cluster motion in the polymer matrix solvent, and diffusive force caused by the concentration 

potential are obtained by a hydraulic model. The solution methods in the space domain includefinite element 

numerical analysis based on Glerkin's formulation, and Euler's integration method in the time domain. Then, 

the solvent transport equation is written, and the rate of eigenstrain and bending moment of the IPMC 

actuator is obtained. By extracting the amount of cluster concentration in the boundary layer of cathode and 

anode, the displacement response of the end of the beam is determined. The results of the model are 

validated with previous available studies. The results show a reasonable fit between the response of the 

IPMC actuator and the electrical excitation, and confirm that the presented model provides the prediction 

of the fast response of IPMC strip. 

Keywords: Ionic polymer-metal composite; Actuation response; Electrochemical-mechanical model; Finite 

element method. 
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 مقدمه -1
از دسته مواد  (سیامپیآی) 1های فلز پلیمر یونیکامپوزیت

در کاربردهای  که دنشوپلیمری الکترواکتیو محسوب می

 های میکروالکترونیک سبک، و وسایلپزشکی، روباتیک، ماشین

[. مواد پلیمری الکترواکتیو خود 6-1] اندسرگرمی استفاده شده

ه گیرد. نافیون بهای پلیمری الکترواکتیو قرار میدر دسته ژل

سی به عنوان ژلی با ظرفیت حلال امپیپلیمرِ آی درکار رفته 

. این ژل با نام ژل پلیمری یونی [2شود ]میکم در نظر گرفته 

ی سامپیمبانی تحلیل آی ،شود و به همین دلیلشناخته می

تنها  سیامپی[. آی3] ها استکارهای انجام شده روی این ژل

پلیمری است که تحت تنش ناشی از خمش، در  مبدل

کی یکترودهای خود به عنوان یک پلیمر الکترواکتیو بار الکترال

بررسی محققین در زمینه  [.4ند ]کگیری تولید میقابل اندازه

سی امپیکه از جنس آی سازوکار حسگرها و عملگرهایی

اند، نشان داده است که در این حالت، با یک عملگر ساخته شده

تر تولید کند و یک ها و نیروهای بزرگتواند جابجاییکه می

حسگر که حساسیت بیشتری نسبت به اعمال تغییر شکل دارد، 

[. بهبود در خصوصیات حسگری و عملگری 5سر و کار دارند ]

های گیری ویژگیچگونگی اندازه سی در گروِامپیمواد آی

حسگری و عملگری این ماده و نیز وابسته به چگونگی 

سازی به فهمی چرا که چگونگی مدل ،کردنِ این ماده استمدل

-7شود ]های حسگری و عملگری این ماده منجر میاز مکانیزم

زیرا  ،مهم است یسامیپیآسازه  خیز و تعیین تعریف [.9

مواد در شرایط مختلف امکان تعیین مشخصات و درک رفتار 

تواند تحت می یسامیپیآعملگرهای کند. پاسخ را فراهم می

غییر ت عواملی مانند ولتاژ تحریک، فرکانس، و خواص موادتأثیر 

، محققان یسامیپیآپارامترهای خیز  با مطالعه [.14-10کند ]

توانند رابطه بین ولتاژ اعمال شده و دامنه انحراف حاصل و می

این اطلاعات د. همچنین جهت و مرکز ارتعاش را تعیین کنن

برای  یسامیپیآ هایعملگرسازی برای طراحی و بهینه

های مصنوعی در مانند عضله کاربردهای مختلف،

 است ضروریبسیار  طبیعت زالهام گرفته ا یساختارهامیکرو

توان برای های ریاضی را می. علاوه بر این، مدل[11-13]

توسعه داد که  یسامیپیآ هایعملگر تغییرشکلبینی پیش

کند. به طور کلی، را فراهم می سازی قبل از ساختامکان شبیه

بینش ارزشمندی در مورد رفتار  یسامیپیآ شکلتغییر یینتع

                                                       
1Ionic polymer-metal composite 

 کارآمدتر و قابلدر جهت استفاده کند و مکانیکی آن فراهم می

 .استاز آن  اعتمادتر

 یهایژگیو لیبه دل یسامیپیآ یعملگرها

 شکل آنها مورد مطالعه قرار رییتغ یکیمکان-ییایمیالکتروش

رفتار  ینیبشیدرک و پ یبرا یمختلف یمدلهااند. گرفته

 و همکاران ویشده است. ل شنهادیپ یسامیپیآ یهاعملگر

 ریتصو یهمبستگ لیو تحل هیتجز یبرا یابرنامه [10]

یپیآ رداریسر گ کی یمطالعه پاسخ نوارها یبرا 2تالیجید

همچنین، کردند.  جادیا جریان متناوب یهاکیتحت تحر یسام

 گرربات شنا کیو کنترل  کینامید [15]تراور و همکاران 

 یسامیپیاز آن از آ هاییکه قسمت یمصنوعتاژک  یوتیوکاری

بر اساس  دینامیکیمدل  کیکرده و  یرا بررس ،ساخته شده

اران پور و همککردند. سام ارائه یپاسخ فرکانس لیو تحل هیتجز

 یبرا یرخطیغ یکینامید کیسکوالاستیمدل و کی [14]

 ختاریبر اساس معادله سا یسامیپیآ یهاعملگر

ادند. رائو ارائه د یبر انرژ یمبتن ریمتغ کردیو رو کیسکوالاستیو

رد الکترود/بستر را بر عملک فصل مشترک ریتأث [16]و همکاران 

 یطراح یاستراتژ کیو  ،مطالعه کردند یسامیپیآ یهاعملگر

 فصل مشترک شناسیریخت کیرا بر اساس  یستیمالینیم

 [17] مترجیکردند. گوپتا و  شنهادیپ یدار ماکروسکوپدندانه

چند  فن کی یرا برا یکیالکترومکان یکینامیمدل د کینیز 

 هدار فعال شده توسط مادموج پرهبر اساس  کیمتیومیب تیغه

 کردند. شنهادیپ یسامیپیآ

 ،یسامیپیآ یارائه شده برا یکیدرولیه یهامدل در

علت تورم ماده و در  مریدر پل یونی یهاتوده نیمهاجرت آب ب

 یونی یخمش آن است. اعمال ولتاژ باعث مهاجرت اجزا جهینت

 آب به یهاحرکت مولکول ،یکیدرولیه دهیپد نی. اولشودیم

 ثراند )اکه سخت درکنار خود گرفته است ییهاونیهمراه 

 یلظتغ لیاثرات پتانس گر،ید یکیدرولی(. اثر هیالکترواسمز

[. در این حوزه، 4است ] هاونی هیاز مهاجرت اول یاست که ناش

فشار آب را با  انیکرد که گراد یرا معرف ی[ مدل18مرجع ]

 یکیامنیالکتروترمود یروهایبه عنوان ن یکل یکیالکتر دانیم

و آب  ونیاز  یشار دیتول روهاین نی. اگرداندیبه هم مربوط م

روابط  هیشده بر پامعادلات جفت ،یسازدراین مدل. کنندیم

ارائه  یسامیپیرفتار آ نییتب یبرا یکینامیترمود ریپذبرگشت

 یو عملگر یو اصول مبدل یاز مبان یفیشد. این مدل توص

2 Digital Image Correlation 
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و  یخط یمیآن در رژ فیتعرا ب یسامیپیموجود در ذات آ

 یگذار هیبود که بر اساس روابط آنسجر پا یکیاتاست یطیشرا

را ارائه کردند که در آن  ی[ مدل19شده بود. آساکا و اگورو ]

 انیفشار و جر انیشده توسط گراد جادیآبِ ا انیجر

 ؛شودیتنش و تورم عملگر م جادیباعث ا یالکترواسمز

 دانیرا ارائه کردند که م یمدل [6] یهمچنین، نعمت ناصر و ل

و آب،  ونیبه همراه انتقال  کیالاست رشکلییو تغ یکیترالک

 ی[ مدل20تاداکورا ]کیم و بود.  یسامیپیعامل خمش در آ

 -یمیش یهاهیماده بر اساس نظر نیا یعملگر رفتار یبرا

نعمت  ،یکیدرولیه یهامدل نیارائه کرد. علاوه بر ا کیزیف

کرد که شامل  یاین ماده بررس یرا برا یدیبریه یناصر مدل

ل را بود، و نتایج مد کیو الاست ی, اسمزیکیاثرات الکترواستات

خودش مورد مقایسه قرار  یبا نتایج حاصل از کار آزمایشگاه

 [.9] داد

 یکیمکان یمیالکتروش یاسیچندمق لیمقاله، تحل نیدر ا

. ردیگیصورت م یسامیپآی تیکامپوز نوار کی یپاسخ زمان

ه کاین مدل شامل نیروهای ویسکوز، الکتریکی و نفوذ است 

ای برای تعیین توزیع غلظت یون و آب پس از منجر به معادله

شود. ابتدا نیروها شناخته شده و اعمال ولتاژ الکتریکی می

تا  ،شوندبندی میها بر حسب بار الکتریکی فرمولتمامی آن

ی کوپل الکترواستاتیکی، شیمیایی و مکانیکی بدست معادله

 ازشود. و از این معادله خواص عملگری ماده شناسایی می ،آید

توزیع غلظت برحسب میزان اختلاف پتانسیل بین  ،این رو

جر به کرنش ویژه این ماده شود که منالکترودها نوشته می

منظور واردسازی اختلاف به RC. یک مدل مدار شودمی

 ،دامهپتانسیل الکترودها به معادله معرفی خواهد شد. در ا

های خطی مند توسط روش اجزاء محدود با المانمعادله زمان

-شود. تحلیل براساس فرمولو به صورت یک بعدی گسسته می

های زمانی معادله توسط انتگرالو  شودبندی گلرکین انجام می

با استفاده از روابط تحلیلی بین  ،سپس شود.روش اویلر حل می

ار پاسخ سریع نو ،بر حسب زمان نرخ کرنش ویژه و لنگر خمشی

 نتایج با تحقیقات آید.سی بدست میامپییک سرگیردار آی

قاله این م گیرد.آزمایی قرار میدسترس مورد راستی پیشین در

 های متناظرگیری مناسب از مدلبا ابزار تدوین منسجم و بهره

دلات های مختلف و حل عددی معامطالعات پیشین در مقیاس

های مکان و زمان، رویکرد قابل ل مربوطه در حوزهدیفرانسی

سی امپیبینی تغییر شکل سریع نوار آیقبولی را جهت پیش

 .دهددر اختیار قرار می

 

 مدلسازی -2

 شودمینوار فرض  کی یسامیپی، آ1مطابق شکل  نجا،یدر ا

مجدد آب  عیاعمال ولتاژ کوچک به علت توز بواسطة که خمش

 ؛شودیانجام م لیمجدد به دو دل عیتوز نیاست. ا نواردرون 

به سمت کاتد و  دراتهیه یهاونی یِالکترواسمز دهیپد کی

سمت آند  هآب ب یهامولکول یِنفوذ خود گرید لیدل نیهمچن

صورت  نیبه ا ،رندیگیرا جداگانه در نظر م ندیدو فرآ نیاست. ا

ت و حرک ،هیرا حرکت اول هیاول یالکترواسمز عِیسر ندیکه فرآ

یم یشیحرکت رها ای یکند خودنفوذ ندیکند پس از آن را فرآ

( یشدگ)تورم و چروک ژهیو کرنش عیتوز نیبنابرا ؛[21] نامند

آب در ضخامت  زانیم یحجم تلافبه علت اخنوار در ضخامت 

 .دیآیبه وجود م

 

 
پس از اعمال  یونی یهاوارد بر توده یروهاین -1کل ش

 [21] یسامیپیآبه نوار  یکیپتانسیل الکتر

 

به عنوان پاسخ  هیاول عینوشتار، تنها حرکت سر نیدر ا

 کی یدر مدلالکتریکی  لیبه اعمال پتانس یسامیپیآ هیاول

مال ولتاژ در اع ییایمیدلیل یکسان بودن پاسخ الکتروشبه یبعد

استخراج معادلات حاکم و  ی. براشودیبحث م نواردر طول 

 یهاونیکات ،شودیابتدا فرض م یسامیپیپاسخ مواد آ حیتوض

ذره واحد به نام توده  کیآب،  یهامتحرکِ متصل به مولکول

ساختار بلند  شودیهمچنین فرض م ؛دهندیم لیرا تشک یونی

 ماندیم یثابت باق یخارجالکتریکی  دانیم ری، تحت تاثریزنج

از  ی. بخشماندیم یباق رییبدون تغ زین ونیناف یو مقدار آبپوش

 یکیالکتر دانیتحت م دراتهیه ونیداخل ناف هایونیکات
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یخود خارج م یکیتعادلِ الکترواستات تیاز موقع ،یکاف یِخارج

غلبه کنند و سامانه  SO-3یهاونیآن یِوندیپ یرویتا بر ن شوند

به عنوان غلظت  x,t(ionC( برسانند. یکیرا مجددا به تعادل الکتر

ساخت  ندیو پس از فرآ دراتهیه ونیدر ناف ونیکات یتعادل

از  توانندیکه نم ییهاونیآن دسته از کات یشود. برایم یمعرف

و  شودیداده م شینما x,t(fixC(رها شوند، غلظت با  SO-3وندیپ

در ضخامت و زمان، ثابت  x,t(fixC(به عنوان فرض ساده کننده، 

 x,t(movC( نیبنابرا ؛[7] شودیدر نظر گرفته م fixCو به صورت 

 tن و زما x تیموقع درمتحرک  یهاونیبه عنوان غلظت کات

 :شودی( بیان م1است و با معادله )

 

(1) 𝐶𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝐶𝑖𝑜𝑛(𝑥, 𝑡) − 𝐶𝑓𝑖𝑥(𝑥, 𝑡) 
 

 یهاونیکات نیا هیبه عنوان غلظت اول 0mov,C0)=x,(movC و

متحرک سه نوع  یونی . به هر تودهشودیمتحرک شناخته م

 یروی، نesF ،یکیالکترواستات یرویکه شامل ن شودیوارد م روین

. با توجه به قانون [22] تاس difFنفوذ،  یروی، و نvisF سکوز،یو

( در تعادل 2صورت رابطه )حاصل به یروهاین وتن،یدوم ن

 هستند: دینامیکی

 

(2) 
𝐹𝑒𝑠(𝑥, 𝑡) − 𝐹𝑣𝑖𝑠(𝑥, 𝑡) − 𝐹𝑑𝑖𝑓(𝑥, 𝑡)

= 𝑚𝑝

𝑑𝑣(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡
 

 

 هستند. یونی یهابترتیب جرم و سرعت توده x,t(v(و  pmکه 

 یولتاژ خارج یکی ،است عیشامل دو توز یکیالکتر دانیم

 dولتاژ اعمال شده است و  t(V(، که extE)d)/t(V)=x,tالقا شده 

 عیدو الکترود( است. توز نی)فاصله ب دراتهیه ونیضخامت ناف

است که منتج  ،x,t(indE(به وجود آمده،  یکیالکتر دانیم گرید

است و با توجه به قانون  دراتهیه ونیدر ناف هاونیاز حرکت کات

 :[19] شودی( محاسبه م3صورت رابطة ) گأوس به

 

(3) 
𝐸𝑖𝑛𝑑(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝑥

𝑎 − 𝐸𝑥
𝑏

=
2. 𝑁𝑎. 𝑒

𝜅𝑒
[∫ (𝐶𝑚𝑜𝑣(𝜆, 𝑡) − 𝐶𝑚𝑜𝑣,0)𝑑𝜆

𝑥

0

] 

بار الکتریکی یک الکترون  eو ثابت آووگادرو  aN که در آن،

xاست.  دراتهیه ونیمعادلِ ناف ذردهی الکتریکیگ eκ .است
aE 

xو 
bE کیشده به سمت کاتد و آند در  جادیا یداخل یهادانیم 

 ونیکات زانیمکان و زمان خاص هستند که مقدار آنها بسته به م

 ( است.4آن نقطه طبق قانون گوس بصورت رابطة ) ونیو آن

 

(4) 

∮ 𝐸𝑥
𝑎. 𝑑𝑆𝑥 =

𝑞1(𝑥, 𝑡)

𝜅𝑒𝑆

=
𝑁𝑎. 𝑒

𝜅𝑒
. 𝑆𝑥. (∫ (𝐶𝑚𝑜𝑣(𝜆, 𝑡)

𝑥

0

− 𝐶𝑚𝑜𝑣,0)𝑑𝜆) 

∮ 𝐸𝑥
𝑏. 𝑑𝑆𝑥 =

𝑞2(𝑥, 𝑡)

𝜅𝑒𝑆

=
𝑁𝑎. 𝑒

𝜅𝑒
. 𝑆𝑥. (∫ (𝐶𝑚𝑜𝑣(𝜆, 𝑡) − 𝐶𝑚𝑜𝑣,0)𝑑𝜆

𝑑

0

− ∫ (𝐶𝑚𝑜𝑣(𝜆, 𝑡) − 𝐶𝑚𝑜𝑣,0)𝑑𝜆
𝑥

0

) 

 

xS  مساحت سطح مقطع ماده در جهتx  عمود بر سطح(

یپیشده در حجم ماده آ جادیا یکیبار الکتر 1qالکترود( است. 

تا  x=0از صفحه با معادله  هاونیبر اثر حرکت کات یسام

با  یاپارامتر از صفحه نیهم 2qاست و  xتیبا موقع یاصفحه

 یاست و هر دو صفحات مساحت x=dتا صفحه با  x تیموقع

مبدا  ،مشخص شده است 2که در شکل  همانطوردارند.  xSبرابر 

 آند گذاشته شده است. یرو xمحور 

visFالیدر س یونیتوده  یاست که وقت یسکوزیو یروی، ن 

 .دیآیبه وجود م کند،یم حرکت یمریپل نهیداخل زم سکوزیو

( >>1Re) نییپا اریبس نولدزیبا ر یونیحرکت توده  نجایدر ا

 سکوزیو یروین یقانون استوکس برا ن،یفرض شده است. بنابرا

 :شودمی انیب (5)صورت معادله ذرات به یرو

 

(5) 𝐹𝑣𝑖𝑠 = 𝜂𝜈(𝑥, 𝑡) 
 

سرعت  v(x,t)و  دراتهیه ونیناف یبرا تهیسکوزیو ηکه در آن 

 است. هاونی

رکت ح یونی یهاتوده یخارج یکیالکتر دانیم ریتاث تحت

اختلاف  جادیو باعث ا زنندیو تعادل غلظت را بر هم م کنندیم
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جمله  ی( برا6. رابطه )شوندینقاط مختلف ماده م نیغلظت ب

 :]23[ شودیحاصل م یونیتوده  کی ینفوذ معادله حاکم بر رو

 

(6) 

𝐹𝑑𝑖𝑓

= 𝐾𝑇 (
𝜕 ln(𝐶𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑥

+ 𝑛.
𝜕 ln(𝑤𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑥
)

= 𝐾𝑇 (
1

𝐶𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡)
.
𝜕𝐶𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

+ 𝑛.
1

𝑤𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡)
.
𝜕𝑤𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
)

= 𝐾𝑇(1 + 𝑛)
1

𝐶𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡)
.
𝜕𝐶𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 

 

آبِ متصل  هایثابت بولتزمن است. تعداد مولکول Kکه در آن 

 هایونیکات یبرا n. عدد شودیداده م شینما nبا  ون،یبه کات

پس  ،مشخص شده است یمیش هایمختلف توسط هندبوک

به غلظت  x,t(movnC)=x,t(movw(آب با رابطه  هایلتعداد مولکو

( و لحاظ 6( و )5(، )3(، )2شود. از معادلات )یمربوط م هاونی

( حاکم بر 7( معادله )V(t)/d) یخارج لیپتانس دانیکردن م

 :دیآیمدل به دست م

 

(7) 

𝑒 {
𝑉(𝑡)

𝑑

+
2𝑁𝑎𝑒

𝜅𝑒
[∫ (𝐶𝑚𝑜𝑣(𝜆, 𝑡) − 𝐶𝑚𝑜𝑣,0)𝑑𝜆

𝑥

0

]}

− 𝜂𝜈(𝑥, 𝑡) −
𝐾𝑇(1 + 𝑛)

𝐶𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡)
.
𝜕𝐶𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

= 𝑚𝑝

𝜕𝜈(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
 

 

کوچکتر  ایمعادله از مرتبه ینرسیجمله ا [21در مرجع ]

درنظر گرفته شده و از آن صرف نظر شده  ییروین از جملات

معادله قبل به صورت معادله  ،ینرسیاست. با صرف نظر از اثر ا

 :دیآی( در م8)

(8)  

{
𝑉(𝑡)

𝑑

+
2𝑁𝑎𝑒

𝜅𝑒
[∫ (𝐶𝑚𝑜𝑣(𝜆, 𝑡) − 𝐶𝑚𝑜𝑣,0)𝑑𝜆

𝑥

0

]}

− 𝜂𝜈(𝑥, 𝑡) −
𝐾𝑇(1 + 𝑛)

𝐶𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡)
.
𝜕𝐶𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0 

 

( به 8رابطه ) رد x,t(v(و  movC)x,t(، (8) حل معادله یبرا

 :شودینوشته م q(x,t) یکیاز بار الکتر یصورت تابع

 

(9)  𝐶𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡) =
1

𝑁𝑎. 𝑒. 𝑆𝑥

𝜕𝑞(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 

 

در نظر  x,t(v)x,t(movC)=x,t(J(به صورت  ونیکات انیاگر جر

( به 10جرم معادله ) یستگیگرفته شود، با توجه به قانون پا

 :دیآیدست م

 

(10) 𝜕𝐶𝑚𝑜𝑣(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+

𝜕𝐽(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 0 

 بنابراین:

(11) 𝜈(𝑥, 𝑡) = −
𝜕𝑞(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
. [

𝜕𝑞(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
]

−1

 

 

 آید:( بدست می8و با جایگذاری در معادله )

 

(12) 

𝜂
𝜕𝑞(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝐾𝑇 (

𝜕2𝑞(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
) (1 + 𝑛)

− 𝑒 {
𝑉(𝑡)

𝑑

+
2

𝜅𝑒 . 𝑆𝑥

[𝑞(𝑥, 𝑡)

− 𝑞0(𝑥)]}
𝜕𝑞(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

= 0 
 

با توجه به فیزیک بحث شده شرایط اولیه و مرزی معادله 

 فوق بصورت زیر هستند:
 

(13) 
𝑞(𝑥, 0) = 𝑁𝑎𝑒𝑆𝑥𝐶0𝑥

𝑞(𝑥, 0) = 0

𝑞(𝑑, 𝑡) = 𝑁𝑎𝑒𝑆𝑥𝐶0𝑑
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 .باشد یم هیغلظت در زمان و مکان اول 0Cکه در آن 

ولتاژ با زمان  راتییاست تغ ازی( ن12حل معادله ) یبرا

با  یسامیپیآنوار  یفشرده برا RCدانسته شود. مدل ساده 

 2کل در ش یعملگراز نوع  ینیپلات یو الکترودها ونیناف مریپل

 [.7] نشان داده شده است

 

 
 [23] یسامیپیآ یبرا RCمدل  -2شکل 

 

 یالهپ یولتاژ ورود یبرا رشهفیبا استفاده از قانون ولتاژ ک

V آید:بدست می 

(14) 𝑖(𝑡) =
𝑉

𝑅
𝑒(−

𝑡

𝐶𝑅
) 

 

بترتیب ظرفیت  Rو  Cاز مدار،  یعبور انیجر i(t)که در آن 

هستند. طبق  یسامیپیمعادل آ یو مقاومت الکتریک ینزخا

و  𝛺19/4 بیبه ترت Cو  R ریمقاد یشگاهیآزمای هاداده

𝜇F3360 [ ا7هستند .]تا در معادله  کندیمدل کمک م نی

تعویض شود تا تنها مجهول معادله  انی( جمله ولتاژ با جر12)

با  یاولتاژ پله یباشد. به عنوان مثال، برا ی( بار الکتریک12)

ماده  نیاستخراج پاسخ ا زین مقاله نیولت که هدف ا 1مقدار 

رت به صو الکتریکی انیاست، جر لیولت پتانس کی یبه ازا

 :دیآی( به دست م15معادله )

 

(15) 𝑖(𝑡) = 0.0515𝑒−15.23𝑡 

 

 روش اجزاء محدود-3

( به صورت 12(، معادله )15استفاده از معادله ) یابتدا برا

 :شودیم یسی( بازنو16معادله )

(16) 

𝜂
𝜕𝑞(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝐾𝑇(1 + 𝑛)

𝜕2𝑞(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2

−
2𝑒

𝜅𝑒 . 𝑆𝑥
{∫ 𝑖(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

+ [𝑞(𝑥, 𝑡)

− 𝑞0(𝑥)]} 
𝜕𝑞(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

= 0 
 

 یبندمحدود با فرمول جزایمعادله از روش ا نیحل ا یبرا

محدود  جزای( به فرم ا16و معادله ) شود،یاستفاده م نیگلرک

هستند و از  یبعد کیو  یخط یها لاگرانژ. الماندیآیدر م

در هر  q راتییتغ شینما ی( برا17معادله ) فرمهب Nتابع شکل 

 :شوداستفاده میالمان 

 

(17) 
𝑞 = ∑ 𝑁𝑖𝑞𝑖 = [𝑁]𝑇{𝑞𝑒}

𝑛

𝑖=1

= [1 −
𝑥

ℎ

𝑥

ℎ
] {𝑞𝑒} 

 

 q یاز آن رو یرگی( و انتگرال17( و )16معادلات ) بیبا ترک

 :شودیم جهینت

 

(18) 

𝜂 ∫ [𝑁][𝑁]𝑇𝑑𝑥
𝜕{𝑞}

𝜕𝑡
+ 𝐾𝑇(𝑛

Ω

+ 1) ∫
𝜕[𝑁]

𝜕𝑥

𝜕[𝑁]𝑇

𝜕𝑥
𝑑𝑥{𝑞}

Ω

+
2𝑒

𝜅𝑒𝑆𝑥
∫ [𝑁]

𝜕[𝑁]𝑇

𝜕𝑥
{∫ 𝑖(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑞

𝑡

0Ω

− 𝑞0} 𝑑𝑥{𝑞} = 0 

 

 :دیآی( به دست م19) یسیمعادله، رابطه ماتر نیو از ا

(19) [𝐴]{�̇�} + [𝐵]{𝑞} = 0 

 که:

(20) [𝐴] = 𝜂 ∫ [𝑁][𝑁]𝑇𝑑𝑥
Ω
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[𝐵]

= 𝐾𝑇 ∫
𝜕[𝑁]

𝜕𝑥

𝜕[𝑁]𝑇

𝜕𝑥
𝑑𝑥

Ω

+
2𝑒

𝜅𝑒𝑆𝑥
∫ [𝑁]

𝜕[𝑁]𝑇

𝜕𝑥
{∫ 𝑖(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑞

𝑡

0Ω

− 𝑞0} 𝑑𝑥 = 0 

 

 حوزه المان است. Ωکه 

دارد. روش  یرگیبه انتگرال ازیحل ن ی( برا19) معادله

 یمعمول لیفرانسیحل معادلات د یبرا یروش عدد کی لریاو

عادله م نیا هیاول طیمعلوم است. شرا هیاول طیبا شرا کیمرتبه 

ه مرتب لوریاز بسط ت لری( آورده شده است. روش او13در رابطه )

 حیکردن معادلات به صورت صر یجبر یدر حوزه زمان برا کی

به  یِفواصل زمان ،لریاو یرگی. در روش انتگرالکندیاستفاده م

نمایانگر  iروش است. اگر  یداریکوچک متضمن پا یاندازه کاف

 مسئله حاضر به لریاو یبندفرمول ،باشد یشماره فواصل زمان

 :دیآی( در م21به صورت معادله ) یداریهمراه شرط پا

 

(21) 
{𝑞}𝑖+1 = {𝑞}𝑖 − Δ𝑡[𝐴]−1[𝐵]{𝑞}𝑖 
|1 + Δ𝑡 × 𝐶𝑘𝑗| ≤ 1 , 𝐶 = [𝐴]−1[𝐵] 

 

 رشکلییمجزا تغ دو مرحله یاست که ماده ط نیفرض بر ا

به واسطه  عیحرکت سر کیصورت که ابتدا  نیبه ا دهد،یم

اده د حیکه در بخش قبل توض یزمیو آب با مکان ونیانتقال 

، نوشته شد ونی یانتقال که برا نیا ی. طردیگیصورت م ،شد

 ینوی یهابودن و قرار گرفتن در توده یبه واسطه قطب زیآب ن

بردن به غلظت آن در نقاط  یپ یو برا کندیحرکت م هاونیبا 

( 22فرمول ) ع،یمختلف ضخامت پس از انجام حرکت سر

 :شودیم یبررس

(22) 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑤1 + 𝑤2 + 𝑛𝐶(𝑥, 𝑡) 
 

غلظت  1wغلظت محلول در نقاط مختلف ضخامت،  wکه در آن 

غلظت  2wبر حسب مول بر متر مکعب و  SO-3با  دراتهیآب ه

( این امکان را فراهم 22معادله ) .است مریآب آزاد در شبکه پل

آورد تا در این مرحله از مدلسازی چندمقیاسی، از مقیاس می

 ها به مقیاس محیط پیوسته انتقال حلال منتقل شویم.یون

 و پاسخ عملگر انتقال حلال-4

طی معادله سی امپیفرم اصلی معادلات انتقال حلال در آی

 شود:( بیان می23پیوستگی )

 

(23) �̇�

𝑤 + 1
+ 𝑤∇. 𝜈 = 0 

 

( ابتدا گشتاور خمشی ایجاد شده 23برای حل تقریبی معادله )

 ،شودبر اثر کرنش حجمی حاصل از انتقال حلال معرفی می

سپس با توجه به ملزومات ایجاد شده برای محاسبه گشتاور 

-( پرداخته می23خمشی به معرفی روش تقریبی حل معادله )

 اند.مشخص شده 3در شکل  یریگانتگرال ینواحشود. 

به نرخ  ،vی نرخ کرنش حجم دراتهیه ،کاملا یهابا توده

 :[9] استآب جذب شده مرتبط  غلظت

 

(24) 𝜀�̇� =
�̇�

1 + 𝑤
=

𝜕 ln(1 + 𝑤)

𝜕𝑡
 

 

 نیبه ادر روند مدلسازی چندمقیاسی حاضر ( را 24رابطه )

م تراک رقابلیغ ی،مریپل نهینوشت که آب و زم توانیم لیدل

جم ح رییحاصل از تغ یحجم کل رییهر تغ یعنی شوند،یفرض م

فاصله نقاط سطح مقطع  zها )آب جذب شده( است. اگر توده

 ضخامت)در جهت  یطول ژهیواز وسط نوار باشد، نرخ کرنش

داده  شی( نما25و به صورت معادله )، ε·⁕ ( بایسامیپینوار آ

 [:9] شودیم

 

 
 سی امپیطرح شماتیک آی -3شکل 

 

(25) 𝜀̇∗ =
1

3
𝜀�̇�(𝑧, 𝑡) =

1

3

�̇�(𝑧, 𝑡)

1 + 𝑤(𝑧, 𝑡)
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ا ر ε✽ است. t زمان و zاز فاصله در جهت ضخامت  یکه تابع

 یرویبا فرض نبود ن ی. نرخ گشتاور خمشنامندیم ژهیوکرنش

)بدون در نظر گرفتن  ونومری یو تنها برا یخارج یکیمکان

 :شودیم فی( تعر26الکترودها( به صورت معادله )

 

(26) �̇�𝑒(𝑡) = ∫ �̇�∗𝑧𝑑𝑧 =

ℎ/2

−ℎ/2

∫ 𝑌𝑏𝜀̇∗𝑧𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

 

 

ا بحال  .مدول یانگ موثر پلیمر هیدراته )یونومر( است bYکه 

از مقیاس مصالح  (،26) ( در معادله25معادله ) یگذاریجا

طه رابپیوسته به مقیاس بارگذاری داخل مقطع منتقل شده، و 

 :شودی( حاصل م27)

 

(27) �̇�𝑒(𝑡) = ∫ 𝑌𝑏

1

3

�̇�(𝑧, 𝑡)

1 + 𝑤(𝑧, 𝑡)
𝑧𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

 

 

( و در نظر 27معادله )با گرفتن انتگرال سمت راست 

کاتد  یمرز هی( و لاABLآند ) یمرز هیگرفتن ضخامت لا

(CBLگشتاور خمش ،)شودی( نوشته م28به صورت معادله ) ی: 

 

(28) 
�̇�𝑒(𝑡) = −

𝑌𝑏ℎ

6
[

�̇�𝐴(𝑧, 𝑡)

1 + 𝑤𝐴(𝑧, 𝑡)
𝐿𝐴

−
�̇�𝐶(𝑧, 𝑡)

1 + 𝑤𝐶(𝑧, 𝑡)
𝐿𝐶] 

 

و  ABLدر  یآبپوش زانینشان دهنده م Cwو  Awکه در آن 

CBL و  هستندAL  وCL  با  .استطول لایه مرزی آند و کاتد

( در زمان و در نظر گرفتن 28از دو طرف معادله ) یرگیانتگرال

است  w)0z,(C=w0)z,(Aw=0که  یزمان 0eM=(0) هیشرط اول

(0w الکترودها  در یکیالکتر لیپتانس جادیقبل از ا هیاول یآبپوش

 bبا ضخامت  یسامیپیآمقطع نوار در  یاست(، گشتاور خمش

 :آیدی( بدست م29به صورت معادله )

(29) 

𝑀𝑒 = −
𝑌𝑏𝑏ℎ𝐿𝐴

6
{ln[1 + 𝑤𝐴(𝑧, 𝑡)]

− 𝛽 ln[1 + 𝑤𝐶(𝑧, 𝑡)]
+ (1
− 𝛽)(ln(1 + 𝑤0))} 

 است.  A/LC=Lβکه در آن 

در  رییتغلذا کوچک است و در این نوار،  یکرنش خمش

با  نیبنابرا؛ کوچک است یونی یهادر توده زین یآبپوش زانیم

 یسر لهی( به وس29سمت راست معادله )زدن  بیتقر

( حاصل 30و حذف جملات مرتبه بالاتر معادله ) 0w حوللوریت

 :شودیم

(30) 𝑀𝑒 = −
𝑌𝑏𝑏ℎ𝐿𝐴

6(1 + 𝑤0)
[(𝑤𝐴(𝑡) − 𝛽𝑤𝐶(𝑡))

− (1 − 𝛽)𝑤0] 
 

برای بدست آوردن مقدار میزان غلظت آبپوشی در لایه مرزی 

از ز مراجع در دسترس ا t(Cw( لایه مرزی کاتد و Aw)t( آند

 شود.استفاده می 2-4و  1-4بترتیب در بخش  [9و  4]جمله 

 
 لایه مرزی آندآبپوشی در  -4-1

هایِ واقع در لایه مرزی آند به صورت زیر فشار اسمزی در توده

 :[24]شود بیان می

 

(31) Π𝐴(𝑡) =
𝜙𝑄𝐵

−𝐾0

𝑤𝐴(𝑡)
(1 +

𝐶+

𝐶−
) 

 

NaF/EWρ=Bکه 
-Q  وRT/F=0K  کهρ  چگالی غشای خشک

وزن معادل یون  NaEWثابت گاز،  Rابت فارادی، ث Fاست، 

یز ضریب اسمزی است که برای محلول رقیق ن سدیم است و 

 .[8]شود می 1ایده آل برابر 

شوند، رزی آند خالی میها از لایه مهمچنان که کاتیون

ود، شهای ثابت تولید میکنشی که بین آنیوننیروهای برهم

 ،شوددهند، ایجاد مینمایش می AApیک فشار افزوده نیز که با 

-کنش دوقطبیهمان زمان نیروی برهمدر حالی که در 

شوند و یابد. این دو اثر کوپل میکاهش می ADDpدوقطبی، 

 یونی بستگی به غلظت آنداخل تودهبنابراین توزیع کاتیون 

مورد نیاز، دو اثر جدا ازهم  تحلیلبرای راحتی  ،دارد. در اینجا

 .شوندگرفته میدر نظر 

AAp ةسطح اولیبا درنظر گرفتن  ،به عنوان تابعی از زمان 

، که qیک توده کروی با توزیع یکنواخت بار الکتریکی سطحی 

کنش ی برهمشود، محاسبه نیروهادر ادامه مشخص می
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به  C+C/-، و سپس ضرب کردن نتیجه در الکترواستاتیکی

 [:4آید ]عنوان تاثیر توزیع مجدد یون کاتیون بدست می

 

(32) 

𝑝𝐴𝐴(𝑡) =
𝑞2

2𝜅𝐴(𝑡)
(1 −

𝐶+

𝐶−
)

=
1

18𝜅𝐴(𝑡)
𝑄𝐵

−2
𝑎𝐴

2

[𝑤𝐴(𝑡)]2
(1 −

𝐶+

𝐶−
)

≈
1

18𝜅𝐴(𝑡)
𝑄𝐵

−2
𝑅0

2

[𝑤𝐴(𝑡)]4/3
(1 −

𝐶+

𝐶−
) 

 

شعاع توده  Aaالکتریک موثر توده است، ثابت دی t(Aκ=Aκ(که 

شعاع اولیه )خشک(  0Rاست،  Aw=Aw)t(در آب جذب شده، 

اشاره به لایه مرزی آند دارد. از آنجا  A نویسو زیر توده است

ها هستند، چگالی بار ها تنها ساکنین داخل تودهکه آنیون

 [:4شود ]، به صورت زیر حساب میqسطحی، 

 

(33) 

𝑞 = 𝑄𝐵
−

4𝜋

3
(𝑅0

3 − 𝑎0
3)

1

4𝜋𝑎2

= 𝑄𝐵
−

4𝜋

3
(𝑅3

− 𝑎3)
1

4𝜋𝑎2

=
𝑄𝐵

−

3𝑤0

𝑎0

𝜆𝜃
2 (𝑎0)

≈
𝑄𝐵

−

3

𝑅0

𝑤2/3
 

 

Bکه 
-Q  در واحد( 2چگالی بار آنیونC/cm .در غشا خشک است )

متناظر با استفاده از غلظت کاتیون در هر توده  ADDpفشار 

 [:4] استبصورت زیر 

 

(34) 𝑝𝐴𝐷𝐷(𝑡) =
1

3𝜅𝐴(𝑡)
(𝑄𝐵

−)2
±[𝛼𝐴(𝑡)]2

[𝑤𝐴(𝑡)]

𝐶+

𝐶−
 

 

 یونی نمونه در لایه مرزی آندبنابراین فشار کل در یک توده

 به صورت زیر است:

 

(35) 𝑝𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟 = Π𝐴(𝑀+, 𝑡) + 𝑝𝐴𝐴(𝑡)
+ 𝑝𝐴𝐴𝐷(𝑡) 

 

های یونیِ لایه مرزی آند، بر اساس غلظت یون در توده

wAm-آید، برای به حاالت زیر درمی Aκالکتریک موثر ثابت دی

CN≥ 0 [:4شود ]رابطه زیر نوشته می 

 

(36) 

𝜅𝐴 =
7 + 6𝑓𝐴

7 − 6𝑓𝐴
6𝜅0, 𝑓𝐴 =

𝑚𝑤𝐴 − 𝐶𝑁

𝑚𝑤𝐴
 

𝑚𝑤𝐴(𝑡) =
𝐸𝑊𝑖𝑜𝑛𝑤𝐴(𝑡)

18 [
𝐶+

𝐶−] 𝜌𝐵

 

±[𝛼(𝑡)]2

= {

𝑎1𝑤 + 𝑎2   𝑚𝑤 ≤ 𝐶𝑁

(
7 + 6𝑓

7 − 6𝑓
) (𝑎1𝑤 + 𝑎2)  𝑚𝑤 > 𝐶𝑁

 

 

ضرایب تجربی هستند.  2aو  1aعدد کئوردیناسیون و  CNکه 

)t(wAm همچنین  ؛نسبت تمامِ مول آب بر مولِ یون است)t(Af 

های آزاد آبِ داخل یک توده و در لایه مرزی آند میزان مولکول

 دهند.را قرار می 0κ=6Aκباشد،  CN-wAm>0کند. اگر را بیان می

، در زمینه t,0a(rσ(، تنش الاستیک، Ap)t(در مقابل فشار 

برقرار شود این دو  کند و زمانی که تعادلپلیمری مقاومت می

برای پلیمر  t(0p(و فشار  K)t(رسند. سفتی به توازن با هم می

توسط  t(clusterp(روکش و در یک آبپوشی به مقدار بدون

-نوشته می 0nبا تخلخل تقریبی  سیامپیآیمعادلات زیر در 

 [:4شود ]

(37) 

𝜎𝑟(𝑎0, 𝑡) = −𝑝0(𝑡)
+ 𝐾(𝑡)[𝑤𝐴(𝑡)
/𝑤0]−4/3 

𝑝0 = 𝐾 (
𝑤

𝑤𝑖
)

−4/3

+ 𝑝𝑐 , 𝐾

= 𝑝𝑐

1 + 𝑤

𝑤𝑖𝐼𝑛 − (
𝑤

𝑤𝑖
)

4/3
 

𝑝𝑐 =
2𝜙𝑄𝐵

−𝐾0

𝑤
+

±[𝛼𝐴(𝑡)]2(𝑄𝐵
−)2

3𝜅𝑒𝑤2
, 𝑤𝑖

=
𝑛0

1 − 𝑛0
 

𝐼𝑛 =
1 + 2𝐴𝑛0

𝑛0
−

1 + 2𝐴

(1 + 𝐴)
1

3

, 𝐴 =
𝑤

𝑤𝑖
− 1 

 

پس فشار موثر بر آب در لایه مرزی آند از معادله زیر نتیجه 

 شود:می
(38) 𝑡𝐴(𝑡) = −𝜎𝑟(𝑎0, 𝑡) + 𝑝𝑐𝑙𝑢𝑠𝑡𝑒𝑟(𝑡) 
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نش این تها صفر نیست. در حین توزیع مجدد کاتیون تنش

نفوذ آب به داخل یا خارج لایه مرزی آند است و بستگی  ناشی از

کمتر یا بیشتر از فشار موثر آب آزاد اطراف،  t(At(به این دارد که 

Rp  باشد. تبادل آب توسط معادلات نفوذ و شرایط اولیه و مرزی

این علت که لایه مرزی بسیار شود. در هر صورت به محاسبه می

توان برای ساده سازی، محاسبات را با فرض می ،نازک است

در لایه مرزی انجام داد. با این کار معادله  Awو  Atثابت بودن 

 شود:( با معادله دیفرانسیل زیر جایگزین می23نفوذِ )

 

(39) 
�̇�𝐴

1 + 𝑤𝐴
+

𝑣𝐴 − 𝑣𝑅

(
𝐿𝐴

2
)

= 0 

 

در آب خالص غوطه ور است و در  سیامپیآیکه زمانی

 0Rv=سرعت  ،دهداین حال خواص عملگری خود را نمایش می

 کنند:را تابعی خطی از فشار فرض می Avاست و سرعت 

 

(40) 𝑣𝐴 = 𝐷𝐻2𝑂

𝑡𝐴 − 𝑝𝑅

(
𝐿𝐴

2
)

 

 

ضریب نفوذپذیری هیدرولیکی است. با این فرض، و  H2ODکه 

برابر با صفر، معادله زیر به دست  Rpبا قرار دادن فشار مرجع 

 آید:می

(41) 
�̇�𝐴

1 + 𝑤𝐴
= 𝐷𝐻2𝑂

𝑡𝐴

(
𝐿𝐴

2
)

2 = 𝐷𝐴𝑡𝐴 

 

د. باشمیاثر ضخامت لایه مرزی  دربرگیرندةدر اینجا  ADضریب 

 .[9]ثابت است  ADشود فرض می

 

 مرزی کاتد آبپوشی در لایه-4-2

. دگیرنمیها در لایه مرزی کاتد مورد بررسی قرار در اینجا توده

نی در این لایه مرزی بسیار بر خلاف لایه مرزی آند، غلظت یو

پذیر است. مانند لایه مرزی آند در اینجا نیز فشار اسمزی تغییر

با این تفاوت که به علت  ،آید( به دست می31معادله )طبق 

تغییرات زیاد در توزیع یونِ این لایه مرزی، پارامتر توزیع یون 

v تا از تغییرات در  گیرده صورت متوسط در معادله قرار میب

به دست  tا با متغیر جلوگیری کرده و معادلات تنه zجهت 

 :[4] آید( بدست می31، لذا از معادلة )آیند

(42) 
Π̅𝐶(𝑥, 𝑡) =

𝑣𝑐(𝑧, 𝑡)𝜙𝑄𝐵
−𝐾0

𝑤𝐶(𝑧, 𝑡)

≈
𝜙𝑄𝐵

−𝐾0

𝑤𝐶(𝑡)
(1 +

�̅�+

�̅�−
) 

 

جز حجمیِ آب در لایه مرزی کاتد است و علامت  x,t(Cw(ه ک

-گر متوسط توزیع یون بدست آمده از معادله نرنستبار بیان

 .[4] پلانک است

کنش در لایه مرزی کاتد دو گونه از نیروی برهم

ای هالکترواستاتیکی وجود دارد. یکی نیروی دافع بین دوقطبی

های یونی وجود دارد، و کاتیون که در توده -صوریِ آنیون 

 است که باعث هادیگری بر اثر وجود کاتیون اضافی در توده

شود. های مجازی موجود میفعل و انفعال داخلی با دوقطبی

همین فرآیندها، میل به ایجادِ  بواسطة های اضافه شدهتنش

ا، دارد. هانبساط یا انقباض در توده ها را، بسته به توزیع کاتیون

 ،هرچند ،شوندمجددا در اینجا نیز این اثرات جداگانه مدل می

در واقع با هم کوپل هستند. مانند لایه مرزی آند فشار ناشی از 

ها با معادله زیر کاتیون در توده -نیون های صوریِ آدوقطبی

 شود:تخمین زده می

 

(43) �̅�𝐶𝐷𝐷(𝑥, 𝑡) =
𝑄𝐵

−2

3𝜅𝐶(𝑡)

±[𝛼𝐶(𝑡)]2

[𝑤𝐶(𝑡)]2
(

𝐶−

𝐶+
) 

 

 .دهدپارامترها را در لایه مرزی کاتد تمیز می C نویسکه زیر

)t(Cα ازوی دوقطبی است که در زمان و در حین اینکه ب

ها )نه لزوما تحت تاثیر سولفوناتها دوباره تحت عمل کاتیون

ابد. یگیرند، تکامل میهای ضعیف( آرایش میکربوکسیلیت

 هایکنش بین دوقطبی از قبل مانده در توده و کاتیونبرهم

های یونی )بر اثر اعمال ولتاژ( را با تنش تازه اضافه شده در توده

و به صورت زیر تعریف گذاری کاتیون نام -تقابل دوقطبی م

 [:4] شودمی

(44) 

�̅�𝐷𝐶(𝑥, 𝑡)

=
2𝑄𝐵

−2

9𝜅𝐶(𝑡)

𝛼𝐶(𝑡)𝛼𝐶(𝑡)

[𝑤𝐶(𝑡)]2
(

𝐶+

𝐶−
− 1) 𝑔(𝑡)

≈
2𝑄𝐵

−2

9𝜅𝐶(𝑡)

𝑅0𝛼𝐶(𝑡)

[𝑤𝐶(𝑡)]5/3
(

𝐶+

𝐶−
− 1) 𝑔(𝑡) 

 

ی اهای اضافی در مرکزِ کرهاین معادله با قرار دادن کاتیون

آید که شامل توزیع ثابت بدست می x,t(Cα(به شعاع )کنونیِ( 
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، روی t(Cα(هایِ شعاعی با بازوی گشتاورِ دو قطبی دوقطبی

باشد. مینیز شعاع اولیه کره توده یونی  0Rسطح کره است و 

ابع تاخیر است و ت g(t) شود.میامل ک g(t) در انتها با ضرب در

دهد. این تابع را با ( را نشان می44وابستگی به زمان معادله )

 τو ، 0rکاتیون  -کنش دوقطبی ضریب تعادلی نیروهای برهم

 [:4کنند ]به عنوان زمان رهایش به صورت زیر تعریف می

 

(45) 𝑔(𝑡) = 𝑟0 + (1 − 𝑟0) exp (−
𝑡

𝜏
) 

 

با پلیمر از نوع نافیون  سیامپیآیها در برای سولفونات

که فرآیندهای تشکیلِ ساختار مجدد و  شودمیبینی پیش

های اضافی بسیار گسترده باشد. این توزیع مجددِ کاتیون

مشاهده تاکیدی بر حرکت برعکس رهایشی در نوار 

. این توزیع مجدد کاتیون در داردبا زمینه نافیون  سیامپیآی

تا صفر و یا حتی  DCpلایه مرزی کاتد باعث کاهش سریع 

شود. برای اعمال این اثر در فشار مقداری منفی برای آن می

-هبود دادهب g(t)( را با عامل حرکت رهایشی 44) رابطةای، توده

 اند.

داخلِ لایه مرزی کاتد توسط رابطه  هاتودهتنشِ کل در 

 :[13] شودزیر بیان می

 

(46) 𝑡�̅� = −𝜎𝑟(𝑎0, 𝑡) + Π̅𝑐(𝑥, 𝑡) + �̅�𝐶𝐷𝐷(𝑡)
+ �̅�𝐷𝐶(𝑡) 

 

از یک مدل نفوذ خطی برای ارتباط دادنِ شار آب )سرعت 

 شوداستفاده می ∂x∂/Ct، به گرادیان فشار محرک Cvنفوذ آب( 

[13]: 

(47) 𝜈𝐶 = −𝐷𝐻2𝑂

𝜕𝑡𝐶

𝜕𝑥
 

 

(، نرخ تغییر 41بنابراین، با توجه به شرایط پیوستگی معادله )

آب جذب شده در لایه مرزی کاتد توسط معادله نفوذ بدست 

 آید:می

(48) �̇�𝐶

1 + 𝑤𝐶

= 𝐷𝐻2𝑂

𝜕2𝑡𝐶

𝜕𝑥2
 

 

 د:نمطابق زیر برقرارو شرایط مرزی و اولیه مانند لایه مرزی آند 
(49) 𝑡𝐶(ℎ, 𝑡) = 𝑝𝑅 = 0 

𝑤𝐶(0, 𝑡) = 𝑤0, 𝑡 > 0 

𝑤𝐶(𝑥, 0) = 𝑤0, 0 < 𝑥 < ℎ 
 

میزان جذب آب ثابت دقیقا پیش از توزیع مجدد کاتیون  0wکه 

 است.

 گردندیم فی( تعر51( و )50با معادلات ) یآبپوش زانیم

  :[13] هستند یریانتگرال گ یهاثابت 2Cو  1Cدر آنها  که

 

(50) 

𝑤𝐴(𝑧, 𝑡)

= [𝐶1ℎ𝐴(𝑡) −
𝑓𝐴

𝑓𝐴1

−
𝑓𝐴𝑓𝐴2

𝑓𝐴1
ℎ𝐴(𝑡) ∫

1

ℎ𝐴(𝑡)
𝑑𝑡] + 𝑤0 

(51) 

𝑤𝐶(𝑧, 𝑡)

= [𝐶2ℎ𝐶(𝑡) −
𝑓𝐶

𝑓𝐶1

−
𝑓𝐶𝑓𝐶2

𝑓𝐶1
ℎ𝐶(𝑡) ∫

1

ℎ𝐶(𝑡)
𝑑𝑡] + 𝑤0 

 که

(52) 

𝑓𝐴 = 𝐷𝐴(1 + 𝑤0) [
−𝜙𝑄𝐵

−𝐾0

𝑤0

+
𝑄𝐵

−2

18𝜅𝐴

𝑅0

𝑤0
4/3

−
𝑄𝐵

−2

3𝜅𝐴

±(𝛼𝐴(𝑤0)2)

𝑤0
2

] 

(53) 

𝑓𝐴1

= 𝐷𝐴 {(1 + 𝑤0) [
𝜙𝑄𝐵

−𝐾0

𝑤0
2

−
2𝑄𝐵

−2

27𝜅𝐴

𝑅0
2

𝑤0

7

3

+
2𝑄𝐵

−2

3𝜅𝐴

±[𝛼𝐴(𝑤0)]2

𝑤0
3

−
𝑄𝐵

−2

3𝜅𝐴𝑤0
2

𝑑 ± [𝛼𝐴(𝑤𝐴)]2

𝑑𝑤𝐴
|

𝑤𝐴 = 𝑤0
]

+ 𝑡𝐴(𝑤0, 𝑡)} 

(54) 𝑓𝐴2 = 𝐷𝐴(1 + 𝑤0) [−𝐾
4

3𝑤𝑖
(

𝑤0

𝑤𝑖
)

−7/3

] 

 

 هستند: زیر کاتد به صورت یمرز هیلا یپارامترها برا نیو ا

(55) 

𝑓𝐶 = 𝐷𝐶(1 + 𝑤0) [
−𝜙𝑄𝐵

−𝐾0

𝛽𝑤0

+
2𝑄𝐵

−2

9𝜅𝐴

𝑅0

𝑤0
5/3

−
𝑄𝐵

−2

3𝜅𝐶

±(𝛼𝐶(𝑤0)2)

𝑤0
2

] 
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(56) 

𝑓𝐶1

= 𝐷𝐶 {(1 + 𝑤0) [
𝜙𝑄𝐵

−𝐾0

𝑤0
2

−
10𝑄𝐵

−2

27𝜅𝐴

𝑅0
2𝛼𝐶(𝑤0)

𝑤0

7

3

+
2𝑄𝐵

−2

9𝜅𝐶

𝑅0

𝑤0

5

3

𝑑𝛼𝐶(𝑤𝐶)

𝑑𝑤𝐶
|

𝑤𝐶 = 𝑤0

+
2𝑄𝐵

−2

3𝜅𝐶

±[𝛼𝐴(𝑤0)]2

𝑤0
3

−
𝑄𝐵

−2

3𝜅𝐶𝑤0
2

𝑑 ± [𝛼𝐶(𝑤𝐶)]2

𝑑𝑤𝐶
|

𝑤𝐶 = 𝑤0
]

+ 𝑡𝐶(𝑤0, 𝑡)} 

(57) 𝑓𝐶2 = 𝐷𝐶(1 + 𝑤0) [−𝐾
4

3𝑤𝑖
(

𝑤0

𝑤𝑖
)

−7/3

] 

(58) 
ℎ𝐴(𝑡) = exp {∫ [𝑓𝐴1(𝑡) (1 +

𝐶+

𝐶−
)

+ 𝑓𝐴1] 𝑑𝑡} 

(59) 
ℎ𝐶(𝑡) = exp {∫ [𝑓𝐶1(𝑡) (1 +

𝐶+

𝐶−
)

+ 𝑓𝐶1] 𝑑𝑡} 

 

 گذارییو جا z,t(Aw=(0wو  Aw),0w0)=z هیاول طیبا شرا

 ه،یاول طیحاصل از شرا یریگبالا و ثوابت انتگرال یپارامترها

 ( حل خواهد شد:60( به شکل معادله )30معادله )

 

(60) 

𝑀𝑒

= −
𝑌𝑏𝑏ℎ𝐿𝐴

6(1 + 𝑤0)
[

𝑓𝐴

𝑓𝐴1 + 𝑓𝐴2
(𝑒(𝑓𝐴1+𝑓𝐴2)𝑡

− 1) −
𝛽𝑓𝐶

𝑓𝐶1 + 𝑓𝐶2
(𝑒(𝑓𝐶1+𝑓𝐶2)𝑡 − 1)] 

 

 زانیبر حسب م یسامیپیآ یمعادله گشتاور خمش نیا

 .دهدیبه دست مرا  یآبپوش

 ،یسامیپیآ رداریگ سرکینوار  کیدر نظر گرفتن  با

 .شودیم انی( ب61نوک نوار به صورت معادله ) ییجابجا

(61) 
𝑢3

𝐿
=

𝑀𝑒𝐿

2(𝑌𝐼)𝑒𝑓𝑓
 

 ینرسیممان ا Iطول نوار،  Lمعادل کل نوار،  یفتس Yکه در آن 

 است. نوار یانتها خیز زین 3uو 

 

 و بحث جینتا-5

توسط نرم افزار  (19) دیفرانسیلبرنامه کامپیوتری معادله 

میکرومتر و تعداد  200با ضخامت  سیامپیآینوار برای  متلب

 همچنینشده است،  اجرانوار نوشته و در ضخامت  32المان 

گیری روی زمان استفاده شده است. روش اویلر برای انتگرال

 [25]منظور مقایسه با مرجع لازم به ذکر است که به

ط شراند. نطبق بر این مرجع انتخاب شدهپارامترهای مسئله م

 ضمن اینکه .( تعریف شده است13مرزی نیز طبق معادله )
3mol/m1147=0C  در نظر گرفته شده است. کاتیون استفاده

افیون و حلال آب است. با فرض پلیمری از نوع ن Na+شده 

 آورده شده است. 1در جدول  طالعهپارامترهای م

 

 [25سازی ]مورد شبیه سیامپیآیمشخصات  -1جدول 
 )واحد( مقدار علامت پارامتر

ضریب ویسکوز برای 
+Na هیدراته 

η (2Ns/m )11-10×18/1 

 T (K )293 دما

گذردهی الکتریکی 

 eκ (2/Nm2C)3-10×8/2 نافیون هیدراته

 xS (2m)6-10×2/34 مقطعمساحت سطح 

 

ثانیه در نظر گرفته شده  0005/0t=Δگام زمانی حل اویلر 

ر کند تا تنها بیانگثانیه ادامه پیدا می 11/0است، و حل تا زمان 

 فرآیند سریعِ الکترواسمزی اولیه باشد.

مورد نظر بالا، توزیع عملگر ( برای نمونه 19با حل معادله )

 4ل در شکبار الکتریکی کاتیون از آند تا کاتد بدست آمده و 

 را در ضخامت بار الکتریکی ارائه شده است. این نمودار توزیع

قبل از ایجاد اختلاف پتانسیل بین الکترودها  سیامپینوار آی

-ثانیه( نمایش می 11/0از  پس) ولت، 1اعمال ولتاژ و پس از 

 دهد.
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 1ولتاژ  تحت عملگربار الکتریکی در ضخامت  -4شکل 

 ولت

توزیع غلظت  ،(9و با استفاده از معادلة ) (19معادله ) حلبا 

غلظت  ،(9آید. با توجه به معادله )یون در ماده به دست می

 بار الکتریکی بهمکانی در ارتباط با مشتق  ،یون در هر مکان

بار  ،است. با توجه به این نمودار 4نمودار شکل دست آمده در 

ی دارد و در نواحزیاد الکتریکی در نزدیکی کاتد و آند گرادیان 

معنی که نواحی نزدیک  به این .وجود ندارد زیادوسط گرادیان 

کننده غلظت و به تبع آن کرنش آند و کاتد نواحی تعیین

این نواحی را لایه مرزی کاتد به همین دلیل، حجمی هستند. 

 .دنامنمیو آند 

ثانیه و در  11/0در زمان یون توزیع غلظت  ،5در شکل 

رسم شده  [25]توزیع غلظت یون در مرجع حاضر، کنار حل 

 سیامپیآینوار یک مدل دو بعدی از ، [25]است. در مرجع 

تحلیل شده است. توزیع  [22]بر پایه مدل هیدرولیکی مرجع 

در نمودار بعد ارائه شده است که  [ در یک25]مرجع ظت در غل

 ت.آورده شده اس 5شکل 
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Ref.  [25] Present study

 

 1در ضخامت عملگر تحت تحریک  غلظت یون -5شکل 

 ولت

در هر دو نمودار  ،شودمی مشاهده 5از شکل همانطور که 

 غلظت ثابت و ،سیامپیآی ضخامت نوار در ناحیه بزرگی وسط

و اعمال بار هیچ  است (3mol/m 1147=0Cبرابر غلظت اولیه )

[ با 25] مرجع تاثیری بر این ناحیه ندارد. حل بدست آمده در

[ که برای اولین بار این مدل را در سال 22نتایج تاداکورا ]

ت نعمو آزمایشات معرفی کرد و با نتایج مدل هیبریدی  2000

را  سیامپیآیخطی بر خواص که تمامی اثرات غیر [9]ناصر 

نیز در بر دارد، اختلاف دارد. رفتارکلی به دست آمده در مرجع 

ده مطابقت دارند. همانطور که دی طالعه حاضر[ با نتایج م9]

ها در نزدیکی آند و کاتد در نمودار میزان مهاجرت یون ،شودمی

 کند در حالی[ به صورت یکسان تغییر می25مربوط به مرجع ]

 [ است و در واقع، مطابق9امر خلاف نتایج مرجع ] که این

لایه مرزی کاتد کوچکتر از لایه  ،نمودار مربوط به مقاله حاضر

در نزدیکی کاتد و آند را  مرزی آند است. اختلاف توزیع یون

[ با اثبات کوچکتر بودن لایه مرزی کاتد نسبت 9نعمت ناصر]

 5از نتایج مطالعه حاضر در شکل  به لایه مرزی آند نشان داد.

غلظت در نزدیکی کاتد با شیب زیادی  شود کهنیز دیده می

یابد و در نزدیکی آند این شیب کمتر است. این افزایش می

 [ است. 9بینی شده در مرجع ]رفتار پیشرفتار مشابه 

یک مطالعه پارامتریک روی تاثیر تغییر اختلاف پتانسیل 

امت ها در ضخالکتریکی بین دو الکترود بر توزیع غلظت یون

 6 در شکلو نتایج  در نزدیکی آند انجام شده سیامپیآینوار 

ها در زمان ، غلظت یونشکلداده شده است. در این  مایشن

ولت  5/1و  1 اعمالی ثانیه تحث اثر دو پتانسیل الکتریکی 05/0

 ارائه شده است.
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پتانسیل الکتریکی اعمالی بر توزیع مقدار اثر  -6شکل 

 سیامپیآیغلظت یون در نزدیکی آند نوار 
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شود، با افزایش ولتاژ مشاهده می 6همانطور که در شکل 

میکرومتر از  10ولت در فاصله کمتراز  5/1ولت به  1اعمالی از 

الکترود آند، تمام کاتیون موجود مهاجرت کرده و غلظت 

و در نتیجه باعث تورم و کرنش ویژه  ،شودکاتیون صفر می

[ به 9می شود. با توجه به اینکه در مرجع ] سیامپیآیبیشتر 

ابطه ویژه این ماده رطور آزمایشگاهی اثبات شده که کرنش

به  رودمستقیم با غلظت یون دارد، با افزایش ولتاژ انتظار می

کرنش بزرگتری دیده  ،های یونیواسطه افزایش میزان مهاجرت

شود. البته برای افزایش ولتاژ و حصول کرنش بزرگ باید 

)پلیمرِ  سیامپیآیمحدودیت ذاتی مواد سازنده 

 ود.ش درنظرو الکترودِ الاستیک( یزه رو پلاویسکوالاستیک 

انتهای نوار عرضی شکل  رییتغ معادلة ،(61معادله )در 

مقادیر . بدست آمده است بعنوان پاسخ عملگری آن سیامپیآی

بر  2جدول  مطابق (61) در معادله لیدخ یهاپارامترعددی 

با  یسامیپیآ یحل بر رو نیا اند.شده [ اتخاذ9] اساس مرجع

 انجام شده است. ونیاز نوع ناف یمریپل و Na+ونی

با  یسامیپینوار آ یانتها، نحوه تغییرات خیز 7در شکل 

 224و ضخامت  متریلیم 2عرض  متر،یلیم 18طول 

و  ،رسم شدهدر طول زمان با استفاده از مدل حاضر کرومتریم

 شده است.  سهی[ مقا9مرجع ] با نتایج

 

 [9( ]61به کار رفته در حل معادله ) ریمقاد -2جدول 

 مقدار )واحد( علامت پارامتر

 CN 5/4 عدد کئوردیناسیون

 Na Na+EW (g/mol )23+وزن مولی 

ضریب در رابطه 

 طول موثر دوقطبی
1a 2وa 20-10×5234/1 

 AD AD 8-10×000/1ضریب 

وزن مولی معادل 

 یونومر دارای پرتون
H+EW (g/mol )1100 

 T (K )293 دما

شعاع اولیه توده 

 یونی
a (m )9-10×65/1 

 ρ (3kg/m )3385 سیامپیآیچگالی 

 R ثابت گاز
(J/mol.K )9-

10×3143/8 

 F (C/mol )96485 ثابت فارادی

 bρ (3kg/m )2020 چگالی یونومر

گذردهی الکتریکی 

 CBLدر 
Cκ (F/m )11-10×31/5 

گذردهی الکتریکی 

 ABLدر 
Aκ 

(F/m )10-

10×1462/2 

 0n 01/0 تخلخل اولیه

 Φ 1 ضریب اسمزی
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 سیامپیپاسخ عملگری انتهای نوار آی -7شکل 

 

 یابی[ از ارز9مرجع ] جینتاشایان ذکر است که 

 هایونیبا کات یسامیپیآی عملگر کیپاسخ مکان یشگاهیآزما

یآ نیمختلف آب بدست آمده است. ا هایمختلف و در غلظت

نوار  یدر دو سو کرومتریم 6به ضخامت  ومینیبا پلات یسامیپ

فرض  0w=533/0 هیاول یآبپوش زانیشده است. م یالکترودده

 نگی. دمپباشدمیولت  1اعمال شده الکتریکی  لیشده و پتانس

ر دنشان داده شده  جینتا .استصفر فرض شده  صالحم سکوزیو

یپیآن بر طول آ میبا تقس ی نوارانتها ییجابجا یبرا 7شکل 

 .شده است بعدیب یسام

نشان داده شده در نمودار  یسامیپیآنوار  یرفتار عملگر

 اریبس یسامیپیآ هیکه حرکت اول کندیمشخص م 7شکل 

کاتد است و علت آن گشتاور  متحرکت به س نیاست. ا عیسر

 نهیشیب ییو جابجا است یکیالکتر لیحاصل از پتانس یخمش

 نوار ع،یحرکت سر نی. پس از اکندیم ینیبشیرا پ متریلیم 2

در  متریلیم 5/0 ییانتها زیخ تایو نها گرددیبه سمت آند بازم

[، 9اختلاف حل ارائه شده با مرجع ] علت .ماندیم یباق نوار
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 زانیبدست آوردن م یبرا لوریت یاست که در سر یبیتقر

 نیآند و کاتد در نظر گرفته شده است، و باعث از ب یآبپوش

 لیلد نیاست. به هم دهیگرد یشیاثرات حرکت رها یرفتن برخ

را به صورت کامل  یشیمدل کردن حرکت رها ییحل توانا نیا

ه ماده مانند پاسخ ب عیپاسخ سر یبررس یحال، برا نیندارد. با ا

متناوب مناسب است. چرا که با انتخاب فرکانس  لیپتانس

. همچنین را ندارد یشیمناسب، ماده فرصت بروز حرکت رها

ه ئ، نتایج قابل قبولی را اراوجود بار محاسباتی کمبا مدل حاضر 

 .دهدمی

 

 یریگ جهینت-6

سی توسط یک مدل امپیآینوار در این مقاله، رفتار عملگری 

یاسیییی  چند های -الکتروشییییمیمق با تعریف نیرو کانیکی  م

تاژ  مال ول ئه شییید. پس از اع ویسیییکوز، الکتریکی و نفوذ ارا

الکتریکی معادله توزیع غلظت یون و آب برحسب بار الکتریکی 

بندی شد. از این معادله، خواص عملگری ماده شناسایی فرمول

شییید. به این صیییورت که توزیع غلظت منجر به کرنش ویژه 

ن اختلاف پتانسیییل الکترودها شیید، و معادله برحسییب میزا

شد. انتگرالنزما های مند توسط روش اجزاء محدود گسسته 

ستفاده از  سپس با ا شد.  سط روش اویلر حل  زمانی معادله تو

رابطه بین نرخ تغییر لنگر خمشیییی بر حسیییب زمان و کرنش 

ست بد جینتا بدست آمد. نوارویژه، لنگر خمشی و خیز انتهای 

در دسیییترس مورد و مدلسیییازی  یتجرب جیآمده از مدل با نتا

سنج سهیمقا شان  جینتاگرفت. قرار  یو اعتبار  ل که مد دادن

شده  سباتارائه  سادگی و بار محا سو هزینه کم،  یعلیرغم  خ پا

 .کندیبینی منحو قابل قبولی پیشرا به سیامپیآینوار  عیسر

مدلسییازی عددی، نقش مهم با توجه به نتایج بدسییت آمده از 

های مرزی آند و کاتد به عنوان ناحیه تعیین کننده کرنش لایه

سییازی مشییاهده شیید که با در این شییبیه شیید. تاییدحجمی 

ست و در  شتر ا شده بی افزایش ولتاژ، میزان یون و آب جابجا 

 شود.نتیجه خمشِ بیشتری در ماده دیده می
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