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 چکیده
شش . با در نظر گرفتن تأثیر کاستدینامیک غیرخطی روتورهای نامتوازن  ها بررو بررسی تأثیر خواص کشسان یاتاقانهدف پژوهش پیش

یند. آغیرخطی بدست میبرنولی -ناشی از میدان مغناطیسی نامتقارن، معادلات حرکت متناظر با روتور با استفاده از تئوری تیر اویلر

های زمانی چندگانه به صورت معادلات کاهیده شده حرکت با اتخاذ روش تجزیه گالرکین استخراج و سپس با استفاده از روش مقیاس

د وهای عددی، با نتایج موجسازیهای پژوهش حاضر علاوه بر شبیهشوند. یافتهتحلیلی برای حالات ارتعاشات آزاد و تشدید اولیه حل می

شوند. سپس برای بررسی تأثیر کشش نامتقارن مغناطیسی، گذاری میصورت موفقیت آمیزی صحههای پیشین مقایسه و بهدر پژوهش

د. نتایج پذیرها و خروج از مرکزی روتور بر دینامیک غیرخطی سیستم، یک مطالعه پارامتری با جزئیات انجام میسفتی غیرخطی یاتاقان

ن همچنی؛ شودهای طبیعی سیستم مینظر گرفتن کشش میدان مغناطیسی نامتقارن موجب کاهش فرکانس آن است که در حاکی از

 .شودیم داریدو پا هیتر شدن ناحسبب بزرگشود که افزایش خروج از مرکزی باعث افزایش دامنه ارتعاشات شده و مشاهده می

ها؛ خروج از میدان مغناطیسی نامتقارن؛ سختی غیرخطی یاتاقانهای القایی؛ کشش دینامیک غیرخطی؛ محور موتور :کلمات کلیدی

 .مرکزی
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Abstract 
This paper aims to investigate the influence of bearing elastic properties on nonlinear dynamics of 

unbalanced rotors. Accounting for the influence of asymmetric magnetic pull, the governing equations of 

motion associated with the rotor are obtained using the nonlinear Euler-Bernoulli beam theory. Adopting 

the Galerkin projection method, the reduced equations of motion are extracted and then solved analytically 

through the method of multiple time scales for the cases of free vibrations and primary resonances. Aside 

from the numerical simulations, the present findings are compared and successfully validated by those 

published in the previous studies. Afterward, a detailed parametric study is conducted to assess the 

influences of asymmetric magnetic pull, nonlinear stiffnesses of the bearings and the eccentricity on 

nonlinear dynamics of the system. Results reveal that accounting for the influence of asymmetric magnetic 

pull decreases the natural frequencies of the system. In addition, it is observed that increasing the 

eccentricity increases the amplitudes of vibrations and also broadens the bistable resonance zone. 

Keywords: Nonlinear dynamics; Induction motors shaft; Asymmetric magnetic pull; Nonlinear stiffnesses of 

bearings; Eccentricity. 
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 مقدمه  -1
 پیش زمینه -1-1

ترین بخش مجموعه روتور در سیستم دوار به عنوان اصلی

 ترینشود؛ چراکه تبدیل انرژی به عنوان اساسیشناخته می

گردد. های دوار، به وسیله دوران روتور انجام میوظیفه ماشین

های دوار، موتورهای الکتریکی یکی از پرکاربردترین سیستم

 ضا،هواف راه آهن، رینظ یمختلف عیکه در صناباشند القایی می

  .دنریگیو ... مورد استفاده قرار م کیربات

ارتعاش همواره به عنوان اثر مخرب در موتورهای القایی 

عوامل مختلفی نظیر نامتوازنی جرمی، عدم  .شودشناخته می

طور کلی خروج از های متصل به هم و بههمراستایی محور

، موجب بروز ارتعاشات ناخواسته در سیستم شده و مرکزی

دهد و موجب ایده آل روتور را تحت تأثیر قرار میحرکت 

 گردد.کاهش راندمان سیستم می

ن نشد ثابت عدم دقت کافی هنگام مونتاژ قطعات، نظیر

 انینبودن فاصله م کسانی نیو همچن هااتاقانیروتور در  قیدق

ود. شسبب ایجاد ناهمراستایی در سیستم می روتور و استاتور

این موضوع موجب اصطکاک و برخورد اجزا با یکدیگر خواهد 

شد. علاوه بر موارد ذکر شده، هنگامی که مرکز روتور با مرکز 

استاتور منطبق نباشد، ، سبب حرکت شلاقی روتور هنگام 

. حرکت شلاقی روتور،  باعث بوجود آمدن [1]شود دوران می

ه درنتیج ؛شود، خستگی و در نهایت شکست روتور میضربه

 خسارات جبران ناپذیری در سیستم بروز خواهد کرد.

 

 بیان مساله  -1-2

 ی آنکینامیدرفتار  لی، تحلنامطلوب در سیستمشناخت عوامل 

ی هاموتوردر  تیاز مسائل حائز اهم یکی و پایش وضعیت اجزاء

تار تحلیل صحیح رف. به طوری که جهت است الکتریکی القایی

سازی سیستم را تا حد ممکن ارتعاشی سیستم، بایستی مدل

به شرایط واقعی نزدیک نمود و تأثیر پارامترهای گوناگون 

ینی بتوان با پیشارتعاشی را مد نظر قرار داد. در این صورت می

های خطرناک( و دوری دقیق شرایط کاری نامطلوب )فرکانس

یش راندمان سیستم و افزایش طول ها موجب افزاگزیدن از آن

در زمینه ارتعاشات  قاتیرو اکثر تحق نیاز اعمر آن شد. 

حرکات ناخواسته روتور، کاهش  ایحذف  موتورهای الکتریکی بر

پایدار سازی سیستم و افزایش راندمان آن از طریق بررسی 

 اند.ارتعاشی متمرکز شدهگوناگون  یپارامترها تأثیر

 مرور ادبیات -1-3

 با و،موشنکیت ریتبه صورت  روتوردرنظر گرفتن  با [2]ی تاکاش

 روتور آزاد ارتعاش لیتحل به محدود استفاده از روش المان

 تر وبندی تیر به چند المان کوچکبا تقسیم اوپرداخت. 

راج را استخحاکم بر سیستم معادله ، لتونیهم اصلاستفاده از 

 را یدوران ینرسیا و یبرش شکل رییتغ ریتأثتنها  یتاکاشنمود. 

دار . او با استفاده از نمونمود مطالعه روپیش فرکانس راتییتغ در

روتور )نمودار  یفرکانس بر حسب سرعت دوران راتییتغ

 یرسنیا و یبرش شکل رییتغ شیکه با افزا افتیدر، کمپل(

 با [3]و زو  ملانسون. ابدییم شیافزا روپیش فرکانس ،یدوران

 یمرز طیشرا 6 با موشنکویت ریتروتور به صورت  سازیمدل

(، آزاد-آزاد(، )آزاد-لولایی(، )لولایی-لولایی ) کیکلاس

گاههتکی ی( براگیردار-لولایی(و )گیردار-آزاد(،)گیردار-گیردار)

تنها با  آنها. دادند قرار یبررس مورد را روتورارتعاش آزاد  ،ها

 کتحر کینامید معادلات ،یداخل میرایی ریثأگرفتن ت درنظر

فرم  به یقیحل دق ،[3]ملانسون و زو . نمودند جخرااست را

 شرط 6 هر نرمال یهامود و فرکانس حاسبهم یبرامختلط، 

 فتندایدر آمدهبدست  جینتااز  استفاده. با دادند ارائه رتی یمرز

عتسر در ستمیس یداریپا جادیا سبب ،یداخل میرایی اثرکه 

 میرایی اثرکه  ی. در حالشودیم یسرعت بحران از کمتر یها

در  یریثأت ،یبحران سرعت از بالاتر یهاسرعت یبرا یداخل

با  [1]حسینی و خادم . کرد نخواهد جادیا ستمیس یداریپا

صرف نظر از تأثیر کشش سطح میانی، ارتعاشات آزاد غیرخطی 

ان نش هابه صورت تحلیلی مورد بررسی قرار دادند. آنها را روتور

در روتورها عملاً کشیدگی سطح میانی رخ نداده و  ،دادند

غیرخطی بودن رفتار سیستم در حالت لنگ زدن بدلیل 

غیرخطی بودن شعاع انحنا و اینرسی سیستم است. بر اساس 

این نظریه، حسینی و خادم به ترتیب به تحلیل ارتعاشات 

و ثانویه  [5]، اولیه [4] اجباری روتور در حالت رزونانس ترکیبی

ای هبا صرف نظر از کشش سطح میانی توسط روش مقیاس [6]

 شعاع انحناء و اینرسی [4]زمانی چندگانه پرداختند. در مرجع 

عوامل غیرخطی در نظر گرفته شده است که تنها در به عنوان 

صورت اندک بودن میزان عوامل غیرخطی نتایج حاصل قابل 

به عنوان عامل غیرخطی هندسه  [5]باشند. در مرجع قبول می

نظر شده است. نتایج لحاظ شده و از تغییر شکل برشی صرف

سه شکل موج سخت شوندگی به دست آمده حاکی از رفتار 

 که این اثر با افزایش استعامل غیرخطی روتور بر اثر ابتدایی 
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های مربوط قابل مشاهده است. با خروج از مرکزی در گراف

توان می [6]متر تنظیم در مرجع بررسی نتایج مربوط به پارا

علت وقوع رزونانس ترکیبی دوگانه به ازای پارامتر تنظیم ثابت 

ای معین را تنها خروج از مرکزی و ضریب میرایی در بازه

اجباری  اتارتعاش لیبه تحل [7] انیو زمان ینیحسدانست. 

های مقیاسبا استفاده از روش  هیرزونانس اولروتور در حالت 

اگرچه هر دو مود  ،ندنشان داد هاآن .ندپرداخت چندگانهزمانی 

در ارتعاشات آزاد سیستم مؤثر هستند، اما در رو رو و پسپیش

خادم و شود. رو تحریک میارتعاشات اجباری تنها مود پیش

تحلیل ارتعاشات آزاد غیرخطی روتور بسیار  [8]همکارانش 

هش با توجه به قرار دادند. در این پژوباریک را مورد بررسی 

باریک بودن روتور، از اثر برشی صرف نظر شده و تنها تأثیر 

خارجی در معادله  میراییو  ژیروسکوپاینرسی دورانی، 

درنظر همیلتون، جهت بدست آوردن معادلات حاکم بر حرکت 

سپس، معادلات حاکم برحرکت از طریق روش  .گرفته شد

با  [8]سازی شدند. خادم و همکارانش گلرکین گسسته

های های زمانی چندگانه، فرکانسگیری از روش مقیاسبهره

رو را بدست آوردند. نتایج بدست آمده از نمودار رو و پسپیش

کمپل در این پژوهش برای دو مود اولیه، حاکی از آن بود که 

افزایش سرعت دورانی روتور، سبب افزایش فرکانس غیرخطی 

 خواهد شد. شایان رورو و کاهش فرکانس غیرخطی پسپیش

رو در اولین شکل رو و پسفرکانس غیرخطی پیش ،ذکر است

اختلاف کمتری نسبت به شکل مود دوم مود ارتعاشی، دارای 

 ، مقادیر فرکانسخارجی میراییهمچنین با افزایش  ؛باشندمی

د. رونرو، به سمت حالت خطی پیش میرو و پسغیرخطی پیش

 کیرا در  یسیمغناط لینسپتا یانرژ [9] ونگ و همکارانش

 رفتار دینامیکی یکمحاسبه نموده و سپس  یکیموتور الکتر

ی را مورد مطالعه قرار سیمغناط کیتحت تحر 2مدل جفکات

روتور  کیپاسخ غیرخطی نیز  [10] نحسی-دادند. عنایت

 یبه صورت عدد هایاتاقان یسیک مغناطیمنعطف را تحت تحر

 تحریک غیرخطی، جملات لیتحل نیکرد. در ا یبررس

 ر بر دینامیکروتور و استاتو انیمی و فاصله هوایی سیمغناط

 اتارتعاش [11]لو و  ونگسیستم مورد مطالعه قرار گرفت. 

ت به صور یسیالکترومغناط کیرا تحت تحر روتورهاغیرخطی 

اثرات با صرف نظر از  پژوهش نیدرا .بررسی کردند یعدد

 پس از معادلات حاکمه ،روتور یهندسغیرخطی و  یروسکوپیژ

                                                       
2 Jeffcott 

تا کو-توسط روش رانج، مطابق روش گالرکین سازیگسسته

با در نظر گرفتن تأثیر  [12]افتخاری و همکارانش  .حل شدند

جملات غیرخطی هندسی ناشی از انحنا و اینرسی، اثر میدان 

مغناطیسی استاتور را بر ارتعاشات محور موتورهای القایی در 

ت جرم مورد مطالعه قرار دادند. شایان اثر وجود توزیع نایکنواخ

صورت صلب ها بههای فوق یاتاقانذکر است در تمامی پژوهش

بررسی تأثیر خاصیت  منظوربهدر نظر گرفته شده بودند. 

ها بر ارتعاشات غیرخطی روتورها، فاداتار و ارتجاعی یاتاقان

علاوه بر در نظر گرفتن تأثیر جملات  [13]همکارانش 

غیرخطی انحنا و اینرسی هنگام وقوع حرکت بزرگ دامنه، 

گاه الاستیک با ضریب فنریت صورت تکیهها را نیز بهیاتاقان

 سازی کردند.غیرخطی مدل

رغم وجود شود، علیطور که ملاحظه میهمان

تحلیل دینامیک غیرخطی  یهای بسیاری در زمینهپژوهش

-تورها، اثر همزمان انحنا و اینرسی غیرخطی روتور، یاتاقانرو

های الاستیک با ضریب فنریت غیرخطی و تحریک مغناطیسی 

لذا  ؛استاتور بر پاسخ سیستم مورد مطالعه قرار نگرفته است

پژوهش حاضر بر تحلیل تأثیر همزمان خاصیت ارتجاعی 

پاسخ  ها و روتور متمرکز شده و در استخراجغیرخطی یاتاقان

-دینامیکی سازه، جاذبه مغناطیسی استاتور را نیز در نظر می

 گیرد. 

 

 دورنما -1-4

سازی روتور با در نظر گرفتن به مدل 2 بخشدر این پژوهش، 

که، طوریشود؛ بهها اختصاص داده میخاصیت ارتجاعی یاتاقان

 با استفاده از اصل همیلتون ستمیسحرکت  بر حاکم معادلات

مجموعه  شکل مودتابع  3 بخشدر استخراج خواهند شد. 

ا استفاده از روش یاتاقان بدست آمده و معادلات ب-روتور

 روش شوند. سپس با استفاده ازمی یسازگسسته  نیلرکاگ

پاسخ ارتعاشات آزاد سیستم تعیین  چندگانه یزمان اسیمق

با بررسی رفتار ارتعاشی سیستم در حالت  4 بخشدر  .شودمی

. نتایج شودتشدید اولیه، پاسخ فرکانسی سیستم استخراج می

یاتاقان -روتور یحاصل از تحلیل دینامیک غیرخطی مجموعه

های آوردنتایج و دست گردند. خلاصهارائه می 5نیز در بخش 

 شود.گزارش می 6رو نیز در بخش پژوهش پیش



 
 

 

 ... یسیمغناط یداندر حضور کشش م ییالقا های¬محور نامتوازن موتور یرخطیغ ینامیکبر د ها¬یاتاقانکشسان  یتخاص یرتأث یبررس  |140

 

 5/ شماره 13/ دوره 1402ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

سازی ریاضی و استخراج معادلات حاکم بر مدل -2

 سیستم 
 یاتاقان-روتور یسازی مجموعهمدل -2-1

 Lروتور یک موتور الکتریکی را به صورت تیری به طول  1شکل

هد. دگاه الاستیک در دو انتها نمایش میمراه تکیههبه Mو جرم 

منظور تعیین مدل شود، بهطور که از این شکل دیده میهمان

دینامیکی سیستم، از دو دستگاه مختصات مرجع ) دستگاه 

XYZ  که به تار میانی روتور در سمت چپ متصل شده و همراه

که به تار میانی  𝜉 휂 휁کند( و محلی )دستگاه با آن دوران می

 𝜉که جهت محور طوریبه ،در سطح مقطع روتور چسبیده

 ( استفاده شده است.استهمواره عمود بر سطح مقطع 

 

 
 سازی روتور و یاتاقان و نمایش چارچوبمدل -1شکل 

 مرجع و محلی

 

 کشد. برها را به تصویر میمدل الاستیک یاتاقان 2شکل

های ای از فنرها به صورت مجموعهاساس این شکل، یاتاقان

 اند.سازی شدهخطی و غیرخطی به همراه یک میراگر مدل

 

 
سازی یاتاقان به صورت فنر غیرخطی و مدل -2شکل 

 دمپر

 

ترتیب مراکز روتور و استاتور  به𝑂و �́�، 3مطابق با شکل

شود، دو مرکز مشاهده می 3باشند. همانطور که در شکلمی

 میان مراکز یروتور واستاتور بر هم منطبق نبوده، لذا فاصله

تعیین  eروتور و استاتور به وسیله پارامتر خروج از مرکزی 

 شود.می

 

 
نمایش مراکز روتور، استاتور و دوران در حضور  -3شکل 

 تحریک مغناطیسی

 

سازی، خروج از مرکزی به ذکر است در این مدلشایان

ه همچنین باتوجه ب ؛صورت دینامیکی در نظر گرفته شده است

، مرکز جرم روتور نیز بر مرکز هندسی آن منطبق 3شکل 

 ؛گرددتعریف می 𝑒𝑤و  𝑒𝑣 یباشد و توسط دو مولفهنمی

 φسط زاویه همچنین میزان پیچش سطح مقطع روتور تو

 گردد.تعیین می

، 1تر نیز ذکر شد، مطابق با شکلطور که پیشهمان

، منطبق بر مرکز روتور بوده و به عنوان چارچوب 𝑋𝑌𝑍چارچوب 

در راستای طول  𝑋 شود. جهت محورمرجع در نظر گرفته می

طبق قانون دست  𝑍و  𝑌و همچنین جهت دو محور  استروتور 

 تغییر شکل بزرگ یشود. باتوجه به فرضیهراست تعیین می

منظور بیان جابجایی هر نقطه توان بهروتور هنگام دوران، می

استفاده نمود.  𝜉휂휁دلخواه در طول روتور، از چارچوب محلی 

 𝜉휂휁و چارچوب محلی  𝑋𝑌𝑍چارچوب مرجع  یبردارهای یکه

𝑒𝑥]به ترتیب به صورت 𝑒𝑦 𝑒𝑧]𝑇  و[𝑒𝜉 𝑒𝜂 𝑒𝜁]𝑇  بیان

 شوند. می

توان میان اویلر می zyxدوران  φو  θ ،ψبا استفاده از زوایای 

)تغییر شکل یافته( ارتباط ایجاد  دو چارچوب مرجع و محلی

دوران  𝜓به میزان  Zحول محور  XYZنمود. در ابتدا چارچوب 

 𝑋1𝑌1𝑍تولید گردد، سپس چارچوب  𝑋1𝑌1𝑍نموده تا چارچوب 

 𝑋2𝑌1𝑍2دوران نموده تا چارچوب  θبه میزان  𝑌1حول محور 

به  Xحول محور  𝑋2𝑌1𝑍2تولید گردد و درنهایت چارچوب 
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رسید. با  𝜉휂휁 دوران نموده تا به چارچوب محلی φمیزان 

چارچوب  𝑅𝑧𝑦𝑥(، ماتریس دوران 1) یاستفاده از رابطه

 .[14]سازد منطبق می 𝑋𝑌𝑍را بر چارچوب مرجع  𝜉휂휁 محلی

 

(1) 
𝑅𝑧𝑦𝑥

= [

𝑐𝜓𝑐θ 𝑐𝜓𝑠휃𝑠𝜑 − 𝑠𝜓𝑐𝜑 𝑐𝜓𝑠휃𝑐𝜑 + 𝑠𝜓𝑠𝜑
𝑠𝜑𝑐휃 −𝑠𝜓𝑠휃𝑠𝜑 + 𝑐𝜓𝑐𝜑 −𝑠𝜓𝑠휃𝑠𝜑 − 𝑐𝜓𝑠𝜑
−𝑠휃 𝑐휃𝑠𝜑 𝑐휃𝑐𝜑

] 

 

 (.)sin=sدر رابطه فوق به منظور سهولت در نگارش 

 گرفته شده است. درنظر  (.)cos=cو 

(، به صورت 2) یتوان با استفاده از رابطههمچنین می

معکوس ارتباط میان چارچوب محلی و چارچوب مرجع را نیز 

 بیان نمود.

(2) [
𝜉
휂
휁
] = 𝑅𝑧𝑦𝑥

𝑇 [
𝑋
𝑌
𝑍
] 

 

ارتباط  یدوران به عنوان برقرارکننده با تعیین ماتریس

مورد نظر به در چارچوب ها ها، هر یک از متغیرمیان چارچوب

توان بردار سرعت سادگی تعریف خواهند شد. از این رو می

(، در چارچوب مرجع 4( و )3را به ترتیب طبق روابط ) ایزاویه

𝑋𝑌𝑍 و چارچوب محلی 𝜉휂휁  [15]بیان نمود: 

 

(3) 𝛚 = �̇�(𝑡)𝑒𝑧 + 휃̇(𝑡)𝑒𝑦1 + (�̇�(𝑡) + Ω)𝑒𝑥2 

(4) 𝛚 = 𝜔1𝑒𝜉 + 𝜔2𝑒𝜂 + 𝜔3𝑒𝜁 

 

استفاده شده در روابط فوق " ̇  "علامتشایان ذکر است 

 .استبه معنای مشتق زمانی 

های توان هر یک از سرعت(، می5) یبا استفاده از رابطه

 :[15]را محاسبه نمود  𝜔3 و 𝜔1 ،𝜔2ای زاویه

 

(5) 
𝜔1 =   −�̇�𝑠(휃)  + �̇� + Ω

𝜔2 = �̇�𝑐(휃)𝑠(𝜑) + 휃̇𝑐(𝜑)

𝜔3 = �̇�𝑐(휃)𝑐(𝜑) − 휃̇𝑐(𝜑)

 

 

توان بردار شعاع ، می𝝎ای زاویهپس از تعیین بردار سرعت 

.𝜉را در چارچوب  𝜌انحنا  휂. 휁 ( بیان نمود.6طبق رابطه ،) 

 

(6) ρ = 𝜌1𝑒𝜉 + 𝜌2𝑒𝜂 + 𝜌3𝑒𝜁 

 یمطابق با رابطه 𝜌3و 𝜌1 ،𝜌2های که در آن هر یک از مؤلفه

 :[15]باشند ( قابل محاسبه می7)

 

(7) 
𝜌1 =   −�́�𝑠(휃)  + �́� + Ω

𝜌2 = �́�𝑐(휃)𝑠(𝜑) + 휃́𝑐(𝜑)

𝜌3 = �́�𝑐(휃)𝑐(𝜑) − 휃́𝑐(𝜑)

 

 

به معنای مشتق مکانی نسبت " ́  "شایان ذکر است، علامت

 باشد. می 𝜉به متغیر 

مختلف سطح مقطع روتور دوار در راستای  جابجایی نقاط

نسبت به زمان به ترتیب توسط متغیرهای  Zو  X، Yمحورهای 

u(s,t) ،v(s,t)  وw(s,t) گردد. پارامتر بیان میs  طول انحناء ایجاد

و در  4. با توجه به شکل استثابت زمانی  tشده در روتور و 

ایای توان زوعدم تغییر شکل برشی، می ینظر گرفتن فرضیه

( بر حسب مشتق مکانی 8) یرا طبق رابطه 휃و  𝜓اویلر

 .[12]بیان نمود wو  v متغیرهای وابسته

 

(8) 𝜓 = 𝑡𝑎𝑛−1 (
�́�

1+�́�
) , 휃 = 𝑡𝑎𝑛−1 (−

�́�

(1+�́�)2+�́�
) 

 

توان مشتقات مکانی و می (8لذا با مشتق گرفتن از رابطه )

( تعیین 10( و )9را مطابق با روابط ) 휃و  𝜓زمانی زوایای اویلر 

 نمود.

 

(9) 

 

�̇� =
−�̇�′�́� + �̇�′�́� + �̇�′

(1 + �́�)2 + �́�
 , 

 �́� =
−𝑢′′𝑣′ + 𝑣′′𝑢′ + 𝑣′′

(1 + �́�)2 + �́�2
 

 

(10) 
휃̇ =

𝑢′𝑤′�̇�′+𝑣′𝑤′�̇�′+�́��̇�′−�̇�′[(1+�́�)2+�́�]

[(1+�́�)2+�́�2+�́�2]√(1+�́�)2+�́�2
 , 

 휃́ =
𝑢′𝑤′𝑢′′+𝑣′𝑤′𝑣′′+�́�𝑢′′−𝑤′′[(1+�́�)2+�́�2]

[(1+�́�)2+�́�2+�́�2]√(1+�́�)2+�́�2
. 

 

ای و شعاع انحناء های سرعت زاویههای برداربنابراین مؤلفه

صورت به φو زاویه پیچش  wو  u ،vهای برحسب جابجایی

 گردند.( تعیین می12( و )11روابط )

 

(11) 

𝜔1 = 𝑣𝑤 + 𝜑 + Ω. 

𝜔2 = −�̇�′ + �́��̇�′ + 𝜑�̇�′ + �́��̇�′ 

+
1

2
�́�2�̇�′ + �́��́��̇�′ + �̇�′�́�2 +

1

2
𝜑2�̇�′. 

𝜔3 = �̇�′ − �́��̇�′ + 𝜑�̇�′ − �́��̇�′ 

−
1

2
�́�2�̇�′ − �̇�′�́�2 −

1

2
𝜑2�̇�′. 
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(12) 

𝜌1 = 𝑣′′𝑤′ + 𝜑′. 
𝜌2 = −𝑤′′ + �́�𝑢′′ + 𝜑𝑣′′ + �́�𝑤′′ 

+
1

2
�́�2𝑤′′ + �́��́�𝑣′′ + 𝑤′′�́�2 +

1

2
𝜑2𝑤′′. 

𝜌3 = 𝑣′′ − �́�𝑢′′ + 𝜑𝑤′′ − �́�𝑣′′ 

−
1

2
�́�2𝑣′′ − 𝑣′′�́�2 −

1

2
𝜑2𝑣′′. 

 

توان ارتباط میان المان اولیه و المان ، می4بر اساس شکل 

( بیان نمود 13) یتغییر شکل یافته در روتور را مطابق با رابطه

[12]: 

 
نمایش زوایای اویلر و المان تغییر شکل  -4شکل 

 .[12]یافته

 

(13) 𝑑𝑠′ = 𝑑𝑠(√(1 + �́�)2 + �́�2 + �́�2) 

 

مادی دلخواه روی تار میانی از  یفاصله یک نقطه sکه در آن 

. باتوجه به فرض عدم تغییر طول روتور، استمبدا مختصات 

قید استخراج  ی( به عنوان معادله13) ی( از معادله14) یرابطه

 گردد:می

 

(14) (1 + �́�)2 + �́�2 + �́�2 = 1 

 

این رابطه با استفاده از بسط تیلور، به صورت زیر بازنویسی 

 شود:می

 

(15) 𝑢 = −
1

2
∫ (�́�2 + �́�2)𝑑𝑠

𝑠

0

 

 

 سیالکترومغناط یروین -2-2

با توجه به عدم توزیع یکنواخت میدان مغناطیسی در فضای 

 یمیان روتور و استاتور، نیروی الکترومغناطیس طبق رابطه

 گذارد( به عنوان یک تحریک خارجی بر سیستم اثر می16)

[9] . 

 

(16) 𝑃𝑚 = 𝜆𝑚𝑒 (
1 − 𝑒2

𝐶𝑒
2 )

−
3
2

 

 

بر نیروی  𝑒 و 𝜆𝑚،𝐶𝑒فوق تأثیر پارامترهای  یرابطهدر 

توان طبق همچنین می است؛الکترومغناطیس قابل بررسی 

 ، فاصله میان مراکز روتور و استاتوررا بیان نمود17رابطه 

 

(17) 𝑒 = √𝑣2 + 𝑤2 

 

( محاسبه 18) ی، طبق رابطه𝜆𝑚پارامتر الکترومغناطیس 

 شود. می

(18) 𝜆𝑚 =
𝜋𝐵0

2𝑅

𝜇0𝐶𝑒
 

 

شود، پارامتر فوق مشاهده می یهمانطور که در رابطه

الکترومغناطیس نیز خود تابعی از شار مغناطیسی، شعاع روتور 

 .استو پارامتر رسانایی 

 𝐶𝑒 یدر نقطه ،شودمشاهده می 3با مراجعه به شکل 

نیروی الکترومغناطیس به صورت عرضی بر روتور اعمال 

 φدارای زاویه  yهمچنین این نیرو نسبت به محور ؛ شودمی

. از این رو نیروی الکترومغناطیس دارای دو مولفه در است

( بیان 19بوده که این دو مولفه طبق رابطه ) zو  yراستای 

 خواهند شد: 

 

(19) 

𝑃𝑚𝑦(𝑠. 𝑡) = 𝑃𝑚 cos(𝜑𝑚) 

= 𝜆𝑚𝑣(𝑠. 𝑡) (1 −
𝑣2(𝑠.𝑡)+𝑤2(𝑠.𝑡)

𝐶𝑒
2 )

−
3

2
. 

𝑃𝑚𝑧(𝑠. 𝑡) = 𝑃𝑚 sin(𝜑𝑚) 

= 𝜆𝑚𝑤(𝑠. 𝑡) (1 −
𝑣2(𝑠.𝑡)+𝑤2(𝑠.𝑡)

𝐶𝑒
2 )

−
3

2
. 

 

توان نیروی الکترومغناطیس با استفاده از بسط تیلور می

 ( بازنویسی نمود:20) یغیرخطی را طبق رابطه

 

(20) 
𝑃𝑚𝑦(𝑠. 𝑡) = 

𝜆𝑚 (𝑣(𝑠. 𝑡) +
3𝑣3(𝑠. 𝑡)

2𝐶𝑒
2 +

3𝑣(𝑠. 𝑡)𝑤2(𝑠. 𝑡)

2𝐶𝑒
2 ) 

𝑃𝑚𝑧(𝑠. 𝑡) = 
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𝜆𝑚 (𝑤(𝑠. 𝑡) +
3𝑤3(𝑠. 𝑡)

2𝐶𝑒
2 +

3𝑤(𝑠. 𝑡)𝑣2(𝑠. 𝑡)

2𝐶𝑒
2 ) 

 

 هایاتاقان غیرخطی فنریت اثر -2-3

ها به صورت فنر و دمپر از آنجایی که در پژوهش حاضر یاتاقان

دمپر ذکر شده -نیروی فنر یاند، لذا برای محاسبهمدل شده

استفاده  Zو  Y(، در دو جهت 22( و )21توان از روابط )می

 نمود:

(21) 

 

𝐹𝑠𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔 = (
𝐾𝑙𝑣 + 𝐾𝑛𝑙𝑣

3

+𝐾𝑙𝑤 + 𝐾𝑛𝑙𝑤
3) 𝛿(𝑥) 

+(
𝐾𝑙𝑣 + 𝐾𝑛𝑙𝑣

3

+𝐾𝑙𝑤 + 𝐾𝑛𝑙𝑤
3) 𝛿(𝑥 − 𝐿). 

 

(22) 𝐹𝑑𝑎𝑚𝑝𝑖𝑛𝑔 = (𝐶 + 𝐶𝑏)(�̇� + �̇�)𝛿(𝑥) 

+(𝐶 + 𝐶𝑏)(�̇� + �̇�)𝛿(𝑥 − 𝐿). 

 

ودن ب وستهیکه باتوجه به پ است راکیتابع د δدر روابط فوق 

 شده است. فیمحور در روابط تعر

 

 دینامیک حرکت یمعادله -2-4

توان با (، می23) یمطابق با اصل همیلتون، طبق رابطه 

لاگرانژ، کار نیروهای خارجی و با استفاده  یمعادله یمحاسبه

از اصل حساب تغییرات، معادلات دینامیک حرکت سیستم 

 یاتاقان را استخراج نمود:-روتور

 

(23) ∫ 𝐻 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= ∫ (𝐿 + 𝑊𝑒𝑥) 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

 

 

لاگرانژ و کار نیروهای  یمعادله یدر ادامه، به محاسبه

 شود.خارجی پرداخته می

ید ق ی، معادلهتغییر طول تار میانی روتورباتوجه به عدم 

 شود.می( بیان 24) یحرکتی به فرم انتگرالی، طبق رابطه

 

(24) 𝐺 =
1

2
∫ [1 − (1 + �́�)2 − �́�2 − �́�2] 𝑑𝑠

𝐿

0

 

 

طبق اصل  24 یشایان ذکر است به منظور حل رابطه

. در [16]شود استفاده می 3ضریب لاگرانژ، از حساب تغییرات

 یدر رابطه λ(، ضریب لاگرانژ 25) یصورت مطابق با رابطهاین

                                                       
3 Lagrange multiplier 

در معادله لاگرانژ استفاده  ∗𝐺( ضرب شده و معادله قید 24)

 خواهد شد.

(25) 𝐺∗ =
1

2
∫ 𝜆(𝑠. 𝑡)[1 − (1 + �́�)2 − �́�2 − �́�2] 𝑑𝑠

𝐿

0

 

 Lانژ لاگر یتأثیر ضریب لاگرانژ، معادلهبا در نظر گرفتن 

 شود ( بازنویسی می26) یطبق رابطه ،]16[

 

(26) 𝐿∗ = 𝑇𝑇 + 𝑈𝑇 + 𝐺∗ 

 

انرژی  𝑈𝑇انرژی جنبشی کل و  𝑇𝑇فوق،  یدر رابطه

 باشند.پتانسیل کل سیستم می

باتوجه به تغییر شکل بزرگ روتور هنگام دوران، انرژی 

( شامل دو اثر دورانی و جانبی 27) یجنبشی کل، طبق رابطه

 . است

(27) 𝑇𝑇 = 𝑇𝑡𝑟 + 𝑇𝑟𝑜 

 

 یتوان طبق رابطهانرژی جنبشی جانبی سیستم را می

 ( محاسبه نمود:28)

 

(28) 𝑇𝑡𝑟 =
1

2
𝑚 ∫ 𝑉𝐺

2𝑑𝑠
𝐿

0

 

 

بردار سرعت مرکز جرم روتور در  𝑉𝐺(، 28) یدر رابطه

.𝜉 چارچوب 휂. 휁یمعادله یشده. در این صورت، فرم ساده است 

 شود:( بیان می29) ی، طبق رابطه𝑇𝑡𝑟انرژی جنبشی جانبی

 

(29) 
𝑇_𝑡𝑟 = 1/2 𝑚∫ _0^𝐿▒[𝑢 ̇_𝐺 (𝑠. 𝑡)

+ 𝑣 ̇_𝐺 (𝑠. 𝑡)

+ 𝑤 ̇_𝐺 (𝑠. 𝑡)]𝑑𝑠 
 

�̇�𝐺فوق  یدر رابطه . �̇�𝐺 . �̇�𝐺  به ترتیب سرعت مرکز جرم

.𝜉روتور در راستای  휂. 휁 است . 

( 30) یسیستم نیز طبق رابطهانرژی جنبشی دورانی 

 گردد:محاسبه می

 

(30) 𝑇𝑟𝑜 =
1

2
𝑚 ∫ [𝐼1𝜔1

2(𝑠. 𝑡) +
𝐿

0

𝐼2𝜔2
2(𝑠. 𝑡) + 𝐼3𝜔3

2(𝑠. 𝑡)]𝑑𝑠. 

(31) 𝐼1 = ∬𝜌(휂2 + 휁2)𝑑휂𝑑휁 
 

𝐴
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𝐼2 = ∬𝜌휁2𝑑휂𝑑휁 
 

𝐴

. 𝐼3 = ∬𝜌휂2𝑑휂𝑑휁 
 

𝐴

 

 ،𝜉 ممان اینرسی جرمی حول محور 𝐼1(، 30ی )در رابطه

𝐼2  و𝐼3  به ترتیب ممان اینرسی جرمی حول محورهای휂  و휁 

 باشند.می

باتوجه به دایروی بودن سطح مقطع روتور، ممان اینرسی 

 باشند.با یکدیگر برابر می 𝐼3و 𝐼2جرمی 

ر ها و اثر تغییر شکل دبه سبب خاصیت الاستیک یاتاقان

(، انرژی پتانسیل کل متشکل از 32) یسیستم مطابق با رابطه

 .استانرژی پتانسیل کشسانی و انرژی کرنشی دو 

 

(32) 𝑈𝑇 = 𝑈𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 + 𝑈𝑠𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔 

 

، zو  yها در دو جهت باتوجه به تأثیر الاستیک یاتاقان

(، قابل محاسبه 33) یها طبق رابطهانرژی کشسانی یاتاقان

 .است

(33) 

𝑈𝑠𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔 =

1

2
∫ [(

(𝐾𝑙𝑣 + 𝐾𝑛𝑙𝑣
2)𝑣

+(𝐾𝑙𝑤 + 𝐾𝑛𝑙𝑤
2)𝑤

) 𝛿(𝑥) +
𝐿

0

(
(𝐾𝑙𝑣 + 𝐾𝑛𝑙𝑣

2)𝑣

+(𝐾𝑙𝑤 + 𝐾𝑛𝑙𝑤
2)𝑤

) 𝛿(𝑥 − 𝐿)] 𝑑𝑠. 

 

به ترتیب سختی خطی و سختی  𝐾𝑛𝑙و  𝐾𝑙در روابط فوق 

 یهمچنین به منظور محاسبه ؛باشندها میغیرخطی یاتاقان

( استفاده نمود 34) یتوان از رابطهانرژی کرنشی روتور، می

[17]: 

(34) 𝑈𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 =
1

2
∫∬𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗

 

𝐴

𝑑𝐴 𝑑𝑠

𝐿

0

 

 

𝜎𝑖𝑗فوق،  یدر رابطه , 𝑖 = 𝑗  ،تنش نرمال𝜎𝑖𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗  تنش

휀𝑖𝑗برشی،  , 𝑖 = 𝑗  کرنش نرمال و휀𝑖𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗  کرنش برشی

 . است

توان از کرنش نرمال و برشی می یبه منظور محاسبه

. مطابق با تئوری [18] تئوری تیرهای سه بعدی استفاده نمود

تیرهای سه بعدی، کرنش نرمال و برشی بر حسب شعاع انحناء 

 شوند. محاسبه می

(، انرژی کرنشی روتور طبق 34) یسازی رابطهپس از ساده

 ( بازنویسی خواهد شد:35) یرابطه

(35) 𝑈𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 =
1

2
∫(𝐷11𝜌1

2+𝐷22𝜌2
2 + 𝐷33𝜌3

2)𝑑𝑠

𝐿

0

 

 یطبق رابطه 𝐷33و  𝐷11 ،𝐷22فوق مقادیر  یدر رابطه

 شوند:( محاسبه می36)

 

(36) 
𝐷11 = ∬𝐺(휂2 + 휁2)𝑑𝐴

 

𝐴

 

𝐷22 = ∬𝐸휁2𝑑𝐴
 

𝐴

 . 𝐷33 = ∬𝐸휂2𝑑𝐴
 

𝐴

 

 

مدول برشی  𝐺مدول یانگ و   𝐸(، 36) یدر رابطه

 پتانسیل کل، کارانرژی جنشی و  یباشند. پس از محاسبهمی

نظر گرفتن  با توجه به درگردد. نیروهای خارجی محاسبه می

به  یسیمغناط یدگیکش ریو تأث اتاقانهای یکشسان تیخاص

از  سازی فرضیاتسادهپژوهش حاضر و  یعنوان هدف اصل

لذا  ؛]12و5[است  گرانش صرف نظر شده یرویاثر ن یبررس

و  داخلی میراییتنها تأثیر نیروی الکترومغناطیس، نیروی 

بررسی خواهند خارجی به عنوان نیروهای اثرگذار بر سیستم 

طبق  شد. از این رو کار انجام شده توسط نیروهای ذکر شده،

 گردد:محاسبه می( 37) یرابطه

 

(37) 𝑊𝑒𝑥 = 𝑃𝑚𝑦 + 𝑃𝑚𝑧 − 𝑐(�̇� + �̇�) − 𝑐𝑏(�̇� + �̇�)𝛿(𝑠)  

−𝑐𝑏(�̇� + �̇�)𝛿(𝑠 − 𝐿) 

 

به ترتیب ضریب میرایی خارجی و داخلی  cو 𝑐𝑏 ضرایب 

 .استیاتاقان -در سیستم روتور

( خواهیم 23) ی( در رابطه37( و )26روابط )با جایگذاری 

 داشت:

(38) 

𝛿𝐻 = 

∫ (
𝛿𝑇𝑡𝑟 + 𝛿𝑇𝑟𝑜 − 𝛿𝑈𝑠𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛 − 𝛿𝑈𝑠𝑝𝑟𝑖𝑛𝑔

+𝛿𝐺∗ + 𝛿𝑊𝑒𝑥
)  𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

 

= 0 
 

( به صورت جزء به جزء و 38) یگیری از رابطهبا انتگرال

( استخراج 42- 39استفاده از اصل حساب تغییرات، روابط )

 شود:می

(39) 
𝛿𝑢: 
(𝜆 + 𝜆�́�)′ + 𝐷22(𝑤

′′′𝑤′)′ + 𝐷22(𝑣
′′′𝑣′)′ = 𝑚�̈� 

 

(40) 
𝛿𝜑: 
[𝐷11(𝑣

′′𝑤′) + (𝐷11 + 𝐷22 − 𝐷22)𝑣
′′𝑤′]′

+ 𝐷11𝜑
′′ = 0 
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(41) 

𝛿𝑣: 
𝑚�̈� − 𝐼2�̈�

′′ − 𝐼2Ω�̇�′′ + 𝑐�̇� + 𝑐𝑏�̇�𝛿(𝑥) + 𝑐𝑏�̇�𝛿(𝑥 −

𝐿) − 𝜆𝑚𝑣 + 𝐷22𝑣
′′′′ =

3𝜆𝑚𝑤2𝑣

2𝐶𝑒
2 +

3𝜆𝑚𝑣3

2𝐶𝑒
2 +

𝑚Ω2𝑒𝑣 cos(Ω𝑡) − 𝑚Ω2𝑒𝑣 sin(Ω𝑡) −

𝐷11𝜑
′′′𝑤′−𝐷11𝑣

′′′′𝑤′2 − 2𝐷11𝑣
′′𝑤′′2 −

2𝐷11𝜑
′′𝑤′′ − 𝐷11𝜑

′𝑤′′′ − 4𝐷11(𝑣
′′′𝑤′′𝑤′) −

2𝐷11(𝑣
′′𝑤′′′𝑤′) + 𝐷22(𝑤

′′′𝑤′′𝑤′) +
𝐷22(𝑣

′′𝑤′′′𝑤′)+𝐷22(𝑤
′′′′𝑤′𝑣′)+2𝐷22𝜑

′𝑤′′′ +
𝐷22𝜑

′′𝑤′′′′+8𝐷22(𝑣
′′′𝑣′′𝑣′) + 4𝐷22(𝑣

′′′𝑤′′𝑤′) +

2𝐷33(𝑣
′′𝑤′′′𝑤′) + 2𝐷33𝑣

′′𝑤′′2 + 𝐷33𝑢
′′′′𝑣′ +

2𝐷33𝑣
′′′′𝑢′ − 𝐷33𝜑

′′𝑤′′ − 2𝐷33𝜑
′𝑤′′′ −

𝐷33𝜑𝑤′′′′ + 2𝐷33𝑣
′′′′𝑣′2 + 𝐷33𝑣

′′′′𝑤′2 +

4𝐷33𝑢
′′𝑣′′′ + 3𝐷33𝑢

′′′𝑣′′ + 2𝐷33𝑣
′′′3 + 𝜆′𝑣′ +

𝜆𝑣′′ − (𝐾𝑙𝑣 + 2𝐾𝑛𝑙𝑣
3)𝛿(𝑥) − (𝐾𝑙𝑣 +

2𝐾𝑛𝑙𝑣
3)𝛿(𝑥 − 𝐿). 

(42) 

 

𝛿𝑤: 
𝑚�̈� − 𝐼2�̈�

′′ + 𝐼2Ω�̇�′′ + 𝑐�̇� + 𝑐𝑏�̇�𝛿(𝑥)
− 𝜆𝑚𝑤 

+𝑐𝑏�̇�𝛿(𝑥 − 𝐿) + 𝐷22𝑤
′′′′ 

=
3𝜆𝑚𝑣2𝑤

2𝐶𝑒
2 +

3𝜆𝑚𝑤3

2𝐶𝑒
2 + 𝑚Ω2𝑒𝑤 cos(Ω𝑡) 

+𝑚Ω2𝑒𝑣 sin(Ω𝑡) − 𝐷11𝜑
′′𝑣′′−𝐷11𝑤

′′𝑣′′2 

+𝐷11𝜑
′𝑣′′′ + 2𝐷11𝑣

′′′𝑤′𝑣′′ + 𝐷22𝑢
′′′′𝑤′ 

+4𝐷22𝑢
′′𝑤′′′ + 3𝐷22𝑤

′′𝑣′′2 + 3𝐷22𝑢
′′′𝑤′′ 

+2𝐷22𝑤
′′′′𝑢′ + 𝐷22𝑤

′′′′𝑣′2 + 2𝐷22𝑤
′′′′𝑤′2 

+2𝐷22𝜑
′𝑣′′′ + 𝐷22𝜑𝑣′′′′ + 2𝐷22𝑤

′′3 

+𝐷22𝑣
′′′′𝑤′𝑣′ + 3𝐷22𝑣

′′′𝑣′𝑤′

+ 4𝐷22𝑤
′′′𝑣′𝑣′′ 

+3𝐷22𝑤
′′𝑣′𝑣′′′ + 8𝐷22𝑤

′′𝑤′𝑤′′′

+ 𝐷22𝜑
′′𝑣′′ 

−𝐷33𝜑𝑣′′′′ − 2𝐷33𝜑
′𝑣′′′ − 𝐷33𝜑

′′𝑣′′ 

−𝐷33𝑤
′′𝑣′′2 − 2𝐷33𝑣

′′′𝑤′𝑣′′ + 𝜆′𝑤′ + 𝜆𝑤′′ 
−(𝐾𝑙𝑤 + 2𝐾𝑛𝑙𝑤

3)𝛿(𝑥) − (𝐾𝑙𝑤 + 2𝐾𝑛𝑙𝑤
3)𝛿(𝑥 −

𝐿). 

 

( 39) یگیری از رابطه( و انتگرال15) یبا استفاده از رابطه

 ( محاسبه نمود.43) یرا طبق رابطه λتوان ضریب لاگرانژ می

 

(43) 
λ(𝑠. 𝑡) = −𝐷22(𝑤

′′′𝑤′ + 𝑣′′′𝑣′) 

−
1

2
𝑚 ∫ [

𝜕2

𝜕𝑡2
∫ (𝑣′2 + 𝑤′2)𝑑𝑠

𝑆

0

] 𝑑𝑠
𝑆

𝐿

 

 

 یگیری از رابطهانتگرالتوان با دو مرحله همچنین می

 پیچش را به صورت زیر محاسبه نمود: ی(، زاویه40)

 

(44) 𝜑(s. t) = −∫ 𝑣′′𝑤′ 𝑑𝑠 
𝑠

0

 

 

                                                       
Discretizing 4 

 سازی بعد بی -2-5

، الفبعد سازی پارامترها مطابق با عبارت از طریق بی

( در دو جهت 46( و )45معادلات حرکت سیستم طبق روابط )

y و z:بدست خواهند آمد 

 

 الف

𝐼1̅ =
𝐼1

𝑚𝐿2
 . 𝐼2̅ =

𝐼2
𝑚𝐿2

 . Ω̅ = Ω√
𝑚𝐿4

𝐷22
 

𝑡̅ = t√
𝐷22

𝑚𝐿4
 . 𝑆̅ =

𝑆

𝐿
 . Λ̅ =

𝜆𝑚𝐿4

𝐷22
. 𝑒�̅� =

𝑒𝑣

𝐿
 

 𝑒𝑤̅̅̅̅ =
𝑒𝑤

𝐿
. �̅� =

𝑢

𝐿
 . �̅� =

𝑤

𝐿
. �̅� =

𝑣

𝐿
.𝐶𝑒
̅̅ ̅̅ =

𝐶𝑒

𝐿
 

 𝐾�̅� =
𝐾𝑙𝐿

4

𝐷22

. 𝐾𝑛𝑙̅̅̅̅ =
2𝐾𝑛𝑙𝐿

6

𝐷22

. 𝑐�̅� =
𝑐𝑏𝐿

2

√𝑚𝐷22

 . 

 

 

 

(45) 
 

�̈� − 𝐼2�̈�
′′ − 𝐼2Ω�̇�′′ + 𝑐�̇� + 𝑐𝑏�̇� − Λ𝑚𝑣 + 𝑣′′′ 

=
3Λ𝑚𝑤2𝑣

2𝐶𝑒
+

3Λ𝑚𝑣3

2𝐶𝑒
2 + Ω2𝑒𝑣 cos(Ω𝑡) 

−Ω2𝑒𝑤 sin(Ω𝑡) 

−𝑣′ ∫ [�̈�′𝑣′ + �̇�′2 + �̈�′𝑤′ + �̇�′2]𝑑𝑠
𝑆

0

 

−𝑣′′ ∫ ∫ [�̈�′𝑣′ + �̇�′2 + �̈�′𝑤′ + �̇�′2]𝑑𝑠 𝑑𝑠
𝑆

𝑙

𝑆

0

 

−4𝑣′′′𝑣′′𝑣′ − 𝑣′′𝑤′′′𝑤′ − 3𝑤′′′𝑤′′𝑣′ 

−𝑤′′′′𝑤′𝑣′ − 𝑣′′′′𝑣′2
− 𝑣′′𝑤′′2 − 𝑣′′3 − (𝐾𝑙𝑣 

+2𝐾𝑛𝑙𝑣
3)𝛿(𝑥) − (𝐾𝑙𝑣 + 2𝐾𝑛𝑙𝑣

3)𝛿(𝑥 − 𝐿). 
 

(46) 

�̈� − 𝐼2�̈�
′′ − 𝐼2Ω�̇�′′ + 𝑐�̇� + 𝑐𝑏�̇� − Λ𝑚𝑤 + 𝑤′′′ 

=
3Λ𝑚𝑣2𝑤

2𝐶𝑒
+

3Λ𝑚𝑤3

2𝐶𝑒
2 + Ω2𝑒𝑤 cos(Ω𝑡) 

+Ω2𝑒𝑣 sin(Ω𝑡) −

𝑤′ ∫ [�̈�
′𝑣′ + �̇�′2 + �̈�′𝑤′

+�̇�′2 ] 𝑑𝑠
𝑆

0
−

𝑤′′ ∫ ∫ [�̈�′𝑣′ + �̇�′2 + �̈�′𝑤′ + �̇�′2]𝑑𝑠 𝑑𝑠
𝑆

𝑙

𝑆

0
−

4𝑤′′′𝑤′′𝑤′ − 𝑣′𝑣′′′′𝑤′ − 3𝑣′′′𝑣′′𝑤′ −
𝑤′′′′𝑤′2 − 𝑤′′𝑣′′2 − 𝑤′′3 − (𝐾𝑙𝑤 +
2𝐾𝑛𝑙𝑤

3)𝛿(𝑥) − (𝐾𝑙𝑤 + 2𝐾𝑛𝑙𝑤
3)𝛿(𝑥 − 𝐿). 

 

 خطی سازی و روش مقیاس های زمانی چندگانه  -3

روابط دیفرانسیل  4گسسته سازیهای گوناگونی به منظور روش

های شود. گالرکین یکی از روشغیرخطی استفاده می

. در این روش، گسسته استسازی به صورت تقریبی گسسته

ضرب دو تابع مجزا سازی توابع دو متغیره به صورت حاصل

های جابجایی گیرد. در پژوهش حاضر، میدانصورت می
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𝑤(𝑠. 𝑡)  و𝑣(𝑠. 𝑡) باشند. در تابعی از زمان و طول روتور می

( 48( و )47توان این دو میدان را طبق روابط )این صورت می

 کین، گسسته نمود.با استفاده از روش گالر

 

(47) 𝑣(𝑠. 𝑡) = 𝑞𝑣(𝑡)𝜙(𝑠) 

(48) 𝑤(𝑠. 𝑡) = 𝑞𝑤(𝑡)𝜙(𝑠) 

 

شکل مود اول  𝜙(𝑠)متغیر  (48( و )47در روابط )

 استخراج آن یکه نحوه استیاتاقان -ارتعاشی سیستم روتور

 آورده شده است 1مطابق با شرایط مرزی سیستم، در پیوست 

[19]. 

های مختصه 𝑞𝑤و  𝑞𝑣(، 48( و)47همچنین در روابط )

 باشند.می ζو  ηدر دو راستای  5معین

( و 46( و )45( در روابط )48( و )47با جایگذاری روابط )

.𝛱(𝑠گیری نسبت به زمان و طول روتور، تابع وزنی مشتق 𝑡) 

 .[20]محاسبه خواهد شد 

 یبا انتگرال گیری از تابع وزنی، طبق رابطه

∫ 𝛱(𝑠. 𝑡)𝜙(𝑠)𝑑𝑠 = 0
𝐿

0
مطابق با  سیستم حرکت معادلات ،

 بدست خواهند آمد: (50( و )49روابط )

 

(49) 
𝑘1𝑞�̈� + 2Ω𝑘2𝑞�̇� + 𝑘3𝑐𝑞�̇� + 𝑘4𝑞𝑣 

= 𝑘5𝐴1 + 𝑘6𝐴2 − 𝑘7𝐴3 − 𝑘8𝐴4 − 𝑘9𝐴
′
2 

+Ω2𝑒𝑣 cos(Ω𝑡) − Ω2𝑒𝑤 sin(Ω𝑡). 

 

(50) 
𝑘1𝑞�̈� − 2Ω𝑘2𝑞�̇� + 𝑘3𝑐𝑞�̇� + 𝑘4𝑞𝑤 

= 𝑘5𝐴5 + 𝑘6𝐴6 − 𝑘7𝐴7 − 𝑘8𝐴8 − 𝑘9𝐴′6 

+Ω2𝑒𝑣 sin(Ω𝑡) + Ω2𝑒𝑤 cos(Ω𝑡). 

 

و  2پیوست  در 𝐴8تا  𝐴1 ،𝐴2 ریمقاد فوق روابط در 

 .اندشده آورده 3در پیوست 𝑘8تا  𝑘1 ،𝑘2مقادیر

′𝐴 (،50( و )49در روابط )
های غیرخطی ترم 𝐴′6و  2

های غیرخطی مربوط ترم 𝐴8و  𝐴4 ها،مربوط به فنریت یاتاقان

های غیرخطی مربوط به اثر ترم 𝐴7 و 𝐴3 سیستم، یهندسهبه 

ترم های غیرخطی مربوط به نیروی  𝐴5و  𝐴1اینرسی و 

 . استالکترومغناطیسی 

قادر به حل معادلات  6های دقیقاز آنجایی که روش

لات حل اینگونه معادباشند، به منظور دیفرانسیل غیرخطی نمی

                                                       
Exact Method5  

Straight forward6  

تحلیلی استفاده نمود. مقیاس -های تقریبیتوان از روشمی

ه با ک استهای تقریبی تحلیلی زمانی چندگانه یکی از روش

𝑇𝑛زمانی به صورت  استفاده از مقایس = 휀𝑛𝑡  و مشتقات جزئی

( قادر به حل معادلات دیفرانسیل 52( و )51زمان طبق روابط )

 .[21]است غیرخطی 

 

(51) 
𝑑

𝑑𝑡
= 𝐷0 + 휀𝐷1 + 휀2𝐷2 + ⋯ 

(52) 
𝑑2

𝑑𝑡2
= 𝐷0

2 + 2휀𝐷0𝐷2 + ⋯ 

 

𝐷𝑛(، 52( و )51در روابط ) =
𝜕

𝜕𝑇𝑛
 (𝑛 = 0.1… .  εو  (

 .است 7ذخیره سازپارامتر 

به منظور بدست آورن پاسخ ارتعاشی سیستم تحت تشدید 

شود. از این رو اولیه از روش مقیاس زمانی استفاده می

 شوند( بسط داده می54( و )53طبق روابط )های معین مختصه

[21]: 

 

(53) 𝑞𝑣(𝑡) = 휀𝑞𝑣1(𝑇0. 𝑇2) + 휀3𝑞𝑣3(𝑇0. 𝑇2) 

(54) 𝑞𝑤(𝑡) = 휀𝑞𝑤1(𝑇0. 𝑇2) + 휀3𝑞𝑤3(𝑇0. 𝑇2) 

 

به علت وجود جملات غیرخطی با مرتبه فرد در معادلات 

( 50( و )49در روابط ) 𝑇1هایی با ضریب حرکت، از تأثیر ترم

های معین و با جایگذاری بسط مختصه شود.نظر میصرف

(، معادلات ارتعاشی 50( و )49مشتقات جزئی زمان در روابط )

و  휀1سیستم در حالت آزاد و اجباری از طریق تفکیک ضرایب 

휀3  استخراج خواهند شد: 56و  55مطابق با روابط 

 

(55) 
휀1: 

𝑘1𝐷0
2𝑞𝑣1 + 2Ω𝑘2𝐷0𝑞𝑤1 + 𝑘4𝑞𝑣1 = 0 

𝑘1𝐷0
2𝑞𝑤1 − 2Ω𝑘2𝐷0𝑞𝑣1 + 𝑘4𝑞𝑤1 = 0 

(56) 

휀3: 

𝑘1𝐷0
2𝑞𝑣3 + 2Ω𝑘2𝐷0𝑞𝑤3 + 𝑘4𝑞𝑣3

= 𝐵1 + 𝐵2 

𝑘1𝐷0
2𝑞𝑤3 − 2Ω𝑘2𝐷0𝑞𝑣3 + 𝑘4𝑞𝑤3

= 𝐵3 + 𝐵4 

 

آورده  4در پیوست 𝐵4تا  𝐵1 ،𝐵2شایان ذکر است مقادیر 

 اند.شده

Book keeping7  
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توان پاسخ ارتعاشی سیستم در ( می55) یبا حل رابطه

 ( بدست آورد.58( و )57حالت آزاد را طبق روابط )

 

(57) 𝑞𝑣1 = 𝑓1(𝑇2)𝑒
𝑖𝜔1𝑇0 + 𝑓2(𝑇2)𝑒

𝑖𝜔2𝑇0  

+𝑓1̅(𝑇2)𝑒
−𝑖𝜔1𝑇0 + 𝑓2̅(𝑇2)𝑒

−𝑖𝜔2𝑇0. 

(58) 𝑞𝑤1 = −𝑖𝑓1(𝑇2)𝑒
𝑖𝜔1𝑇0 + 𝑖𝑓2(𝑇2)𝑒

𝑖𝜔2𝑇0 

+𝑖𝑓1̅(𝑇2)𝑒
−𝑖𝜔1𝑇0 − 𝑖𝑓2̅(𝑇2)𝑒

−𝑖𝜔2𝑇0. 

 

رو مطابق رو و پسهای پیشفرکانس یبه منظور محاسبه

 یتوان از پاسخ ارتعاشی بدست آمده(، می60( و)59با روابط )

 سیستم در حالت مانا استفاده نمود:

 

(59) 
𝜔1 =

Ω𝑘2 + 𝑘1√(
𝑘2
𝑘1

)
2

+
𝑘4
𝑘1

𝑘1
 

(60) 
𝜔2 =

−Ω𝑘2 + 𝑘1√(
𝑘2

𝑘1
)
2

+
𝑘4

𝑘1

𝑘1
 

 

 اولیهپاسخ فرکانسی سیستم تحت تشدید  -4
فتار توان رتابع پاسخ فرکانسی، می یدر این بخش با محاسبه

 ؛ارتعاشی سیستم را تحت تشدید اولیه مورد بررسی قرار داد

( فرکانس طبیعی تحریک، بر حسب 61لذا طبق رابطه )

 شود:فرکانس طبیعی سیستم بیان می

 

(61) 𝛺 = ω + σ휀2 

  

شود فرکانس تحریک و فرکانس همانطور که مشاهده می

باشند. در طبیعی با اختلاف بسیار ناچیز نزدیک به یکدیگر می

 شود. تعریف می 8پارامتر تنظیمبه عنوان  𝜎معاله فوق 

به منظور بدست آوردن پاسخ زمانی سیستم تحت تشدید 

 یه( را در سمت راست رابط58( و )57بایست روابط )اولیه، می

(، 61) ی( جایگذاری نموده و سپس با استفاده از رابطه56)

 روابط زیر را استخراج نمود:

 

(62) 
 

𝑘1𝐷0
2𝑞𝑣3 + 2Ω𝑘2𝐷0𝑞𝑤3 + 𝑘4𝑞𝑣3 

= [𝐶1]𝑒
𝑖𝜔1𝑇2 + [𝐶2]𝑒

𝑖𝜔2𝑇2 + 𝐶𝐶 + 𝑁𝐶 

                                                       
7 Detuning parameter 

8 Non Secular Term 

(63) 𝑘1𝐷0
2𝑞𝑤3 − 2Ω𝑘2𝐷0𝑞𝑣3 + 𝑘4𝑞𝑤3 

= [𝐶3]𝑒
𝑖𝜔1𝑇2 + [𝐶4]𝑒

𝑖𝜔2𝑇2 + 𝐶𝐶 + 𝑁𝐶𝑇 

 

 5در پیوست  𝐶4تا  𝐶1 ،𝐶2باشد که مقادیر قابل توجه می

 اند.آورده شده

ترتیب جملات مزدوج به  NCTو  CCفوق در روابط 

به منظور بدست باشند. می 9غیرسکیولار مختلط و جملات

از طریق  11سازجملات مشکل، 10آوردن معادلات مدولاسیون

(، حذف خواهند شد. برای این منظور 63( و )62روابط )

 برابر با صفر قرارداده 𝑒𝑖𝜔2𝑇0و  𝑒𝑖𝜔1𝑇0بایست ضریب جملات می

 ( خواهیم داشت :62شوند. در این صورت برای رابطه )

 

(64) 𝐸1𝐷2𝑓1 − 𝐸2𝑓1 − 𝐸3𝑓1
2𝑓1̅ + 𝐸4𝑓1𝑓2𝑓2̅

− 𝐸5𝑒
𝑖𝜎𝑇2 = 0 

(65) 𝐸6𝐷2𝑓2 − 𝐸7𝑓2 − 𝐸3𝑓2
2𝑓2̅ + 𝐸4𝑓2𝑓1𝑓1̅ = 0 

 

آورده  6در پیوست 𝐸7تا  𝐸1 ،𝐸2در روابط فوق، مقادیر 

( بیان 66طبق رابطه ) 𝑓2و  𝑓1همچنین توابع قطبی  ؛اندشده

 شوند می

 

(66) 𝑓1 =
1

2
𝑎1𝑒

𝑖𝛽1, 𝑓2 =
1

2
𝑎2𝑒

𝑖𝛽2 

 

توان قسمت موهومی می 𝑓2و  𝑓1با استفاده از توابع قطبی 

 ( را به صورت زیر بدست آورد:64و حقیقی رابطه )

 

(67) 𝑎1
′ = 𝐹1𝑎1 + 𝐹2𝑠𝑖𝑛(𝜎𝑇2 − 𝛽1) 

𝑎1𝛽1
′ = 𝐹3𝑎1

3 + 𝐹4𝑎1𝑎2
2 − 𝐹2cos (𝜎𝑇2 − 𝛽1) 

 

 اند.ذکر شده 7در پیوست 𝐹4تا  𝐹1 ،𝐹2مقادیر 

𝛾با استفاده از تغییر متغیر  = 𝜎𝑇1 − 𝛽1 (67در رابطه ،)

( به صورت مستقل از 68معادلات مدولاسیون طبق رابطه )

 زمان بدست خواهد آمد. 

 

(68) 
𝑎1

′ = 𝐹1𝑎1 + 𝐹2𝑠𝑖𝑛(𝛾) 

𝛾′ = 𝜎 − 𝐹3𝑎1
2 + 𝐹4𝑎2

2 −
𝐹2

𝑎1

cos (𝛾) 

9 Modulation Equation 

Troublesome terms10  
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فر صتابع پاسخ فرکانسی سیستم، در حالت مانا، از طریق 

𝑎1شدن 
𝑠𝑖𝑛𝛼2و استفاده از اتحاد مثلثاتی  ′𝛾و  ′ + 𝑐𝑜𝑠𝛼2 =

 گردد:( محاسبه می69، طبق رابطه )1

 

(69) 𝜎 = 𝐹3𝑎1
2 + 𝐹4𝑎2

2 ± 𝐹2√
1

𝑎1
2
− (

𝐹1

𝐹2
)
2

 

 

شایان ذکر است با توجه به ارتعاشات سیستم تحت تشدید 

شود. در این رو تحریک میاولیه، تنها مود فرکانسی پیش

𝑎2 توانصورت می = توان با همچنین می؛ را نتیجه گرفت 0

( و بدست آوردن معادله مدولاسیون نیز به 65معادله )حل 

 نتیجه مذکور رسید.

 

 نتایج  -5
در این بخش پاسخ ارتعاشی روتور به صورت پارامتری تحت  

تشدید اولیه برای اولین مود ارتعاشی بررسی خواهد شد. علی 

های بسیار در زمینه ارتعاشات روتور، تأثیر همزمان رغم پژوهش

ها، خروج از مرکزی و خاصیت الاستیک غیرخطی یاتاقان

ز این ا اینرسی تحت تحریک مغناطیسی صورت نگرفته است.

رو در پژوهش حاضر به منظور افزایش دقت تحلیل دینامیکی 

سیستم، تأثیر همزمان پارامترهای ذکر شده در پاسخ فرکانسی 

 سیستم بررسی خواهد شد.

 

 سنجی صحت -5-1

، نمودار 5به منظور صحت سنجی نتایج حاضر، مطابق با شکل

و پژوهش  [13]پاسخ فرکانسی سیستم مورد مطالعه در مرجع 

حاضر، رسم شده است. مقادیر عددی پارامترهای محاسباتی، 

 مشخص شده است.  1در جدول

 

 پارامتر های محاسباتیمقادیر  -1جدول 

 مقدار پارامتر

I1 000625/0 

C N-s/m 05/0 

L m1  

 

                                                       
Hardening11  

با توجه به عدم بررسی تأثیر میدان الکترومغناطیسی در 

در  Λسنجی مقدار ، جهت صحت[13]تحلیل ارتعاشی مرجع 

پژوهش حاضر برابر صفر درنظرگرفته شده است. همانطور که 

شود، پاسخ فرکانسی هر دو سیستم مشاهده می 5در شکل

همچنین پاسخ فرکانسی دو  است؛ 12سخت شوندهدارای رفتار 

باشند که این مهم را ای همپوشانی قابل توجهی میسیستم دار

به صورت کیفی  2و جدول  5ا شکل توان به ترتیب مطابق بمی

 و کمی مشاهده نمود.
 

 
صحت سنجی از طریق پاسخ فرکانسی مربوط  -5شکل 

 و پژوهش حاضر [13]به سیستم مرجع 

 
مقایسه کمی دامنه تحریک و پاسخ فرکانسی  -2جدول

و خروج از مرکزی  Ʌ=0رو  به ازای پارامتر مغناطیسی پیش

𝒆𝒗.𝒘 =  =n 1برای شکل موج اول  0015‚0

پاسخ فرکانسی  

رو در پژوهش پیش

 حاضر

پاسخ فرکانسی 

رو در مرجع پیش

]13[  

0.02دامنه تحریک   0.6723-  0.6723-  

0.05دامنه تحریک   0.7698 0.7698 

0.1دامنه تحریک   4.269 4.269 

 

 پژوهش نتایج -5-2

برحسب رو رو و پس، تغییرات فرکانس پیش6مطابق با شکل 

سرعت دورانی روتور برای سیستم مورد نظر، رسم شده است. 

رو افزایش و با افزایش سرعت دورانی روتور، فرکانس پیش

رو کاهش یافته است. تأثیر پارامتر فرکانس پس

م رو از طریق رسرو و پسهای پیشالکترومغناطیس در فرکانس

شود، ، مشاهده می6نمودار کمپل سیستم مطابق با شکل
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افزایش تدریجی پارامتر الکترومغناطیس سبب کاهش 

 رو خواهد شد.رو و پسهای پیشفرکانس

 

 
نمودار کمپل سیستم روتور یاتاقان تحت تأثیر  -6شکل 

 تغییرات پارامتر الکترومغناطیس

شود، افزایش سختی مشاهده می 7همانطور که در شکل

ها سبب افزایش سخت شوندگی پاسخ غیرخطی یاتاقان

 فرکانسی سیستم خواهد شد.

 

 
پاسخ فرکانسی سیستم تحت تأثیر تغییرات  -7شکل 

 سفتی فنریت غیرخطی یاتاقان

در این صورت شاهد کاهش فرکانس ارتعاشی سیستم 

 خواهیم بود.

تأثیر میدان الکترومغناطیسی، یکی از پارامترهایی است که 

نظر شده صرفسازی روابط، در اکثر مقالات از آن با هدف ساده

به منظور  8است. از این رو، در پژوهش حاضر مطابق با شکل 

افزایش دقت تحلیل دینامیکی سیستم تأثیر میدان مغناطیسی 

 در پاسخ فرکانسی سیستم بررسی شده است.

 

 
پاسخ فرکانسی سیستم تحت تأثیر تغییرات  -8شکل 

 پارامتر الکترومغناطیس

 

شود، افزایش پارامتر مشاهده می 8همانطور که در شکل 

ه شود. بسبب انقباض پاسخ فرکانسی می 𝛬الکترومغناطیس 

این معنا که با افزایش تحریک مغناطیسی در فضای میان 

 توان شاهد کاهش فرکانس ارتعاشی بود.استاتور و روتور می

ر روتوعلاوه بر موارد فوق، تأثیر خروج از مرکزی و اینرسی 

نیز در تحلیل ارتعاشی سیستم درنظر گرفته شده است. مطابق 

، پاسخ فرکانسی سیستم تحت تأثیر خروج 10و  9های با شکل

 از مرکزی و اینرسی روتور رسم شده است.

 

 
پاسخ فرکانسی سیستم تحت تأثیر خروج از  -9شکل 

 مرکزی

 

 
پاسخ فرکانسی سیستم تحت تأثیر تغیرات  -10شکل 

 اینرسی
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رود، کاهش خروج از مرکزی و همانطور که انتظار می

اینرسی روتور سبب انقباض و سخت شوندگی پاسخ فرکانسی 

توان شاهد کاهش سیستم خواهد شد. در این صورت می

مشاهده  9همانطور که در شکل  سیستم بود.فرکانس ارتعاشی 

 کیدامنه تحر شیسبب افزا ،یخروج از مرکز شیافزا شود،یم

از مرکز وارد شده  زیمعادل گر یرویدارد خواهد شد. چرا که ن

 نیخواهد شد. ا ستمیس کیبه جرم خارج از مرکز، سبب تحر

 یرخطیرفتار غ شیدامنه ارتعاشات و افزا شیمهم سبب افزا

 تم،سیس یخط ریرفتار غ شیبا افزا نیبرابنا؛ شودیم ستمیس

ه و رفتار شد لیبه سمت راست متما ینمودار پاسخ فرکانس

دو  هیلذا ناح ،دهدیاز خود نشان م یشتریب یسخت شوندگ

 .شودیبزرگ تر م داریپا

، پاسخ فرکانسی سیستم تحت تأثیر 11مطابق با شکل 

ها، همزمان میدان الکترومغناطیسی، سختی غیرخطی یاتاقان

 خروج از مرکزی و اینرسی روتور رسم شده است.

 
تحت تأثیر پاسخ فرکانسی سیستم  -11شکل 

همزمان سفتی غیرخطی یاتاقان،تحریک مغناطیسی، 

 خروج از مرکزی و اینرسی

 

شود، افزایش سختی مشاهده می 11همانطور که در شکل 

ها و یا کاهش اینرسی روتور، سبب افزایش غیرخطی یاتاقان

همچنین افزایش پارامتر  ؛سختی پاسخ فرکانسی خواهد شد

ز مرکزی، سبب انقباض پاسخ الکترومغناطیس و کاهش خروج ا

افزایش رفتار سخت  ،فرکانسی خواهد شد. شایان ذکر است

شوندگی و انقباض پاسخ فرکانسی سبب کاهش فرکانس و 

 دامنه نوسانات به صورت بهینه خواهد شد. 

های انجام شده در این بخش مشاهده با توجه به بررسی

یل و شود، نتایج بدست آمده حاکی از افزایش دقت تحلمی

بهینه شدن رفتار ارتعاشی سیستم از طریق تنظیم وکنترل 

 . استپارامترهای ارتعاشی 

 

 نتیجه گیری -6
-های بسیار در زمینه تحلیل ارتعاشات روتوررغم پژوهشعلی

سازی روابط و فرایند تحلیل، از تأثیر یاتاقان، به منظور ساده

ها و نیروی الکترومغناطیس همزمان سختی غیرخطی یاتاقان

به عنوان اثرات قابل توجه در تحلیل پاسخ زمانی سیستم 

در تحلیل  نظر شده است. عدم بررسی اثرات ذکر شدهصرف

سازی و نتایج خواهد ارتعاشی سیستم، سبب کاهش دقت مدل

 ضریبشد. در این صورت استناد به نتایج بدست آمده از 

 اطمینان پایین برخوردار خواهد بود. 

سازی در پژوهش رو به منظور افزایش دقت مدلاز این

های پیشین، به تحلیل دینامیک پژوهشحاضر نسبت به 

یاتاقان تحت تأثیر همزمان سختی -تورغیرخطی سیستم رو

گرفتن الکترومغناطیس با درنظر  یها و نیروغیرخطی یاتاقان

خروج از مرکزی و اینرسی روتور پرداخته شده است. در 

پژوهش حاضر معادلات حاکم بر سیستم با استفاده از اصل 

گسسته سازی  ،اند. شایان ذکر استهمیلتون استخراج شده

 ؛ز طریق روش گالرکین صورت گرفته استروابط غیرخطی، ا

همچنین به منظور تعیین پاسخ فرکانسی سیستم تحت تشدید 

اولیه از روش مقیاس زمانی چندگانه و بسط پرتربیشن استفاده 

 گذاری نتایج بدستشده است. به منظور تصدیق روابط و صحه

آمده پاسخ فرکانسی برای سیستم مورد مطالعه و سیستم 

رسم شده است. نتایج حاکی از آن  [13]مرجع  بررسی شده در

که همپوشانی مطلوب میان نتایج پژوهش حاضر و سایر  است

 ها وجود دارد.پژوهش

 رو، تغییرات اینرو و پسضمن بدست آوردن فرکانس پیش

دو فرکانس با افزایش سرعت دوران بررسی شده است. از طریق 

ت دورانی شود، افزایش سرعرسم نمودارکمپل مشاهده می

اهد رو خورو و کاهش فرکانس پسسبب افزایش فرکانس پیش

همچنین با درنظر گرفتن تأثیر میدان الکترومغناطیسی،  ؛شد

شود که از طریق افزایش پارامتر الکترومغناطیس مشاهده می

 رو را کاهش داد.توان فرکانس پیشمی

ها نیز از در پژوهش حاضر تأثیر سختی غیرخطی یاتاقان

گاه یاتاقان به صورت یک تیر با تکیه-سازی روتورطریق مدل

الاستیک غیرخطی در دو انتها مورد بررسی قرار گرفت. با رسم 

ود شنمودار پاسخ فرکانسی سیستم در این حالت، مشاهده می

 گیشوندسختکه افزایش سختی غیرخطی، سبب افزایش 

پاسخ فرکانسی سیستم خواهد شد. با مقایسه پاسخ فرکانسی 



 

 

 

 151 | و همکاران عباسیان 

 

 5/ شماره 13/ دوره 1402ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 اهدشگاه صلب و الاستیک غیرخطی، سیستم در دو حالت تکیه

های گاه الاستیک در کاهش دامنه و فرکانستأثیر موثر تکیه

 ارتعاشی سیستم خواهیم بود.

با رسم پاسخ فرکانسی سیستم تحت تأثیر همزمان سفتی 

میدان الکترومغناطیسی در حضور خروج  ها وغیرخطی یاتاقان

افزایش سختی  ،شوداز مرکزی و اینرسی روتور مشاهده می

غیرخطی و کاهش اینرسی سبب افزایش سخت شوندگی پاسخ 

فرکانسی شده و همچنین کاهش خروج از مرکزی و افزایش 

سبب انقباض پاسخ فرکانسی سیستم نیروی الکترومغناطیس 

 توان فرکانس ارتعاشی سیستم را بهشود. در این صورت میمی

د در موجوبا مطالعه منابع صورت بهینه تنظیم و کنترل نمود. 

رفتار  لیحل، ت]13و  12،10،5،1[یاتاقان حوزه تحلیل روتور

 یتسف ،ینرسیتنها ا میتنظ قیاز طر اتاقانیروتور یارتعاش

به عنوان  سیالکترومغناط یرویو ن یخروج از مرکز ،یرخطیغ

ه های انجام شدصورت گرفته است. تحلیل ،یارتعاش یپارامترها

 ،را به همراه داشته باشد ستمیکاهش فرکانس س ،ممکن است

ثر مو یپارامترها ریتاث زانیعدم اطلاع از م تیاما نکته حائز اهم

 یرویو ن یرخطیغ یسفت ،ینرسیا ،ی)خروج از مرکز یارتعاش

امی چرا که بررسی تأثیر تم است؛ گریکدی( بر سیالکترومفناط

رفتار سیستم به صورت همزمان پارامترهای مؤثر ارتعاشی 

 روتوریاتاقان را به صورت دقیق تر مشخص خواهد کرد.

های انجام شده تاکنون در پژوهش برخلاف پژوهشلذا  

در  میقابل تنظ یارتعاش یهمزمان پارامترها ریتاث حاضر،

 صورت گرفته است. با قرار اتاقانیروتور یرفتار ارتعاش لیتحل

 یرخطیغ یسفت ،یخروج از مرکز ،ینرسیا یدادن پارامترها

 م،یقابل تنظ جیپک کیدر  سیالکترومغناط یرویو ن اتاقانی

را به صورت مطلوب  اتاقانیروتور یفرکانس ارتعاشتوان می

در این صورت نتایج حاصل از تحلیل  و کاهش داد. میتنظ

ان از ضریب اطمینان بالاتری نسبت به ارتعاشی روتوریاتاق

 های پیشین برخوردار خواهد بود. پژوهش

 

 پیوست ها-6
  1پیوست

سازی شده در این پژوهش یاتاقان مدل-مطابق با شرایط مرزی روتور

 بدست خواهد آمد: 1-1تابع شکل مود اولیه مطابق با پیوست 

 

 1-1پیوست

𝛿(𝑥) {
𝑣′′ = 0 𝐸𝐼𝑣′′′ = −(𝐾𝑙𝑣 + 𝑐�̇�)

𝑤′′ = 0 𝐸𝐼𝑣′′′ = −(𝐾𝑙𝑤 + 𝑐�̇�)
 

𝛿(𝑥 − 𝐿) {
𝑣′′ = 0 𝐸𝐼𝑣′′′ = (𝐾𝑙𝑣 + 𝑐�̇�)

𝑤′′ = 0 𝐸𝐼𝑣′′′ = (𝐾𝑙𝑤 + 𝑐�̇�)
 

𝑑 = (

2𝑘
𝛽

sin(𝛽) + 𝛽2 cos(𝛽) − 𝛽2cosh (𝛽)

𝛽2 sinh(𝛽) − 𝛽2sin (𝛽)
) 

𝜙(𝑠) =

[
 
 
 
 
(

cosh(𝛽𝑠) + cos(𝛽𝑠)

+
2𝛽 sin(𝛽𝑠)

𝛽3

)

+𝑑(sinh(𝛽𝑠) + sin(𝛽𝑠))]
 
 
 
 

 

 

 

 2پیوست
هندسه سیستم و نیروی ها، ترم های ناشی از غیرخطی یاتاقان

 باشند:الکترومغناطیسی به صورت زیر می
𝐴1 1-2پیوست = 𝑞𝑤

2𝑞𝑣 

𝐴2 2-2پیوست = 𝑞𝑣
3 

𝐴3 3-2پیوست = �̈�𝑣𝑞𝑣
2 + �̇�𝑣

2𝑞𝑣 + �̈�𝑤𝑞𝑤𝑞𝑣 + �̇�𝑤
2𝑞𝑣 

𝐴4 4-2پیوست = 𝑞𝑣
3 + 𝑞𝑣𝑞𝑤

2 

𝐴5 5-2پیوست = 𝑞𝑣
2𝑞𝑤 

𝐴8 8-2پیوست = 𝑞𝑤
3 + 𝑞𝑤𝑞𝑣

2 

𝐴6 6-1پیوست = 𝑞𝑤
3 

𝐴7 7-2پیوست = �̈�𝑤𝑞𝑤
2 + �̇�𝑤

2𝑞𝑤 + �̈�𝑣𝑞𝑣𝑞𝑤 + �̇�𝑣
2𝑞𝑤 

 

 3پیوست 

.Π(𝑠باتوجه به تابع وزنی  𝑡)  از مقادیر زیر  50و  49جهت در روابط

 شود:استفاده می

𝑘1 1-3پیوست = ∫ 𝜙2 − 𝐼2𝜙𝜙′′𝑑𝑠
𝑙

0

 

𝑘2 2-3پیوست = ∫ −𝐼2𝜙𝜙′′𝑑𝑠
𝑙

0

 

𝑘3 3-3پیوست = ∫ 𝜙2 + 𝜙2𝛿(𝑥) − 𝜙2(𝑥 − 𝐿)𝑑𝑠
𝑙

0

 

𝑘4 4-3پیوست = ∫ (
−Λ𝑚𝜙2 + 𝜙𝜙′′′′ + 𝐾𝑙𝜙

2𝛿(𝑥)

+𝐾𝑙𝜙
2𝛿(𝑥 − 𝐿)

) 𝑑𝑠
𝑙

0

 

𝑘5 5-3پیوست = ∫
3Λ𝑚

2𝐶𝑒
2 𝜙3𝑑𝑠

𝑙

0

 

𝑘6 6-3پیوست = ∫
3Λ𝑚

2𝐶𝑒
2 𝜙4𝑑𝑠

𝑙

0

 

𝑘7 7-3پیوست = ∫ 𝜙𝜙′ ∫ 𝜙′2𝑠
0 𝑑𝑠 + ∫ 𝜙𝜙′′∫∫𝜙′2

𝑠

𝑙

𝑠

0

𝑑𝑠
𝑙

0

𝑑𝑠
𝑙

0

 

𝑘8 8-3پیوست = ∫ −4𝜙𝜙′′′𝜙′′𝜙′ − 𝜙𝜙′2𝜙′′′′ − 𝜙𝜙′′3𝑑𝑠
𝑙

0

 

𝑘9 9-3پیوست = ∫ 2𝐾𝑛𝑙𝜙
4𝛿(𝑥) + 2𝐾𝑛𝑙𝜙

4𝛿(𝑥 − 𝐿)𝑑𝑠
𝑙

0
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 4پیوست
 휀3با استفاده از بسط پرتربیشن، مشتقات زمانی و تفکیک ضریب 

جهت حل معادله ارتعاشی سیستم در حالت اجباری، عبارات زیر در 

 استفاده خواهند شد. 56سمت راست رابطه 

 

 1-4پیوست
𝐵1 = −2𝑘1𝐷0𝐷2𝑞𝑣1 − 2Ω𝑘2𝐷2𝑞𝑣1 − 𝑘3𝑐𝐷0𝑞𝑣1 

−2𝑘7𝐷0
2𝑞𝑣1

3 + (𝑘5 − 𝑘8)𝑞𝑤1
2𝑞𝑣1 

−2𝑘7𝐷0
2𝑞𝑤1

2𝑞𝑣1 + (𝑘6 − 𝑘8 − 𝑘9)𝑞𝑣1
3 

𝐵2 2-4پیوست =
1

2
(Ω2𝑒𝑣(e

𝑖Ω𝑇0+e−𝑖Ω𝑇0) + 𝑖Ω2𝑒𝑤(e𝑖Ω𝑇0−e−𝑖Ω𝑇0)) 

 3-4پیوست
𝐵3 = −2𝑘1𝐷0𝐷2𝑞𝑤1 + 2Ω𝑘2𝐷2𝑞𝑤1 − 𝑘3𝑐𝐷0𝑞𝑤1 

+(𝑘5 − 𝑘8)𝑞𝑣1
2𝑞𝑤1 + (𝑘6 − 𝑘8 − 𝑘9)𝑞𝑤1

3 

−2𝑘7𝐷0
2𝑞𝑣1

2𝑞𝑤1 

𝐵4 4-4پیوست =
1

2
(Ω2𝑒𝑤(e𝑖Ω𝑇0+e−𝑖Ω𝑇0) − 𝑖Ω2𝑒𝑣(e

𝑖Ω𝑇0−e−𝑖Ω𝑇0)) 

 5پیوست
به منظور محاسبه پاسخ ارتعاشی سیستم در حالت اجباری از عبارت

 شود.های زیر استفاده می

 

 1-5پیوست

𝐶1 = 2𝑖(𝑘2Ω − 𝑘1𝜔1)𝐷2𝐴1(𝑇2) 

−𝑖𝑘3𝑐𝜔1𝐴1(𝑇2) − (
1

2
𝜔1𝑒𝑣 +

𝑖

2
𝜔1

2𝑒𝑤) (𝑒𝑖𝜎𝑇2) 

−(4𝑘9 + 4𝑘8 − 3𝑘6 − 3𝑘5)𝐴1(𝑇2)
2𝐴1
̅̅ ̅(𝑇2)

+ (
2𝑘7(𝜔1 + 𝜔2)

2

−(8𝑘9 + 8𝑘8 − 6𝑘6 − 2𝑘5)
)𝐴1(𝑇2)𝐴2(𝑇2)𝐴2

̅̅ ̅(𝑇2) 

 2-5پیوست

𝐶2 

= 2𝑖(𝑘2Ω + 𝑘1𝜔2)𝐷2𝐴2(𝑇2) − 𝑖𝑘3𝑐𝜔2𝐴2(𝑇2)

− (4𝑘9 + 4𝑘8 − 3𝑘6 − 3𝑘5)𝐴2(𝑇2)
2𝐴2
̅̅ ̅(𝑇2)

+ (
2𝑘7(𝜔1 + 𝜔2)

2

−(8𝑘9 + 8𝑘8 − 6𝑘6 − 2𝑘5)
)𝐴2(𝑇2)𝐴1(𝑇2)𝐴1

̅̅ ̅(𝑇2) 

 3-5پیوست

𝐶3

= 2(𝑘2Ω − 𝑘1𝜔1)𝐷2𝐴1(𝑇2) − 𝑖𝑘3𝑐𝜔1𝐴1(𝑇2)

+ 𝑖 (
4𝑘9 + 4𝑘8 − 3𝑘6

−3𝑘5
)𝐴1(𝑇2)

2𝐴1
̅̅ ̅(𝑇2)

+ (
2𝑘7(𝜔1 + 𝜔2)

2

−(8𝑘9 + 8𝑘8 − 6𝑘6 − 2𝑘5)
) 𝑖𝐴1(𝑇2)𝐴2(𝑇2)𝐴2

̅̅ ̅(𝑇2)

− (
𝑖

2
𝜔1𝑒𝑣 +

1

2
𝜔1

2𝑒𝑤) (𝑒𝑖𝜎𝑇2) 

 4-5پیوست

𝐶4

= 2(𝑘2Ω + 𝑘1𝜔2)𝐷2𝐴2(𝑇2) − 𝑘3𝑐𝜔2𝐴2(𝑇2)

− 𝑖 (
4𝑘9 + 4𝑘8 − 3𝑘6

−3𝑘5
)𝐴2(𝑇2)

2𝐴2
̅̅ ̅(𝑇2)

+ 𝑖 (
2𝑘7(𝜔1 + 𝜔2)

2

−(8𝑘9 + 8𝑘8 − 6𝑘6 − 2𝑘5)
)𝐴2(𝑇2)𝐴1(𝑇2)𝐴1

̅̅ ̅(𝑇2) 

 

 6پیوست 
جهت بدست آوردن معادلات مدولاسیون سیستم عبارت زیر در روابط 
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𝐸1 1-6پیوست = 2𝑖(𝑘2 − 𝑘1𝜔1) 

𝐸2 2-6پیوست = 𝑖𝑘3𝑐𝜔1 

𝐸3 3-6پیوست = (4𝑘9 + 4𝑘8 − 3𝑘6 − 3𝑘5) 

𝐸4 4-6پیوست = [
2𝑘7(𝜔1 + 𝜔2)

2

−(8𝑘9 + 8𝑘8 − 6𝑘6 − 2𝑘5)
] 

𝐸5 5-6پیوست =
1

2
𝜔1

2𝑒𝑣 +
𝑖

2
𝜔1

2𝑒𝑤 

𝐸6 6-6پیوست = 2𝑖(𝑘2Ω − 𝑘1𝜔2) 

𝐸7 7-5پیوست = 𝑖𝑘3𝑐𝜔2 

 

 7پیوست
توان از طریق جایگذاری عبارت تابع پاسخ فرکانسی سیستم را می

 محاسبه نمود:  69های زیر در رابطه 

𝐹1 1-7پیوست =
𝑘3𝑐𝜔1

2(𝑘2 − 𝑘1𝜔1)
 

𝐹2 2-7پیوست =
𝜔1

2𝑒𝑣

2(𝑘2 − 𝑘1𝜔1)
 

𝐹3 3-7پیوست =
−(4𝑘9 + 4𝑘8 − 3𝑘6 − 3𝑘5)

1
4

2(𝑘2 − 𝑘1𝜔1)
 

 4-7پیوست
𝐹4 =

(
2𝑘7(𝜔1 + 𝜔2)

2

−(8𝑘9 + 8𝑘8 − 6𝑘6 − 2𝑘5)
)
1
4

2(𝑘2 − 𝑘1𝜔1)
 

 
 نماد توضیح نماد توضیح

 L طول روتور B0 چگالی شار

 M جرم روتور μ0 پارامتر رسانایی

 x uجابجایی در راستای  UT انرژی پتانسیل کل

 y vجابجایی در راستای  TT انرژی جنبشی کل

 z wجابجایی در راستای  cb خارجی میراییضریب 

 z ψزاویه دوران اویلر حول  c داخلی میراییضریب 
 y θزاویه دوران اویلر حول  ϕ تابع شکل مود

 x φزاویه دوران اویلر حول  ′O مرکز استاتور

 Ω سرعت دورانی روتور O مرکز روتور

 ω بردار سرعت زاویه Knl غیرخطیسفتی 

 ρ بردار سعاع انحناء Kl سفتی خطی
ممان اینرسی حول  εij کرنش 

  ξ محور

I1 

ممان اینرسی حول  σij تنش

 η محور

I2 

قید لاگرانژی )ضریب 

 لاگرانژ(

G∗  ممان اینرسی حول

 ζ محور

I3 

 λ ضریب لاگرانژ λm پارامتر الکترومغناطیس

 Pm نیرو الکترومغناطیس Ce کمترین فاصله هوایی 

مختصه معین در 

 zراستای 

qw  مختصه معین در

 yراستای 

qv 
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