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 چکیده
های انتهایی مورد بررسی قرار گرفته و میزان تغییرات نتایج در مقایسه با در این مطالعه ارتعاشات پوسته استوانه با دیسک صلب در لبه

با  ویترک-مدل سندرزاز  جای درنظرگرفتن دیسک مورد بررسی قرار گرفته است. برای مدلسازی پوستهفرض متداول ثابت بودن لبه به

کل مستدل ش استفاده شده و اثر دیسک در انتها برای اولین بار با استفاده از روابط سینماتیکی حاکم به احتساب برش عرضی مرتبه اول

و  یهای سفتتحلیلی استفاده شده و نحوه اصلاح ماتریسمندی استخراج شده است. برای حل مساله نیز از روش اجزامحدود نیمهو نظام

جرم برای افزودن اثر دیسک نیز برای اولین بار شرح داده شده است. علت اثرگذاری دیسک روی ماتریس سفتی، قیدهای حرکتی ایجاد 

های جابجایی پوسته در محل اتصال به دیسک صلب است. مطالعات عددی متعددی برای بررسی اثر خواص جرمی شده بین مولفه

های طبیعی مودهای با اثرگذاری قابل توجه دیسک در فرکانس پوسته انجام شده که نشان دهندهمودهای مختلف  دیسک بر فرکانس

تواند مود با فرکانس کمینه را از مود با ارتعاشات های محیطی صفر و یک است. طبق نتایج حاصل، افزایش جرم دیسک میتعداد موج

  دیل کند.تیر تبموضعی متمرکز روی پوسته به شکل ارتعاشات خمشی شبه

  .شکل مود ارتعاشی ؛اجزامحدود نیمه تحلیلی ؛دیسک صلب ؛ایپوسته استوانه :کلمات کلیدی
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Abstract 
The vibration of cylindrical shells with rigid disks attached at the edges is investigated and the results are 

compared by those obtained under the common simplifying assumption that the edges are clamped at points 

attached to the rigid disk. The shell is modeled using Sanders-Koiter shell theory, including the transverse shear 

deformation. The effect of the rigid disk on the edges displacements is also determined in a systematic manner 

by using the kinematic relations of the disk. To solve the problem, the semi-analytical finite element method is 

used and the stiffness and mass matrices of the element attached to the disks are completely determined for the 

first time. The reason that the disk affects the stiffness matrix is that some constraints appear between the 

displacement components of the shell edges due to the attached rigid disk. Numerous numerical studies are 

performed to investigate the effect of mass properties of the rigid disks on different shell natural frequencies 

and mode shapes. Results show that the rigid disk can significantly change the natural frequencies of the modes 

with zero and one circumferential wave number. It is also shown that by increasing the rigid disk mass, the 

mode with the smallest frequency would change from a mode with a high circumferential wave-number to a 

beam-like bending mode. 

Keywords: Cylindrical shell; rigid disk; semi-analytical finite element method; mode shapes. 
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 مقدمه -1
 ها درای از جمله پرکاربردترین انواع سازههای استوانهپوسته

های مهندسی همانند دنیای اطراف ما هستند که در انواع سازه

ها، برها، ماهواره و فضاپیماها، زیردریاییبدنه هواپیماها، ماهواره

سازی انرژی مورد خطوط انتقال نفت و گاز و مخازن ذخیره

گیرند. از آنجایی که در بسیاری از این استفاده قرار می

ه گیرد، توجدینامیکی قرار می کاربردها، سازه تحت اثر بارهای

ها اهمیت بالایی در دستیابی به طراحی به رفتار ارتعاشی پوسته

ایمن و مقرون به صرفه خواهد داشت. همین امر موجب 

ای هگسترش قابل توجه تحقیقات در ارتباط با ارتعاش پوسته

 ای شده است.استوانه
ه کرغم گستردگی مطالعات انجام شده در این زمینه علی

شامل بررسی اثر عوامل مختلفی بر رفتار ارتعاشی پوسته 

ای است، برخی از عوامل تاثیرگذار همچنان از نظرها استوانه

اند. یکی از این دور مانده و یا مورد توجه جدی قرار نگرفته

-طور معمول در مدلعوامل، شرایط مرزی پوسته است که به

یدگی مدنظر قرار سازی و حذف برخی پیچسازی سازه، با ساده

سازی مربوط به ثابت ها، سادهسازیگیرد. از جمله این سادهمی

فرض کردن انتهای پوسته در محل اتصال به عضوهای دیگر 

های مهندسی قابل مشاهده است که در بسیاری از سازه

اشاره برها توان به ماهوارهها می. از بین این نوع سازه[1]است

ی اهای استوانههای ساخته شده از پوستهکرد که در آنها، کابین

ند. اهم متصل شدهها به با استفاده از اتصالاتی همانند فلنج

های خورشیدی مشاهده توان در دودکشنمونه دیگر آن را می

ای مختلف به همدیگر متصل های استوانهکه در آن بخش  کرد

د برای کاستن از حجم محاسبات، شوند. در همه این موارمی

 ای انجام گرفته و دوها تنها بر روی یک پوسته استوانهتحلیل

شکل ثابت  سر پوسته در محل اتصال به اعضای دیگر، به

شوند. واضح است که این فرض در شرایط درنظرگرفته می

خاص و برای مقادیر معین از جرم و سفتی قطعات متصل شده، 

ما ا ؛کاهدچندان از دقت نتایج نهایی نمی فرض معقولی بوده و

این موضوع همواره برقرار نبوده و در مواردی نیاز به مدلسازی 

کل مجموعه است که البته موجب افزایش قابل توجه حجم 

                                                        
Koga 1 

chang 2 

Fourier series 3 
4 Lagrange polynominal 

ritz-Rayleigh 5 

محاسبات خواهد شد. مشکلی که امکان دستیابی به نتایج 

کند. در این بین، مطمئن در زمانی کوتاه را با مشکل مواجه می

توان ای که برای حفظ میزانی از دقت و سرعت میوش میانهر

رم ای و استفاده از جدرنظرگرفت، تحلیل تنها یک عضو استوانه

صلب در انتهای پوسته برای اعمال کردن اثر خواص جرمی 

عضوهای همسایه است. طبق مطالعات مروری انجام شده که 

های ر لبهدر ادامه ارائه شده، اگرچه مطالعه روی اثر جرم د

-استوانه در مقالات مختلفی مورد توجه بوده، اما تاثیر ساده

سازی ناشی از حذف جرم و ثابت فرض کردن شرایط مرزی 

 ای قرار نگرفته است.مورد توجه ویژه

-در رابطه با اثر شرایط مرزی بر روی رفتار ارتعاشی پوسته

ن به تواای از جمله اولین مطالعات انجام شده میهای استوانه

اشاره کرد که در آن اثر شرایط مرزی  [2] 1مطالعه کوگا

مختلف از جمله مفصلی، گیردار و آزاد در ارتعاشات  کلاسیک

آزاد پوسته استوانه مورد توجه قرار گرفت. مطالعات دیگری نیز 

تری همانند درنظرگرفتن اثر با در نظرگرفتن شرایط پیچیده

تصل و یا اثر وجود کشسانی و سفتی متغیر آن در های مپوسته

ی هااست. در رابطه با پوسته استوانهقیدهای مرزی انجام شده 

به بررسی  [3]و همکاران  2چانگ 1979سال  متصل به هم در

ی های چند قسمتهتحلیلی و عددی ارتعاشات آزاد پوسته استوان

ها دارای خواص هندسی و که هر کدام از قسمت پرداختند

ایج ها بود. آنها نتمکانیکی متفاوتی در مقایسه با دیگر قسمت

های دوسر مفصلی و یک سرگیردار تحلیل خود را برای حالت

و  3انجام دادند. برای استخراج معادلات خود نیز از سری فوریه

استفاده کردند و در ادامه با استفاده از  4ای لاگرانژچند جمله

 6همچنین، دای ؛معادلات خود را حل نمودند 5روش ریلی ریتز

-به بررسی اثر شرایط مرزی 2011در سال   [4] و همکارانش

گاه الاستیک در کنترل ارتعاشات پوسته های کلاسیک و تکیه

-مشتری_ای پرداختند. آنها با استفاده از تئوری دانلانهاستو

معادلات خود را استخراج کرده و با استفاده از روش  7ولاسو_

ریلی ریتز حل کردند. بر طبق مطالعات آنها با افزایش میزان 

ی اها میزان ارتعاشات پوسته استوانهگاهالاستیک بودن تکیه

اما بعد از افزایش تا مقدار مشخصی میزان  ،یابدکاهش می

Dai  6 

 vlasov theory-moshtari-Donnell 7 
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سد. در رای به مقدار تقریبا ثابتی میارتعاشات پوسته استوانه

 2با استفاده از تئوری فلوگ [5]و همکارانش  1ژئو 2012سال 

گاه الاستیک در فرکانس طبیعی پوسته به بررسی اثر تکیه

با استفاده از روش انتشار موج معادلات استوانه پرداختند. آنها 

به بررسی دقت  3افزار انسیسخود را حل کرده و با کمک نرم

های محاسبات خود پرداختند. طبق مطالعات آنها در سختی

 ای به شدتنسبتا بزرگ، فرکانس طبیعی پوسته استوانه

های خیلی بزرگ مقدار ولی در سختی ؛کندافزایش پیدا می

افزایش چشمگیری ندارد. آنها همچنین اثر فرکانس طبیعی 

-نسبت طول به شعاع و نیز ضخامت به شعاع را با سختی تکیه

و همکارانش  4کیو ها در فرکانس طبیعی را مطالعه کردند.گاه

ارتعاشات آزاد و اجباری پوسته به بررسی  2013در سال  [6]

های های یکنواخت و چندتایی در انواع شرایط مرزیاستوانه

کلاسیک و شرایط مرزی الاستیک پرداختند. در این مطالعه 

های مختلف و انواع شرایط ای، ضخامت پوستهاثر میرایی سازه

مرزی در فرکانس طبیعی و اجباری مورد بررسی قرار گرفت. 

نتایج آنها با روش المان محدود نشان داد که هچنین مقایسه 

کار رفته از دقت خوبی برخوردار است. در سال که روش به

به بررسی نیمه تحلیلی پوسته  [7]و همکارانش  5تانگ 2017

یک گاه الاستهای متصل به هم پرداختند. آنها اثر تکیهوانهاست

 ای را نیز بررسی کردند. بر اساسو نیز اثر تعداد پوسته استوانه

گاه الاستیک در هر دو مطالعات آنها با افزایش سختی تکیه

ر دیابد. حالت مقید و آزاد، مقدار فرکانس طبیعی افزایش می

لی و  و [8] تانگ و همکارانمطالعات دیگری همانند مطالعه 

لات ااستوانه با احتساب اثر اتص ارتعاشات نیز، [9]همکاران

  مورد بررسی قرارگرفت. هاپیچی در لبه

اثر جرم صلب در دو انتهای پوسته نیز در مطالعات  

مختلفی مورد توجه قرار گرفته است. از اولین کارها در این 

اشاره  1963در سال  [10] 6توان به مطالعه بوکارینوزمینه می

ظریه ن ای با استفاده ازکرد که در آن، ارتعاشات پوسته استوانه

                                                        
Zhou  1 

Flugge  2 

Ansys  3 
Qu  4 

Tang  5 

Bukarinov   6 
Smirnov 7 

Darevskii   8 

Kana  9 
Palamarchuk 01 

Kovalchuk  11 

مشتری و با توجه ویژه بر روی فرکانس مودهای -پوسته دانل

 7متقارن محوری مورد مطالعه قرار گرفت. اندکی بعد اسمیرنو

به  [14] 10، پالاماروچوک[13] 9، کانا[12] 8، داروسکی[11]

های یک سرگیردار با جرم بررسی ارتعاشات پوسته استوانه

و همکارانش در سال  [15] 11کووالاچوک. انتهایی پرداختند

به بررسی غیرخطی ارتعاشات پارامتریک پوسته  1980

ای متصل به یک جرم پرداختند. آنها مطالعاتی نیز بر استوانه

سم صلب بر ارتعاشات پوسته روی تاثیر اینرسی غیرخطی ج

 ای از جنسهای استوانهای انجام دادند. ارتعاشات پوستهاستوانه

 13متصل به جرم انتهایی نیز توسط کازلوو 12مواد ارتوتروپیک

مطالعه در این مورد بررسی قرار گرفت.  1988در سال  [16]

، 15، ترتسنکو14سال اخیر نیز در مقالات پلیکانو 20زمینه در

و همکارانشان پی گرفته شده است. بر اساس مطالعات 16ملون

که با  [19-17]تجربی، تئوری و عددی انجام شده در مراجع 

محوریت پلیکانو انجام شده، ارتعاشات خطی و غیرخطی پوسته 

های بزرگ پوسته مورد بررسی با درنظرگرفتن جابجایی

با  17کویتر-سندرز قرارگرفته است. در این مطالعات از نظریه

برای مدلسازی پوسته استفاده  18کارمن-عبارات غیرخطی ون

شد. بر اساس مطالعات تجربی آنها بعد از تحریک مود متقارن 

ای پدیده غیرخطی بزرگی قابل محوری اول پوسته استوانه

علاوه، اثر دما در رفتار دینامیکی پوسته بهمشاهده است. 

و  19لبه بالا نیز اخیرا توسط زیپوای با دیسک متصل به استوانه

انجام شده که در ادامه مطالعات تیم تحقیقاتی  [20] همکاران

بر اساس مطالعات انجام شده در پلیکانو صورت گرفته است. 

که با محوریت ترتسنکو بود با استفاده از  [23-21]مراجع 

مشتری به بررسی تئوری و عددی ارتعاشات آزاد -تئوری دانل

ای متصل به جرم انتهایی پرداخته شد. در این پوسته استوانه

مقالات، معادلات با استفاده از روش ریتز حل شده است. طبق 

ی ابه پوسته استوانهمطالعات آنها با افزوده شدن جرم انتهایی 

 [25, 24]یابد. ملون و همکارانش فرکانس طبیعی کاهش می

Orthotropic  21 

Kozlov  31 

Pellicano 41 
Trotsenko 51 

Mallon 61 

koiter -Sanders 71 
karman -Von 81 

19 Zippo 
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-تجربی پایداری دینامیکی پوسته استوانه-نیز به صورت عددی

ا ا بمتصل به یک جرم انتهایی ر ارتوتروپیکو  1ای ایزوتروپ

و با کمک روش ریلی ریتز مورد  استفاده ازنظریه پوسته دانل

بار مطالعه قرار دادند. در این مطالعات اثر جرم همانند پیش

اثر بارمحوری با تغییرات  در پوسته درنظرگرفته شد.محوری 

و  2یاداودر مطالعات انجام شده توسط نیز  زمانی هارمونیک

ای بررسی شده های استوانهروی پوسته [27, 26] همکاران

 است.

موضوعی که در این مطالعات مورد توجه اصلی محققان 

نبوده، تعیین میزان اثرگذاری خواص جرمی اعضای همسایه در 

خواص مودال پوسته در مقایسه با شرایطی است که انتهای 

نظرگرفته شده است. با پرداختن به این مساله  پوسته ثابت در

جرم، ممان اینرسی و  توان محدوده خواص جرمی شاملمی

همچنین فاصله مرکز جرم عضو مجانب از لبه پوسته را 

توان از فرض ثابت بودن دو انتها که در آن میداد  صیتشخ

استفاده کرد. در ضمن اثر جرم متصل به پوسته در تغییرات 

شکل مودهای ارتعاشی در مقالات ذکر شده مورد توجه قرار 

اهی از نوع شکل مودها در نگرفته و این در حالی است که آگ

تعیین چگونگی شکل و رفتار ارتعاشی و نقاط بحرانی سازه 

بسیار موثر است. این موارد در مقاله حاضر مورد توجه اصلی 

ترین نوآوری این مقاله مربوط به بنابراین، مهم ؛اندقرار گرفته

مطالعات عددی انجام شده برای تعیین میزان تغییر نتایج 

مودهای ارتعاشی حاصل از احتساب جرم صلب کلفرکانسها و ش

صال ی اتبه لبه، به جای فرض متداول ثابت درنظرگرفتن لبه

های انجام شده در این استوانه به اجزای دیگر است. بحث

ارتباط نشان خواهد داد که حذف اجزای متصل به یک پوسته 

و ثابت فرض کردن شرایط مرزی در نقاط اتصال تا چه میزان 

سازی نظری شود. است منجر به تغییر نتایج شبیه ممکن

موضوع مهم دیگری که برای اولین بار در این مطالعه مورد 

مند و مستدل معادلات مربوط توجه قرار گرفته، استخراج نظام

طور کامل به اثر جرم صلب است که در مقالات موجود یا به

برخی بدان پرداخته نشده و یا در برخی معادلات با اعمال 

فرضیات ساده کننده استخراج شده است. در نهایت، سومین 

 نوآوری این مقاله تعیین نحوه اعمال روش اجزامحدود نیمه

تحلیلی به مسئله پوسته متصل به دیسک است که نیازمند 

                                                        
 Isotropic 1 

2 yadav 

ای است که تا به امروز در هیچ درنظرگرفتن تمهیداتی ویژه

 ای گزارش نشده است.مطالعه

-استوانه کار حاضر با استفاده از نظریه پوسته استخراج روابط در

کویتر با احتساب برش عرضی صورت گرفته و برای -ای سندرز

حل معادلات از روش اجزای محدود نیمه تحلیلی استفاده شده 

نیز از  3است. برای جلوگیری از بروز پدیده قفل شدگی برشی

های مورد استفاده شده است. المان 4روش سازگاری میدانی

های سه گرهی هستند، که برای استفاده در این مطالعه المان

ها از توابع شکل لاگرانژی استفاده شده است. تقریب جابجایی

ب بوده ای، صلدیسک متصل شده در لبه انتهایی پوسته استوانه

و دارای شش درجه آزادی است و اثر آن در قالب انرژی جنبشی 

. علاوه بر آن، وجود دورانی و انتقالی دیسک لحاظ شده است

-دیسک صلب در انتهای پوسته موجب ایجاد قیودی بین مولفه

شود که برای بدست آوردن های جابجایی مختلف پوسته می

این قیود، سرعت دیسک در نقاط اتصال به پوسته با استفاده از 

قوانین سینماتیک اجسام صلب و برحسب درجات آزادی 

ه پوسته برحسب دیسک بدست آمده و سپس با سرعت لب

 های جابجایی پوسته برابر قرار داده شد.مولفه

 

 روابط حاکم -2
های پوسته در مطالعه حاضر بر اساس دستگاه جابجایی

نشان داده  0که در درنظرگرفته شده  𝑥𝑦𝑧ای مختصات استوانه

دستگاه مختصات کارتزین همچنین در این شکل،  ؛شده است

𝑋𝑌𝑍  نشان داده شده که مرکز آن منطبق بر مرکز دیسک صلب

، ای است. طبق این شکلدر صفحه تماس با لبه پوسته استوانه

𝑥  ،راستای طولی𝑦  راستای محیطی و𝑧  راستای شعاعی استوانه

نشان داده  𝜃با   𝑌هستند و زاویه هر نقطه روی پوسته با محور

ای، رابطه همچنین طبق تعریف مختصات استوانه ؛شده است

𝑦 = 𝑅𝜃  برقرار است که𝑅 ای را نشان شعاع پوسته استوانه

های ترتیب مولفهبه 0 در 𝑊و 𝑈 ،𝑉دهد. علاوه بر اینها، می

های جابجایی مولفه 𝑤و 𝑢 ،𝑣و   𝑍و  𝑋 ،𝑌جابجایی در راستای 

همچنین لازم به  ؛دهندرا نشان می 𝑧و  𝑥 ،𝑦در سه راستای 

به سمت بیرون پوسته مقداری مثبت  𝑧ذکر است که راستای 

ای در لبه انتهایی صفحه میانی دارد و مرکز مختصات استوانه

)ج( نمای سه بعدی پوسته  0در پوسته قرارگرفته است. 

 Shear locking 3 
Field consistency 4 
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که  نیز رسم شدهگیردار سریک-دیسک صلبای یک سراستوانه

در . دهددست میتری از مساله مورد بررسی بهتصویر دقیق

ادامه این بخش روابط سینماتیک و ساختاری استفاده شده 

معادلات شرح داده شده و پس از آن نیز  برای استخراج

توضیحات لازم در رابطه با روش حل اعمال شده، داده شده 

 است.

 

 )الف(

 

 )ب(

 

 )ج(

ای با دیسک صلب نمای شماتیک پوسته استوانه -1شکل 

همراه دستگاه مختصات درنظرگرفته متصل به لبه، به

)ج( نمای سه  روبروشده )الف( نمای جانبی )ب( نمای از 

 بعدی

 

 

 روابط سینماتیکی حاکم بر پوسته -2-1
های توان تغییرات مولفهاول می مرتبه با استفاده از نظریه برشی

 تعریف کرد (1)جابجایی در راستای ضخامت را مطابق با رابطه 

[28]: 

(1) 𝑢 = 𝑢0(𝑥, 𝜃) + 𝑢1(𝑥, 𝜃)𝑧 
𝑣 = 𝑣0(𝑥, 𝜃) + 𝑣1(𝑥, 𝜃)𝑧 
𝑤 = 𝑤0(𝑥, 𝜃) 

 

نشانگر جابجایی صفحه میانی  𝑤0و  𝑢0 ،𝑣0، (1)که در رابطه 

 𝑢1همچنین  ؛هستند 𝑧و  𝑥 ،𝜃ترتیب در راستاهای پوسته، به

هستند. با  𝜃و  𝑥ترتیب، دوران در راستای محورهای به 𝑣1و 

-شروابط کرن کویتر-استفاده از تئوری خطی مرتبه اول سندرز

 :[28]خواهند بود  (2)جابجایی به صورت رابطه 

(2) 
𝜀𝑥 = 𝜀𝑥

0 + 𝜀𝑥
1𝑧 , 𝜀𝜃 = 𝜀𝜃

0 + 𝜀𝜃
1𝑧  

𝜀𝑥𝜃 = 𝜀𝑥𝜃
0 + 𝜀𝑥𝜃

1 𝑧, 

𝜀𝑥𝑧 = 𝜀𝑥𝑧 
0 , 𝜀𝜃𝑧 = 𝜀𝜃𝑧

0  
 که در روابط فوق:

(3) 

𝜀𝑥
0 =

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
 , 𝜀𝜃

0 =
𝜕𝑣0

𝑅𝜕𝜃
+

𝑤0

𝑅
  

 2𝜀𝑥𝜃
0 =

𝜕𝑢0

𝑅𝜕𝜃
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
 

2𝜀𝑥𝑧
0 = 𝑢1 +

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
 

 2𝜀𝜃𝑧
0 = 𝑣1 +

𝜕𝑤0

𝑅𝜕𝑥
−

𝑣0

𝑅
 

 

 روابط ساختاری حاکم بر پوسته -2-2

بر اساس قانون هوک و با فرض تنش معادلات ساختاری نیز 

 صورتای تعیین شده است که برای مواد ایزوتروپ بهصفحه

 :[17] رابطه زیر است

(4) 
𝛔 = 𝐐𝛆 

های بردار تنش و به ترتیب مولفه 𝜺و  𝝈 ،(4)که در رابطه 

 : [28] وندشکرنش هستند که به صورت زیر تعریف می

(5) 𝛔 = [𝜎𝑥 , 𝜎𝜃 , 𝜎𝑥𝜃 , 𝜎𝑥𝑧 , 𝜎𝜃𝑧]𝑇 
𝛆 = [𝜀𝑥, 𝜀𝜃 , 2𝜀𝑥𝜃 , 2𝜀𝑥𝑧 , 2𝜀𝜃𝑧]𝑇 
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𝐐  های غیرصفر آن است که مولفه 5نیز ماتریس مربعی با بعد

 :[29] شوندطبق رابطه زیر تعیین می

(6) 

𝑄11 = 𝑄22 =
𝐸

1 − 𝑣2
 

𝑄12 = 𝑄21 =
𝐸𝑣

1 − 𝑣2
 

𝑄33 =
𝐸

2(1 + 𝑣2)
 

𝑄44 = 𝑄55 = 𝑘𝑠𝑄33 

 

ضریب برشی اصلاحی بوده و مقدار آن  𝑘𝑠، (6)که در رابطه 

برابر با 
5

6
-به 𝑣و  𝐸همچنین  ؛[30] تاسدرنظرگرفته شده 

ترتیب، مدول الاستیسیته و ضریب پواسون ماده هستند. در 

-نیز به صورت رابطه زیر تعریف می های تنشمنتجه ،نهایت

 :[29] شوند

(7) 
𝐍 = ∫ 𝛔𝑑𝑧,   𝐌 = ∫ 𝛔𝑧𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

ℎ

2

−
ℎ

2

 

 ضخامت پوسته است. ℎ، (7)در رابطه که 

 

 روش المان محدود نیمه تحلیلی -2-3
های جابجایی مولفهسازی و حل معادلات ابتدا برای گسسته

وند شپوسته با استفاده از توابع تحلیلی زیر درنظرگرفته می

[28]: 

(8) 

𝑢0 = �̃�𝑛(𝑥) cos(𝑛𝜃) 
𝑣0 = �̃�𝑛(𝑥) sin(𝑛𝜃)  
𝑤0 = �̃�𝑛(𝑥) cos(𝑛𝜃) 
𝑢1 = �̃�𝑢𝑛(𝑥) cos(𝑛𝜃)    
𝑣1 = �̃�𝑣𝑛(𝑥) sin(𝑛𝜃) 
𝑛 =  0, 1, 2, … 

 𝑥محیطی بوده و توابع متغیر  هایجنیم مو بیانگر تعداد 𝑛که 

جهولی اند، توابع مکه به توابع سینوسی و کسینوسی ضرب شده

محدود ء روش اجزا هستند که برای بدست آوردن آنها از

استفاده شده است. برای این کار، طول پوسته به تعداد 

که در  با اندازه مساوی، تقسیم شده سه گرهی مشخصی المان

 نمایش داده شده است. 1شکل 

 
 𝛏بعد  بی مختصات با گرهیسه المان -1 شکل

بوده و در وسط  𝑥بعد در راستای مختصات بی 𝜉، 1شکل در 

به صورت رابطه زیر تعریف  𝑥با  آنهر المان قرار دارد و رابطه 

 شود:می

(9) 
𝑥 =

𝐿𝑒

2
(𝜉 + 1) 

 

توابع مجهول بر روی هر المان نماینده  1شکل در  𝑗∆همچنین 

 است. �̃�𝑣𝑛و  �̃�𝑛 ،�̃�𝑛 ،�̃�𝑛 ،�̃�𝑢𝑛 مولفه آن برابر با 5بوده و 
 برحسبای شکل توابع چندجملههریک از این توابع مجهول به

 شوند:المان درنظرگرفته میهای هر مقادیر جابجایی روی گره

(10) 
∆𝑗= ∑ 𝑆𝑖(𝜉)𝑞

𝑗
(𝑖)

3

𝑖=1

 

 

𝑞𝑗 (10)که در رابطه 
(𝑖)  مقادیر گرهی∆𝑗 در گره  را𝑖 نشان ام

گرهی برای المان سهشکل لاگرانژی  نیز توابع  𝑆𝑖(𝜉)داده و

 :[28] شوندتعریف می صورت رابطه زیر بههستند که 

(11) 
𝑆1(𝜉) =

1

2
𝜉(𝜉 − 1) 

𝑆2(𝜉) = 1 − 𝜉2 

𝑆3(𝜉) =
1

2
𝜉(𝜉 + 1) 

 

، برای هرگره، تعداد (10) لازم به ذکر است که با توجه به رابطه

گرهی درنظرگرفتن درجه آزادی وجود دارد که در صورت سه 5

-می 15هر المان، تعداد تمام درجات آزادی هر المان برابر با 

گیرند که قرار می 𝐪eشود. تمامی این درجات آزادی در بردار 

ترتیب مربوط به عبارات جابجایی مولفه اول، دوم و سوم آن به 5

در صورت برای کل سازه نیز  در گره اول، دوم و سوم هستند.
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 های گرهی شاملالمان، بردار جابجایی 𝑁𝑒 استفاده از تعداد

10𝑁𝑒 +  مولفه خواهد بود. 5

با توجه به اینکه در این مطالعه از تئوری مرتبه اول برشی  

ای با در پوسته استوانه ،رودانتظار می ،استفاده شده است

پدیده قفل شدگی برشی اتفاق بیفتد. با های کم، تمضخا

استفاده از روش سازگاری میدانی از ایجاد قفل شدگی برشی 

جلوگیری شده است. برای جلوگیری از بروز این خطا در 

به  𝑢1محاسبات، در کرنش برشی عرضی باید توابع شکل 

 :[28]صورت زیر درنظر گرفته شود 

(12) 
𝑆1(𝜉) =

1

6
−

𝜉

2
 

𝑆2(𝜉) = 2 

𝑆3(𝜉) =
1

6
+

𝜉

2
 

های هر المان، نیاز به تعیین در ادامه، برای استخراج ماتریس

عبارات مربوط به انرژی کرنشی و انرژی جنبشی خواهد بود. 

شکل رابطه نیز به  𝑒عبارت انرژی کرنشی برای المان شماره 

 بود:زیر خواهد 

(13) 

𝑈(𝑒)

=
𝐿𝑒

4
∫ ∫ 𝐍T𝛆0𝑅𝑑𝜃𝑑𝜉

2𝜋

0

1

−1

+
𝐿𝑒

4
∫ ∫ 𝐌T𝛋0𝑅𝑑𝜃𝑑𝜉

2𝜋

0

1

−1

 

 

𝛆0که  = [𝜀𝑥
0, 𝜀𝜃

0, 𝜀𝑥𝜃
0 , 𝜀𝑥𝑧

0 , 𝜀𝜃𝑧
0 ]𝑇  و𝛋0 =

[𝜅𝑥, 𝜅𝜃 , 𝜅𝑥𝜃 , 0,0]𝑇  است، همچنین 𝐌 و𝐍  (7)بر طبق رابطه 

شوند. انرژی جنبشی مربوط به هر المان نیز طبق تعریف می

 رابطه زیر قابل تعریف است:

(14) 

𝑇(𝑒) =
𝐿𝑒

4
∫ ∫ [𝐼0(�̇�0

2 + �̇�0
2 + �̇�0

2)
2𝜋

0

1

−1

+ 2𝐼1(�̇�0�̇�1 + �̇�0�̇�1)

+ 𝐼2(�̇�1
2

+ �̇�1
2)]𝑅𝑑𝜃𝑑𝜉 

 

𝐼𝑖، (14) که در رابطه = ∫ 𝜌𝑧𝑖𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2
است. با جایگذاری حل  

برای عبارات  (10)و  (8)تقریبی درنظرگرفته شده در رابطه 

توان عبارات انرژی ، می(14)و  (13) مجهول در رابطه جابجایی

که  بدست آوردهای گرهی را برحسب مقادیر مجهول جابجایی

توان بخشی از معادله . در نهایت میهستند 𝐪eهای همان مولفه

 شکل رابطه زیر به دست آورد:، به𝑒لاگرانژ را برای المان شماره 

 

(15) 𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇(𝑒)

𝜕�̇�
𝑖

(𝑒)
) −

𝜕𝑇(𝑒)

𝜕𝑞
𝑖

(𝑒)
+

𝜕𝑈(𝑒)

𝜕�̇�
𝑖

(𝑒)
 

 

برابر با صفر گذاشته نشده آن است که  (15)علت اینکه رابطه 

ام، با 𝑒های مجاور با المان های گرهی المانبرخی از جابجایی

مشترک هستند و در صورت اضافه شدن آنها  𝑒المان شماره 

ای هبه رابطه بالا، حاصل برابر با صفر خواهد شد. این جابجایی

ها لحاظ خواهند شد. از رابطه هنگام مونتاژ ماتریسمشترک به

دست خواهند آمد های سفتی و جرم هر المان بهماتریس (15)

ر پذیعلت طولانی بودن روابط، ارائه آنها در اینجا امکانکه به

 نیست. 

ها و اعمال شرایط در پایان با مونتاژ ماتریس همه المان

مرزی در ماتریس مونتاژ شده نهایی، معادلات تعادل به صورت 

 آیند:دست میبه رابطه زیر

(16) 
�̃��̈� + �̃�𝐪 = 𝟎 

 

ها های تمامی المانبردار جابجایی گره 𝐪، (16)که در رابطه 

نیز ماتریس سفتی است.  �̃�ای و ماتریس جرم سازه �̃�است و 

، تعداد سطر 𝑁𝑒باید توجه داشت که برای تعداد المان برابر با 

برابر  𝑛ازای هر مقداری از های سفتی و جرم بهو ستون ماتریس

10𝑁𝑒با   +  خواهد بود. 5

 

 نحوه اضافه کردن اثر جسم صلب در معادلات -3
در این بخش نحوه اصلاح معادلات حاکم برای افزودن اثر 

های انتهایی پوسته شرح داده شده است. در دیسک صلب لبه

این راستا در بخش اول، اثر جسم صلب در ایجاد قید حرکتی 
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ها و در نتیجه تغییر شرایط مرزی مورد توجه قرار گرفته در لبه

است. در بخش دوم نیز، انرژی جنبشی دیسک صلب محاسبه 

های سفتی و جرم شده و در بخش سوم نحوه اصلاح ماتریس

کردن اثر دیسک صلب شرح داده برای اضافه �̃� و �̃�مونتاژ شده 

 شده است.

 

تعیین شرایط مرزی ایجاد شده توسط جسم  -3-1

 لبص

برای تعیین قید ایجاد شده در جابجایی لبه پوسته، در ابتدا 

سرعت هر نقطه روی لبه پوسته با سرعت دیسک صلب در 

شود. پس از آن با محل اتصال به همان نقطه برابر قرار داده می

جایگزینی عبارات سرعت با جابجایی متناظر، شرایط مرزی 

شود. در صورتی که هر نقطه دلخواه رد نظر حاصل میمو

دیسک صلب در محل تماس دیسک صلب با صفحه میانی 

را برحسب  𝑃نقطه توان سرعت میمشخص شود،  𝑃با پوسته 

سرعت انتقالی مرکز جرم و سرعت دورانی دیسک صلب، طبق 

 رابطه زیر تعیین کرد:

 

(17) 
𝐕P = 𝐕O + 𝛚 × 𝐫 

 

بردار  𝛚و  صلب سکیسرعت در مرکز جرم د بردار 𝐕Oکه 

بردار خطی  𝐫و  دندهیم نشان راسرعت دورانی دیسک صلب 

کند. وصل می 𝑃است که مرکز جرم دیسک صلب را به نقطه 

طبق  𝑋𝑌𝑍هریک از این بردارها نسبت به دستگاه کارتزین 

  شوند:روابط زیر تعیین می

(18) 
𝐕O = �̇�𝐈 + �̇�𝐉 + �̇�𝐊 

𝛚 = 𝜔𝑋𝐈 + 𝜔𝑌𝐉 + 𝜔𝑍𝐊 

𝐫 = 𝑅𝐤 = 𝑅 cos(𝜃)𝐉 − 𝑅sin(𝜃) 𝐊 
 

 و  𝑋 ،𝑌ترتیب، بردارهای مربوط به محورهای به 𝐊و  𝐈 ،𝐉که 

𝑍  هستند و𝐤  بردار یکه راستای محور𝑧  دستگاه مختصات

های بردار در ادامه در راستای تعیین مولفه ای است.استوانه

ماتریس  𝑥𝑦𝑧ای نسبت به دستگاه استوانه 𝑃سرعت نقطه 

مطابق  ایکارتزین به دستگاه استوانهتبدیل دورانی از دستگاه 

 شود:با رابطه زیر تعیین می

(19) 
𝐐 = [

1 0 0
0 − sin 𝜃 cos 𝜃
0 −cos 𝜃 − sin 𝜃

] 

 

، 𝐕Pدر بردار سرعت  𝐐 تبدیل ماتریس ضرب ترانهاده با حال

 آید:یبدست م 𝑥𝑦𝑧ت نسبت به دستگاه مختصات سرع

 

(20) 

�́�P = 𝐐T𝐕P = (�̇� − 𝑅 sin 𝜃 𝜔𝑦

− 𝑅 cos 𝜃 𝜔𝑧)𝐢

+ (�̇� sin 𝜃

+ �̇� cos 𝜃 + 𝜔𝑥𝑅)𝐣

+ (�̇� cos 𝜃

− �̇� sin 𝜃)𝐤 

 

های جابجایی پوسته نیز برابر برحسب مولفه 𝑃سرعت نقطه 

�̇�0𝐢خواهد بود با:  + �̇�0𝐣 + �̇�0𝐤 های مولفه قراردادن برابر با که

، رابطه زیر (20)سرعت بدست آمده در رابطه  یهامولفه با آن

 ید:آدست میهای سرعت پوسته و دیسک صلب بهبین مولفه

 

(21) 
�̇�0 = �̇� − 𝑅 sin 𝜃 𝜔𝑦 − 𝑅 cos 𝜃 𝜔𝑧 

�̇�0 = �̇� sin 𝜃 + �̇� cos 𝜃 + 𝜔𝑥𝑅 

 �̇�0 = �̇� cos 𝜃 − �̇� sin 𝜃 
 

 𝑢1حال برای تعیین رابطه بین عبارات جابجایی دورانی        

 رد لغزش عدم شرط ،صلب سکید ییجابجا یهامولفه با 𝑣1و 

شود. در اعمال میپوسته  یانیم از صفحه 𝑧با فاصله  یانقطه

گذاری شود، بردار خط شعاعی نام 𝑆صورتی که این نقطه با 

 برابر خواهد بود با: 𝑆مربوط به نقطه 

(22) 
𝐫S = (𝑅 + 𝑧)𝐤 = (𝑅

+ 𝑧)[cos(𝜃)𝐉

− sin(𝜃) 𝐊] 

 

های برحسب مولفه 𝑆که با استفاده از رابطه بالا، سرعت نقطه 

 آید:دست میشکل زیر بهسرعت دیسک صلب به
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(23) 
�́�S = 𝐐T(𝐕O + 𝛚 × 𝐫S) 

های جابجایی پوسته برحسب مولفه 𝑆بردار سرعت نقطه      

�̇�0)نیز برابر خواهد بود با  + 𝑧�̇�1)𝐢 + (�̇�0 + 𝑧�̇�1)𝐣 + �̇�0𝐤 

های های متناظر آن با مولفهقراردادن مولفه که با مساوی

 �̇�1و  �̇�1 یبرا ریرابطه ز ،(23)استفاده از رابطه  و �́�Sسرعت 

 حاصل خواهد شد: صلب سکیدر محل اتصال به د

(24) 
�̇�1 = − sin(𝜃) 𝜔𝑦 − cos(𝜃) 𝜔𝑧 

 �̇�1 = −𝜔𝑥 

 

های بردار سرعت دورانی دیسک در ادامه لازم است تا مولفه     

 نییتع صلب سکید ییجابجا یهامولفه برحسب، 𝛚صلب، 

 استفاده لریاو دوران یایزوا از توانیم منظور نیا یبرا. شود

 شدن یرخطیغ به منجر که یدر صورت حذف عبارات که کرد

 منجر به رابطه ساده زیر خواهد شد: شوند،یم روابط

(25) 𝛚 = �̇�𝐈 + �̇�𝐉 + �̇�𝐊               

 

و  (21)در دو رابطه  (25)در نهایت با جایگذاری رابطه      

های و حذف مشتق زمانی )بالانویس نقطه( از همه مولفه (24)

 های متصلجابجایی، رابطه مورد نظر برای شرایط مرزی در لبه

آید. شکل نهایی این روابط پس از دست میبه دیسک صلب به

sinمساوی قرار دادن ضرایب  𝜃 ،cos 𝜃 ،sin 𝑛𝜃 ،cos 𝑛𝜃  و

 �̃�𝑛 ،�̃�𝑛 ،�̃�𝑛 ،�̃�𝑢𝑛شکل زیر برحسب همچنین عبارات ثابت، به

 :دیآیم دستهب �̃�𝑣𝑛و 

(26) 
𝑈0 = 𝑈, �̃�0 = −𝑅𝜃, �̃�0 = 0, 

 �̃�𝑢0 = 0, �̃�𝑣0 = −𝜃, 

𝜓 = 𝜑 = 0, 𝑉 = 𝑊 = 0 
 

(27) 
𝑈1 = −𝜑𝑅, �̃�1 = −𝑉, �̃�1 = 𝑉, �̃�𝑢1 =
−𝜑, �̃�𝑣1 = 0 

𝜓 = 𝜃 = 0, 𝑊 = 𝑈 = 0, 
 

(28) 
𝑈𝑛 = 0, �̃�𝑛 = 0, �̃�𝑛 = 0, �̃�𝑢𝑛 = 0, 

�̃�𝑣𝑛 = 0 (𝑛 > 1), 

𝜃 = 𝜓 = 𝜑 = 0, 𝑈 = 𝑉 = 𝑊 = 0 
در شرایط مرزی مربوط به  (26)که در سه رابطه بالا، رابطه 

𝑛مود  = 𝑛در شرایط مرزی مود  (27)اثر گذاشته و رابطه  0 =

نیز شرط مرزی مربوط به مودهای  (28)گذارد. رابطه اثر می  1

𝑛با  > طور که واضح است، در این مودها است که همان 1

وجود دیسک صلب موجب ایجاد شرایط گیردار کامل برای 

ن توان نتیجه گرفت که درنظرگرفتبنابراین می؛ شوداستوانه می

𝑛اثر دیسک صلب تنها برای مودهای با  = 𝑛و  0 = ظاهر  1

شده و برای مودهای با تعداد موج محیطی بیشتر، شرایط 

 (26)همچنین طبق رابطه  ؛گیردار کامل برقرار خواهد بود

𝑛مشخص است که برای مودهای با  = ، دو نوع حرکت طولی 0

و پیچشی حول محور دیسک صلب برای دیسک اتفاق افتاده و 

هیچ حرکتی در راستای شعاع در لبه پوسته دیده نخواهد شد. 

𝑛دهد که در مودهای با نشان می (27)در مقابل، رابطه  = 1 ،

بوده و  𝑍شکل دوران حول محور حرکت دیسک صلب به

است. این حرکت در دیسک صلب  𝑌جابجایی در راستای محور 

خواهد  𝑋𝑌نیز در واقع همراه با خمش کل استوانه در صفحه 

 بود که به معنای رفتار شبیه به تیر در استوانه است.

 

 انرژی جنبشی جسم صلب -3-2

برای محاسبه انرژی جنبشی جسم صلب ابتدا باید سرعت جسم 

نظور مصلب در مرکز جرم جسم صلب تعیین شود که برای این 

 توان از رابطه زیر استفاده کرد:می

 

(29) 
𝐕G = 𝐕O + 𝛚 × 𝐫G 

 

که مرکز جرم جسم صلب در راستای محور که با فرض آن

𝐫Gاستوانه باشد،  = ℎ𝑔𝐈 . در رابطه  (18)با جایگذاری رابطه

 آید:سرعت در نقطه مرکز جرم به صورت زیر بدست می (29)

(30) 𝐕G = �̇�𝐈 + (�̇� + 𝜔𝑍ℎ𝑔)𝐉 + (�̇�

− 𝜔𝑌ℎ𝑔)𝐊 

در نهایت انرژی جنبشی با استفاده از رابطه زیر بدست      

 :[19]آید می
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(31) 

𝑇𝑑 =
1

2
𝑚𝑑�̇�2 +

1

2
𝑚𝑑(�̇� + ℎ𝑔�̇�)2

+
1

2
𝑚𝑑(�̇� − ℎ𝑔�̇�)2

+
1

2
𝐽𝑋�̇�2 +

1

2
𝐽𝑌�̇�2

+
1

2
𝐽𝑍�̇�2 

های اینرسی به ترتیب ممان 𝐽𝑍و 𝐽𝑋،𝐽𝑌، (31)که در رابطه 

جرمی دیسک صلب حول محورهای مختصات کارتزین است. 

𝑛برای حالت  (31)و  (26)حال با استفاده از رابطه  = انرژی  0

 جنبشی به صورت زیر خواهد بود:

(32) 
𝑇𝑑 =

1

2
𝑚𝑑�̇�2 +

1

2
𝐽𝑋𝜔𝑋

2 

𝑛برای حالت  (31)و  (27)با استفاده از رابطه       = انرژی  1

 جنبشی به صورت زیر خواهد بود:

(33) 
𝑇𝑑 =

1

2
𝑚𝑑(�̇� + ℎ𝑔𝜔𝑍)2 +

1

2
𝐽𝑍𝜔𝑍

2 

𝑛و انرژی جنبشی دیسک در حالت          > نیز برابر با صفر  1

خواهد بود که علت آن ایجاد شرایط گیردار شدن پوسته در 

𝑛مودهای با  >  است. 1

 

های نحوه افزودن اثر دیسک صلب به ماتریس -3-3

 سفتی و جرم مونتاژ شده

یاز ن پس از تعیین شرایط مرزی حاصل از اتصال دیسک صلب،

 و  �̃�های سفففتی و جرم مونتاژ شففده به اعمال آن به ماتریس
�̃�     صفلب در انتهای   اسفت. باید توجه داشفت که اگر دیسفک

سطر و ستون آخر ماتریس    5باشد،   سمت راست متصل شده    

صال دیسک صلب          شوند و در مقابل، در صورت ات صلاح  باید ا

شوند.   سطر و ستون اول باید اصلاح    5به انتهای سمت چپ،  

واضح است که در صورت اتصال دیسک صلب به هر دو انتها،        

های مونتاژ شففده باید سففتون و سففطر اول و آخر ماتریس  5

𝑛اصفففلاح شفففوند. برای انجام این کار برای مودهای با        = 0 ،

درجات آزادی پوسففته در ناحیه اتصففال به دیسففک صففلب، با  

، برحسب درجات آزادی غیرصفر دیسک (26)استفاده از رابطه 

اسففت،  𝜃و  𝑈صففلب در این مودها که شففامل دو درجه آزادی 

کار و در شففرایطی که دیسففک در نتیجه این ؛شففودنوشففته می

شد، بعد         صل با ست مت سمت را  هایماتریس صلب به انتهای 

شده از     صلاح  10𝑁𝑒ا + 10𝑁𝑒به  5 + یابند. در کاهش می 2

شده      صلاح  سفتی ا شکل زیر قابل   به �̃�𝑆0این حالت ماتریس 

 محاسبه است:

(34) 

�̃�𝑆0[𝑔1; 𝑔1] = �̃�[𝑔1; 𝑔1], 

�̃�𝑆0[𝑔1; 𝑔2] = [−𝑅�̃�[𝑔1; 10𝑁𝑒 + 2] −

�̃�[𝑔1; 10𝑁𝑒 + 5]          �̃�[𝑔1, 10𝑁𝑒 + 1] ], 

�̃�𝑆0[𝑔2; 𝑔1]=

[
−𝑅�̃�[10𝑁𝑒 + 2; 𝑔1] − �̃�[10𝑁𝑒 + 5; 𝑔1]

 �̃�[10𝑁𝑒 + 1; 𝑔1]
] 

�̃�𝑆0[𝑔2; 𝑔2] = [
𝟎  𝐘
𝐘 𝟎

] 

 که:

(35) 

𝑔1 = 1, … ,10𝑁𝑒,  

 𝑔2 = 10𝑁𝑒 + 1, … ,10𝑁𝑒 + 2 

𝐘 = −𝑅�̃�[10𝑁𝑒 + 1; 10𝑁𝑒 + 2]

− 𝑅�̃�[10𝑁𝑒 + 2,10𝑁𝑒

+ 1]

− �̃�[10𝑁𝑒 + 1,10𝑁𝑒

+ 5]

− �̃�[10𝑁𝑒 + 5,10𝑁𝑒

+ 1], 
 

توان با جایگزینی نماد را نیز می �̃�𝑆0 ماتریس جرم اصلاح شده

𝐊  با نماد  (34)در رابطه𝐌  بدست آورد. لازم به توجه است که

نشان داده شده طبق  𝐪ها نیز که با بردار جابجایی کلیه گره

 کند:رابطه زیر تغییر می

(36) 𝐪𝑆0[𝑔1] = 𝐪[𝑔1], 

𝐪𝑆0[𝑔2] = [𝜃, 𝑈]𝑇 
 

𝑛ماتریس سفتی اصلاح شده برای مودهای مربوط به  = نیز  1

 ، طبق رابطه زیر قابل محاسبه است:(27)با استفاده از رابطه 

(37) 

�̃�𝑆1[𝑔1; 𝑔1] = �̃�[𝑔1; 𝑔1], 

�̃�𝑆1[𝑔1; 𝑔2] = 

[−𝑅�̃�[𝑔1; 10𝑁𝑒 + 1] − �̃�[𝑔1; 10𝑁𝑒 +

4]        − �̃�[𝑔1; 10𝑁𝑒 + 2] +

�̃�[𝑔1; 10𝑁𝑒 + 3]  ], 
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�̃�𝑆1[𝑔2; 𝑔1]=

[
−𝑅�̃�[10𝑁𝑒 + 1; 𝑔1] − �̃�[10𝑁𝑒 + 4; 𝑔1]

−�̃�[10𝑁𝑒 + 2; 𝑔1] + �̃�[10𝑁𝑒 + 3; 𝑔1]
] 

�̃�𝑆1[𝑔2; 𝑔2] = [
𝟎  𝐘
𝐘 𝟎

], 

𝐘 = 𝑅�̃�[10𝑁𝑒 + 1; 10𝑁𝑒 + 2]

+ 𝑅�̃�[10𝑁𝑒 + 2; 10𝑁𝑒

+ 1]

− 𝑅�̃�[10𝑁𝑒 + 1,10𝑁𝑒

+ 3]

− 𝑅�̃�[10𝑁𝑒 + 3,10𝑁𝑒

+ 1]

+ �̃�[10𝑁𝑒 + 2,10𝑁𝑒

+ 4]

+ �̃�[10𝑁𝑒 + 4,10𝑁𝑒

+ 2]

− �̃�[10𝑁𝑒 + 3,10𝑁𝑒

+ 4]

− �̃�[10𝑁𝑒 + 4,10𝑁𝑒

+ 3], 
 شکل زیر خواهد بود:بهها نیز بردار جابجایی همه گره

(38) 𝐪𝑆1[𝑔1] = 𝐪[𝑔1], 

𝐪𝑆1[𝑔2] = [𝜑, 𝑉]𝑇 
در ادامه، ماتریس جرم مربوط به دیسک صلب نیز با جایگذاری 

در رابطه لاگرانژ برای مودهای مربوط  (27)و  (26)، (32)رابطه 

𝑛به  = 𝑛و  0 =  آمد: دست خواهدبه صورت زیر به  1

(39) 𝐌𝐷0 = [
𝐽𝑋 0
0 𝑚𝑑

] 

(40) 𝐌𝐷1 = [
𝑚𝑑ℎ𝑔

2 + 𝐽𝑍 𝑚𝑑ℎ𝑔

𝑚𝑑ℎ𝑔 𝑚𝑑

] 

 

̈ 𝜃]بردار ضریب 𝐌𝐷0 جرم  که ماتریس , �̈�]
𝑇  و ماتریس جرم

𝐌𝐷1 ضریب بردار[𝜑 ̈ , �̈�]
𝑇 هستند. در نهایت، دو ماتریس 𝐌𝐷0 

;�̃�𝑆0[𝑔2ترتیب با ماتریس به 𝐌𝐷1و  𝑔2]  و ماتریس

�̃�𝑆1[𝑔2; 𝑔2] شوند.جمع می 

 

 نتایج عددی -4
در این بخش اثر عوامل مختلف موثر مانند تغییرات جرم جسم 

صلب انتهایی، تغییرات فاصله مرکز جرم جسم صلب از لبه، 

تغییرات ممان جرم حول محور طولی و تغییرات ممان جرم 

همچنین از بین  ؛مورد بررسی قرارگرفته است 𝑧حول محور 

ی ابرای پوسته استوانه توانمختلفی که می تمام شرایط مرزی

سر دیسک  درنظرگرفت، در نهایت نتایج برای دو حالت یک

یک سر درگیر )مورد الف( و حالت دیسک صلب در دو -صلب

ای )مورد ب( ارائه خواهد شد. واضح است که سر پوسته استوانه

ای در شرایط مرزی دو سر آزاد قرار در مورد ب، پوسته استوانه

اول مربوط به مودهای صلب حرکت انتقالی  داشته و لذا دو مود

های متناظر با آنها برابر با و دورانی در صفحه بوده و فرکانس

صفر خواهد بود. بر این اساس، مقادیر کمترین فرکانس گزارش 

های غیرصفر خواهد شده در ادامه این بخش مربوط به فرکانس

 بود.

 

 سنجی نتایجصحت -4-1
روابط و کد تهیه شده، در قدم اول برای اطمینان از درستی 

ای بین مقادیر فرکانس حاصل از مطالعه حاضر با نتایج مقایسه

ای با یک سر افزار آباکوس برای پوسته استوانهحاصل از نرم

یک سرگیردار انجام شده است. خواص فیزیکی -دیسک صلب

داده شده است.  0ای مورد نظر در و مکانیکی پوسته استوانه

 12/0در آباکوس، از یک دیسک با شعاع  دیسکبرای مدلسازی 

همچنین برای صلب درنظرگرفتن  ؛است استفاده شدهمتر 

گیگاپاسکال  500سیته آن برابر با مدول الاستیدیسک، 

المان استفاده شده برای پوسته و شده است.  درنظرگرفته

همچنین ؛ بوده استC3D8R و  SR4ترتیب المان دیسک نیز به

با فرض چگالی  0خواص جرمی دیسک صلب داده شده در 

کیلوگرم بر متر مکعب برای دیسک صلب بدست آمده  1592

 است.
 

ای و خواص هندسی و مکانیکی پوسته استوانه -1جدول 

 سنجیدیسک صلب استفاده شده برای صحت

01/0 hg(m) 

دیسک 

 صلب

2/0 L (m) 

 پوسته

4/1 md (kg) 1/0 R (m) 

500 E(GPa) 3/0 h (mm) 

09/5 Jz 2663 ρ  
)3(kg/ m 

01/0 Jx 31/0 v 

 71 E (GPa) 
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ارائه شده  0در نتایج با آباکوس نتیجه حاصل از مقایسه      

که مشخص است، انطباق بسیار خوبی بین نتایج طورکه همان

  برقرار است.

 

ر افزامقایسه نتایج مطالعه حاضر با نتایج نرم -2جدول 

 یک سر درگیر-آباکوس برای حالت یک سر دیسک صلب

 𝒏 مطالعه حاضر)هرتز( آباکوس )هرتز( خطا%

4/0 8/787 1/791 0 

0/0 8/372 8/372 1 

4/0 7/1209 7/1214 5 

4/0 5/962 9/965 6 

3/0 9/819 1/822 7 

1/0 765 766 8 

0/0 784 7/783 9 

3/0 6/861 4/859 10 

4/0 7/981 3/977 11 

 

علاوه بر مقایسه فرکانسهای طبیعی با آباکوس، شکل مودهای 

𝑛مود دوم بدست آمده در کار حاضر برای  = 𝑛و مود دوم  0 =

با نتایج آباکوس مقایسه  0در شرایط دو سر جرم صلب نیز در  1

 شده است که نشانگر نزدیکی قابل قبول نتایج است.

 

 )الف(

 

 )ب(
مقایسه شکل مود در نرم افزار آباکوس و  -3شکل 

حالت  یبرادر شرایط دو سر جسم صلب مطالعه حاضر 

𝒎)مود دوم  )الف( = 𝒏 در حالت (𝟐 = مود ( ب) ،𝟎

𝒎) دوم  = 𝒏 در حالت(𝟐 = 𝟏 

𝑛نمای سه بعدی مربوط به مود اول  0همچنین در  = و  1

𝑛 = که نشان از  است بدست آمده از آباکوس رسم شده 8

 افزار برای تشخیص شکل مودها دارد.عملکرد درست نرم

 

 
 )الف(

 
 )ب(

𝐧شکل مود مربوط به )الف( مود اول  - 4شکل = )ب(  𝟏
𝐧 = 𝟖 
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 بررسی شکل مودهای پوسته با دیسک صلب -4-2
هر مود  ژهیبردار و ازبه استفاده  ازین شکل مود،رسم  یبرا

 یروش برا نیکه با استفاده از ا ی. شکل مودبود خواهد

یک سر -پوسته حالت یک سر دیسک صلب مختلف یمودها

 به مربوط و دوم اول یمودها برای 0 در هبدست آمد گیردار

𝑛 = 𝑛و  0 = اول و مود  ،. طبق این شکلاست شده رسم 1

𝑛 با دوم =  یمحورحرکت و  یچشیپنوع حرکت  ازترتیب به 0

𝑛 اول با  مود استوانه هستند. =  مربوطرسد به نظر می زین1

 ریت کی انندهم استوانه کل آن در که است ریت به هیشب مودبه 

𝑛. مود دوم مربوط به شودیم و پیچش خمش دچار =  زین  1

هرچند میزانی از  ،است محورینوع حرکت  بیشتر شبیه به

در  مقابل،در . افتدخمش و پیچش هم در پوسته اتفاق می

𝑛مربوط به  یمودها >  اول مودکه در اینجا ارائه نشده،  1

 یشکل گلبرگ جادیعلاوه بر ا آن در که است یحالت به مربوط

 استوانه حرکت در یگره نقطه ،ایاستوانهپوسته  طیدر مح

 نشده و لذا تنها یک نیم موج دهید پهلو از آن مشاهده هنگام

 مربوط دوم مود ،مقابل در در راستای طولی قابل مشاهده است.

موج در راستای طولی در حرکت دو نیم  که است یحالت به

 .شودیم دهید پوسته

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

 
 )د(

-جسم صلبسر یک  طیدر شرا لاو مودشکل دو  -5شکل 

𝐦)مود اول  حالت )الف( یبرایک سر گیردار  = در  (𝟏

𝐧 حالت = 𝐦)مود دوم  )ب( ،𝟎 = 𝐧 در حالت (𝟐 = )ج( ،  𝟎

𝐦) مود اول  = 𝐧 در حالت(𝟏 = 𝐦) مود دوم و )د(  𝟏 =

𝐧 در حالت (𝟐 = 𝟏 
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𝑛همچنین شکل مود سه بعدی برای مود اول  = 𝑛  و  0 = 1 

ترسیم  0 یک سر گیردار در -برای حالت یک سر دیسک صلب

های روی شکل مودها نشانگر جابجایی شده است که رنگ

 ای هستند.راستای محوری پوسته استوانه

 
 )الف(

 
 )ب(

سه بعدی در شرایط یک سر جسم شکل مود  -6شکل 

𝐦)مود اول  حالت )الف( یبرایک سر گیردار -صلب =

𝐧 در حالت (𝟏 = 𝐦) مود اول ( ب) ،𝟎 =  در حالت(𝟏
𝐧 = 𝟏 

 

ای در حالت وجود دیسک صلب در دو انتهای پوسته استوانه

𝑛مود اول  ،شودمشاهده می 7شکل  همانطور که در  = 0 

𝑛مربوط به حرکت پیچشی است. مود دوم  = نیز مربوط به  0

𝑛مود اول  ،رسدحرکت محوری است. به نظر می = حرکت  1

الاستیک پیچشی همراه با حرکت صلب انتقالی شده است. مود 

𝑛دوم  = حرکت الاستیک محوری همراه  ،رسدنیز به نظر می 1

 با حرکت صلب پیچشی شده است.

 a

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(
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 )د(

 دو سر جرم صلب طیدر شرا لاو مودشکل دو  -7شکل 

𝒎)مود اول  حالت )الف( یبرا = 𝒏 در حالت (𝟏 = 𝟎، 

𝒎)مود دوم  )ب( = 𝒏 در حالت (𝟐 =  مود اول )ج( ،  𝟎

(𝒎 = 𝒏 در حالت(𝟏 = 𝒎) مود دوم و )د(  𝟏 = در  (𝟐

𝒏 حالت = 𝟏 

 

𝑛همچنین شکل مود سه بعدی برای مود اول  = 𝑛  و  0 = 1 

ترسیم شده است، که  0 برای حالت دو سر دیسک صلب در

های روی شکل مودها نشانگر جابجایی راستای محوری رنگ

 .ای هستندهپوسته استوان

 
 )الف(

 
 )ب(

شکل مود سه بعدی در شرایط دو سر جسم -8شکل 

𝒎)مود اول  حالت )الف( یبراصلب  = 𝒏 در حالت (𝟏 =

𝒎) مود اول ( ب) ،𝟎 = 𝒏 در حالت(𝟏 = 𝟏  
 

اثر خواص جرمی دیسک صلب بر تغییرات فرکانس  -4-3

 طبیعی مودهای مختلف

 راتییصلب بر تغ سکید یجرم خواص اثربخش  نیا در

 الف و بدو حالت  در یطیتعداد موج مح با یعیفرکانس طب

 جرم به صلب سکید جرمنسبت مقدار مختلف از سه  یازابه

 دستبهنشان داده شده است(  𝜇𝑚 ی )که باااستوانه پوسته

 طیبا شرا صلب سکید ینیگزیحاصل از جا جیآمده و با نتا

 شده است.  سهیمقا رداریگ یمرز

در  شده است. آورده الف حالت یبرا )الف( 0 دردر ابتدا  جینتا

این شکل، تمامی مقادیر مربوط به خواص مادی و هندسی 

بوده، تنها با این تفاوت که میزان جرم دیسک صلب  0همانند 

نیز بیانگر تعداد نیم موج طولی در دید  𝑚انتهایی متغیر است. 

𝑚جانبی در هر شکل مود است که  = یعنی در راستای  1

𝑚طولی در دید جانبی یک نیم موج وجود دارد و  = بیانگر  2

-وجود دو نیم موج در راستای طولی در دید جانبی است. همان

شود، زمانی که دو لبه انتهایی به صورت طور که دیده می

𝑛شوند، فرکانس طبیعی کمینه در گیردار فرض می =  دهید 8

اه، گجرم صلب به جای تکیه روند با اضافه شدن نیا. شودیم

𝑛 برای مودهای  > طور کامل منطبق هیچ تغییری نکرده و به1

𝑛اما برای مودهای اول در  ؛بر شرایط گیردار کامل است = 0 

𝑛و  = های مربوطه مشاهده کاهش قابل توجهی در فرکانس 1

ه ب صلب سکینسبت جرم د شیبا افزا که یطوربه شود،یم

𝑛 مود اول مربوط بهدر از مقداری مشخص،  جرم پوسته = 1 
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𝑛کمترین فرکانس از مود با  ، = 𝑛به مود با  8 = تغییر  1

 جادیموجب ا تواندیم نهینقطه کم نیا شدن ظاهریابد. می

 یکینامید یقابل توجه در رفتار سازه تحت اثر بارها راتییتغ

، 7شکل  و 5 0 چرا که طبق نتایج ارائه شده درشود.  یطیمح

مود تحریک شده، شکل متفاوتی داشته و لذا شکل تغییر 

حالت متمرکز بر پوسته با  های ایجاد شده در سازه ازشکل

-تیر تغییر می موج، به خمش سراسری کلی شبهنیم 8ایجاد 

بنابراین، واضح است که فرض گیردار بودن انتهای پوسته  ؛یابد

-تواند موجب ایجاد خطای قابل توجه در پیشای میاستوانه

 شود.بینی رفتار سازه تحت اثر بارهای دینامیکی می

در حالت اتصال دیسک به هر دولبه  𝑛تغییرات فرکانس با 

نمایش داده شده است که روند تغییراتی )ب(  0پوسته در 

با این تفاوت که در )الف( دیده شد دارد.  0مشابه با آنچه در 

𝑛این حالت، فرکانس مودهای با  = 𝑛و  0 = برای هیچ یک  1

، کمتر از فرکانس مربوط 𝜇𝑚از مقادیر درنظرگرفته شده برای 

𝑛به مود با  = علاوه در این حالت مود اول مربوط شود. بهنمی 8

𝑛به  = که در واقع مربوط به مود محوری استوانه است، به  0

مقداری کمتر از فرکانس مربوط به مود  𝜇𝑚ازای تمام مقادیر 

𝑛با  = دارد که این بر خلاف نتایجی است که برای شرایط  1

)الف(  0 سر دیسک( دریک -سر گیردارمرزی حالت الف )یک

 .دیده شد

 ترالف و ب نشان دهنده مقادیر پایین-9مقایسه نتایج در شکل 

𝑚فرکانس طبیعی مودهای اول ) = 𝑛( برای 1 = 𝑛و  0 = 1 

نسبت به حالت دوسر سرگیردار یک-سردیسکدر حالت یک

𝑚دیسک است. همین اتفاق در مودهای دوم ) = 𝑛( با 2 = 1 

𝑛. اما در مود دوم با دهدرخ مینیز  = ، و همچنین مودهای 0

𝑛با  > سر های بدست آمده در هردوحالت یک، فرکانس1

ن بود تر. علت پاییندیسک و دوسردیسک یکسان هستند

وط مرب شده بالا، ذکر سر دیسک در مواردفرکانس استوانه یک

نشان  7و شکل  5مودهای متناظر است که در شکل شکلبه 

ای از حرکت عمدهبخش در تمام این مودها،اند. داده شده

-مربوط به حرکت پیچشی استوانه بوده که در حالت یک

سردیسک دارای گره در انتهای سمت چپ استوانه و در حالت 

انه است. این بدان دوسردیسک دارای گره در نقطه میانی استو

معنی است که پیچش در حالت اول، نسبت به انتها و در حالت 

وسط اتفاق افتاده و لذا سفتی پیچشی در مود به دوم نسبت 

سر دیسک کمتر از حالت دوسر دیسک مربوط به حالت یک

 بوده و در نتیجه فرکانس متناظر با آن نیز کمتر است.

 10شکل ذیل توضیحات بیشتر در این ارتباط در توضیحات 

  نیز ارایه شده است.

𝑛در مورد مود دوم مربوط به  = نیز، این مود با حرکت غالب  1

محوری بوده و همانند مود قبلی مورد بحث، در این مود نیز 

ه دیسک به نقطسرنقطه گرهی از لبه سمت چپ در شرایط یک

اما برای مود  ؛شودتقل میمیانی در حالت دوسردیسک من

در سفتی و در  یبا ارتعاش محوری اثر استوانهمحوری، طول 

یسک دسرنتیجه فرکانس نداشته و لذا فرکانس در دوحالت یک

𝑛و دو سردیسک یکسان است. برای مودهای مربوط به  > 1 

عنوان یک مقیدکننده صلب عمل دیسک صلب تنها بهنیز، 

لذا در هردو حالت  ؛شودها میکرده و موجب گیردار شدن لبه

های مربوط به مودهای فرکانس ،سر دیسک و دوسر دیسکیک

𝑛با  >  .د بودنیکسان و مربوط به پوسته دوسرگیردار خواه 1
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 )ب(
دو مود اول با تعداد  یعیفرکانس طب راتییغت -9شکل 

مقدار  3 یبه ازا 𝒏 راتییبه  تغ کسانی یطیموج مح

 کی-صلب سکیسر د کیحالت )الف( مختلف جرم در 

 )ب( حالت دوسر دیسک صلب رداریسر گ

 

بررسی تغییرات فرکانس طبیعی با جرم دیسک  -4-4

 صلب

طور که در بخش قبلی دیده شد با اضافه کردن دیسک همان

ای، دیگر فرکانس صلب به یک یا هر دو لبه پوسته استوانه

𝑛 طبیعی کمینه الزاما در  > رخ نداده و فرکانس طبیعی 1

𝑛مربوط به مودهای  = 𝑛و  0 = ممکن است مقادیر کمتری  1

منظور تعیین محدوده دقیق داشته باشند. بر این اساس، به 

مقادیر خواص جرمی دیسک صلب که منجر به کمینه شدن 

𝑛فرکانس طبیعی مودهای مربوط به  = 𝑛و  0 =  شوند،می 1

خواص جرمی  طبیعی مودهای مختلف با فرکانس راتییتغ

همراه دیسک صلب برای تعداد موج محیطی صفر و یک، به

𝑛فرکانس طبیعی مربوط به مود  = مورد مطالعه قرارگرفته  8

طبیعی با نسبت جرم دیسک صلب به  فرکانس راتییتغاست. 

ارائه  0 ده، درنشان داده ش 𝜇𝑚 با کهای جرم پوسته استوانه

شده است. در این قسمت، مقدار عددی تمامی خواص پوسته 

 تنسب شیبا افزا الفدر حالت  ،شکل نیا طبق. است 0همانند 

 یعیفرکانس طب ،یابه جرم پوسته استوانه صلب سکید جرم

𝑛 در حالت  اولمود  =  یازا به دوممود  یعیطب فرکانس و1

 به اول مود یعیطب فرکانس اما ،ابدییم کاهش 𝑛 مقدار دو هر

𝑛 یازا =  اول دمو فرکانس رییتغ عدم علت. کندینم یرییتغ 0

𝑛 مربوط به =  یهاآن است که مماندیسک جرم تغییرات با  0

-دهش درنظرگرفته ثابت و جرم از مستقل صلب سکید ینرسیا

𝑛 مربوط به اولو چون فرکانس مود  اند = مود پیچشی بوده  0

جرم و ثابت  رییبا تغ ،است  𝐽𝑥ممان اینرسی  وابسته بهو لذا 

𝑛مربوط به  دوممود  ی. براکندینم یرییتغ 𝐽𝑥ماندن  =  و 0

𝑛اول مربوط به  مود =  یهاجرم، فاصله فرکانس شیبا افزا 1

𝑛مود  یعیمربوطه با هم کمتر شده و به فرکانس طب = 8 

𝜇𝑚در مقدار تقریبی  نیهمچن ؛شوندیم کینزد =  مقدار، 2.7

𝑛اول مربوط به مود  یعیفرکانس طب = 𝑛مود  ساز فرکان 1 =

𝑛از مود  یمود بحران ،جهیکمتر شده و در نت 8 = به مود  8

𝑛 = 𝜇𝑚ازای مقادیر نابراین، بهب ؛ابدییم رییتغ 1 > شکل   2.7

مود اول از حالت ارتعاشات متمرکز بر روی پوسته به خمش 

 ابد.یسراسری پوسته که مشابه خمش در تیر است تغییر می

ای هتغییرات فرکانس طبیعی با دو جرم صلب متصل به لبه

)ب( ارائه شده است. طبق این  0 ای حالت ب دراستوانهپوسته 

به جرم پوسته  شکل با افزایش نسبت جرم دیسک صلب

𝑛طبیعی مود دوم به ازای  ای، فرکانساستوانه = و نیز  0

𝑛فرکانس طبیعی هر دو مود به ازای  = یابد. البته کاهش می 1

𝑛یرات مود دوم در حالت میزان تغی = چشمگیر نیست و در  1

مقایسه با تغییرات دیگر مودها کمتر است اما فرکانس طبیعی 

𝑛مود اول در   =  محدوده در اینها، تمام کند. باتغییری نمی  0

 10 با برابر آن مقدار نیشتریب که 𝜇𝑚 برای شده نظرگرفته در

𝑛 د مو به مربوط فرکانس است، =  یمودها از کمتر همچنان8

ر دیسک سمقایسه نتایج بین حالت یک ،علاوه براین .است گرید

دهد که فرکانس طبیعی در مود اول و دوسر دیسک نشان می

𝑛مربوط به  = سر دیسک مقدار کمتری برای استوانه یک 0

 مودهای متناظر باتوان با توجه به شکلاست. این نتیجه را می

الف نمایش -7الف و شکل -5که در شکل  داد حیتوضاین مودها 

ها، این مود مربوط به مود پیچشی اند. طبق این شکلداده شده

ه سر دیسک، نقطیک-استوانه است که در حالت یک سر گیردار

گره آن در لبه انتهای سمت چپ استوانه است. بنابراین طول 

استوانه تحت پیچش در این حالت برابر با طول طول خود 

استوانه است. در مقابل، در حالت دو سر دیسک، مود پیچشی 

دارای گره در وسط استوانه بوده و لذا طول استوانه تحت 

تر بنا با توجه به بلندپیچش نصف طول استوانه است. براین م
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سر دیسک صلب، سفتی بودن طول عضو پیچشی در حالت یک

پیچشی کمتر بوده و در نتیجه فرکانس نیز در مقایسه با حالت 

 د.دوسر دیسک کمتر خواهد بو

 
 )الف(

 
 )ب(

𝒏دو مود اول  یعیفرکانس طب راتییغت -10شکل  = و  𝟎

𝒏 = با جرم دیسک صلب برای حالت )الف( یک سر  𝟏

 یک سر گیردار )ب( دو سر دیسک صلب-دیسک صلب
 

بررسی تغییرات فرکانس طبیعی با فاصله مرکز جرم  -4-5

 دیسک صلب از لبه

ا ای بدر این قسمت به بررسی ارتعاشات آزاد پوسته استوانه

جرم صلب انتهایی در اثر تغییرات فاصله مرکز جرم دیسک 

است.  ای پرداخته شدهصلب از لبه اتصال پوسته استوانه

)الف( و  0 طبق است. 0ای همانند مشخصات پوسته استوانه

انتهایی،  )ب(، افزایش فاصله مرکز جرم دیسک صلب از لبه

𝑛تغییری در مود اول و دوم مربوط به  = در هر دو حالت  0

یک سر گیردار و دو -ای یک سر دیسک صلبپوسته استوانه

 طبق مود دو نیا که راچ ،کندسر دیسک صلب ایجاد نمی

 که بوده محوری و پیچشی یمودها ، 0 در شده ارائه حاتیتوض

 دهستن پوسته رمحو حول ینرسیا ممان و جرم به وابسته تنها

 ندتواینم پوسته لبه از صلب سکید جرم مرکز فاصله لذا و

𝑛 به مربوط یمودها یبرا. باشد داشته آنها در یاثر = در  ،1

مود اول  است، مشخص)الف(  0 از که طورهمانحالت الف، 

، اما مود دوم افزایش یافته است. برای توجیه دچار کاهش شده

 ℎ𝑔ی رود که افزایش این نتیجه باید توجه داشت که انتظار م

از دو مسیر متفاوت و مخالف هم بر روی فرکانسهای طبیعی 

موجب افزایش ممان  ℎ𝑔اثر بگذارد. در مسیر اول، افزایش 

اینرسی دورانی حول محل اتصال دیسک به پوسته شده و از 

شود که در این طریق موجب کاهش فرکانس در مودهایی می

افتد. البته اتفاق می  𝑍 محور آنها دوران در انتهای پوسته حول

های اینرسی تنها برای فرض ثابت بودن ممان ،لازم به ذکر است

باعث افزایش ممان  ℎ𝑔مرکز جرم صحیح است و افزایش 

-می ایاینرسی در محل اتصال دیسک صلب به پوسته استوانه

شود. در مسیر دوم، دیسک همانند قید دورانی عمل کرده و با 

خمشی بیشتر شده و در نتیجه -ر قید دورانیاث ℎ𝑔افزایش 

ر شود. دشرایط به شرایط گیردار شدن دورانی لبه نزدیک می

مقابل، افزایش قید نیز موجب افزایش فرکانس طبیعی در 

شود که در آنها حرکت دورانی خمشی در لبه مودهایی می

)الف(، علت  0استوانه ناچیز است. بر این اساس با توجه به 

𝑛کاهش فرکانس طبیعی مود اول  = در حالت یک سر  1

توان در غالب بودن مسیر یک سر گیردار را می-دیسک صلب

چراکه مود مربوطه طبق  ،اول تاثیرگذاری دیسک صلب دانست

)ج(، شبیه به مود اول تیر یکسر گیردار بوده و حرکت خمشی  0

ت عل در مقابل،ای قابل توجه است. در انتهای پوسته استوانه

𝑛افزایش فرکانس طبیعی مود دوم  = نیز غالب بودن مسیر  1

)د( حرکت  0چرا که طبق  ؛دوم تاثیرگذاری دیسک صلب است

غالب در این شکل مود، مود محوری همراه با اندکی خمش 

دورانی بیشتری  ℎ𝑔که با افزایش است و این به این معنا است 

سبب افزایش فرکانس طبیعی است که  در انتها اعمال شده

 شود.می

 وجود حالت در که شودیم مشاهده نیز (ب) 0 طبق بر

 اصلهف شیافزا با ،ایاستوانه پوسته لبه دو هر در صلب سکید

 یعیطب فرکانس اتصال، یهالبه از ی صلبهاسکید جرم مرکز

𝑛 حالت در اول مود =  رییتغ نیا بروز لیدل. ابدییم شیافزا 1
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یرا ز ؛در غالب بودن مسیر دوم تاثیرگذاری دیسک صلب است

)ج( در شکل مود متناظر با این فرکانس، حرکت  7طبق شکل 

سبب افزایش فرکانس طبیعی  ℎ𝑔غالب محوری بوده و افزایش 

𝑛اما در مود دوم  ؛شودمی = )د(، مود  7شکل  با توجه به  1

تواند نمی ℎ𝑔ت که اندازه ارتعاشی با حرکت غالب محوری اس

های آن داشته باشد. همین موضوع اثر چندانی بر روی فرکانس

موجب شده که شیب تغییرات این نمودار در مقایسه با شیب 

𝑛افزایش فرکانس طبیعی مود اول  = اما  ؛، بسیار کمتر باشد1

این شیب برابر با صفر نبوده و مقداری منفی دارد. علت این 

)د( در وجود جابجایی  7توان با توجه به شکل مشاهده را می

 ها در این مود دانست.عرضی همراه با دوران خمشی در لبه

 

 )الف(

 

 )ب(
𝒏دو مود اول  یعیفرکانس طب راتییغت -11شکل  = و  𝟎

𝒏 = با فاصله از مرکز جرم برای حالت )الف( یک سر  𝟏

 یک سر گیردار )ب( دو سر دیسک صلب-دیسک صلب

 

بررسی تغییرات فرکانس طبیعی با ممان جرمی  -4-6

 حول محور طولی

)الف( تغییرات فرکانس طبیعی با نسبت ممان جرمی  0در 

-دیسک صلب حول محور طولی به ممان جرمی پوسته استوانه

 𝜇𝐽𝑥)ای حول محور طولی 
برای حالت الف رسم شده است.  (

 𝜇𝐽𝑥 شیافزا با شودیم مشاهده شکل نیا در که گونههمان
، 

𝑛  به مربوط مود دو هر یعیطب فرکانس مقدار =  اول مود و1

𝑛 به مربوط = 𝑛اما مود دوم  ؛کنندینم یرییتغ  0 = با  0

 𝜇𝐽𝑥افزایش 
-)ب( دیده می 0یابد. همانطور که در کاهش می 

 نیااین کاهش به دلیل محوری بودن مود آن است.  ،شود

 𝜇𝐽𝑥 فاصله در که است یاگونهبه کاهش
 مقدار ،2 تا صفر نیب 

 ؛شودیم کینزد خود هیاول مقدار نصف به مود نیا فرکانس

𝑛)الف( میزان فرکانس طبیعی مود اول  0همچنین طبق  = 1 

𝑛از میزان فرکانس طبیعی  =  ،دهدکمتر است که نشان می 8

 𝜇𝐽𝑥در این بازه برای
-های پوسته استوانهفرض گیردار بودن لبه 

)ب( دیده  0همچنین همانطور که در ؛ ای فرض نادرستی است

 𝜇𝐽𝑥شود با افزایش می
ای با دو جرم در حالت پوسته استوانه 

𝑛صلب انتهایی فرکانس طبیعی دو مود  = و نیز مود اول  1

𝑛 = 𝑛اما مود دوم  ،کنندتغییری نمی  0 =  𝜇𝐽𝑥با افزایش  0
، 

  یابد.کاهش می
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 )ب(
𝒏دو مود اول  یعیفرکانس طب راتییغت -12شکل  = و  𝟎

𝒏 = با ممان اینرسی جرمی حول محور طولی برای  𝟏

یک سر گیردار )ب( -حالت )الف( یک سر دیسک صلب

 دو سر دیسک صلب

 

بررسی تغییرات فرکانس طبیعی با ممان اینرسی -4-7

 𝒛حول محور 

تغییرات فرکانس طبیعی با نسبت ممان جرمی دیسک  0در 

ای حول به ممان جرمی پوسته استوانه 𝑧صلب حول محور 

𝑧 ،𝜇 محور 
𝐽𝑧

)الف( دیده  0شود. همانطور که در دیده می 

 -ای با یک سر دیسک صلبدر حالت پوسته استوانه ،شودمی

𝜇یک سرگیردار افزایش 
𝐽𝑧

تاثیری در فرکانس طبیعی مود اول  

𝑛و دوم  = 𝜇ندارد. این در حالی است که افزایش  0
𝐽𝑧

سبب  

𝑛کاهش فرکانس طبیعی مود اول و دوم  = شده است. این  1

𝑛کاهش میزان فرکانس طبیعی در مود اول  = در مقایسه با  1

)ج( و )د( به نظر  0مود دوم آن چشمگیر نیست. با توجه به 

این کاهش فرکانس طبیعی به دلیل وجود حرکت  ،رسدمی

)الف( در تمامی  0 خمشی در شکل مودهای آنها است. طبق

𝜇محدوده 
𝐽𝑧

𝑛میزان فرکانس طبیعی مود اول   = از مقدار  1

𝑛فرکانس طبیعی  =  ،دهدکمتر است و این خود نشان می 8

ای در این محدوده فرض گیردار بودن انتهای پوسته استوانه

𝜇
𝐽𝑧

ی اهمچنین در حالت پوسته استوانه ؛فرض نادرستی است 

 ،شود)ب( دیده می 0با دو سر دیسک صلب همانطور که در 

𝜇افزایش 
𝐽𝑧

𝑛تاثیری در فرکانس طبیعی مودهای اول و دوم   =

𝜇ندارد. اما افزایش  0
𝐽𝑧

سبب کاهش فرکانس طبیعی مودهای  

𝑛اول و دوم  = )ج( و  7شده است. همانطور که در شکل  1

این کاهش به دلیل وجود حرکت خمشی در  ،شود)د( دیده می

مود مربوط به آنها است که همراه با دوران دیسک حول محور 

𝑧 .است 

 

 )الف(

 

 )ب(
𝒏دو مود اول  یعیفرکانس طب راتییغت -13شکل  = و  𝟎

𝒏 = برای حالت  𝒛با ممان اینرسی جرمی حول محور  𝟏

یک سر گیردار )ب( دو سر -)الف( یک سر دیسک صلب

 دیسک صلب
 

 گیرینتیجه -5
در این مطالعه به بررسی اثر افزوده شدن جرم صلب در دو 

یک سرگیردار و دو سر دیسک -حالت یک سر دیسک صلب

صلب در فرکانس طبیعی پرداخته شده و میزان تفاوت ایجاد 
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شده در فرکانسها در مقایسه با اعمال فرض متداول گیرداربودن 

 انتها بجای احتساب اثردیسک مورد توجه قرارگرفته است. 

در استخراج معادلات حاکم بر مساله، روابط مرتبط با اثر 

ول اصمند و با توجه بهشکل نظامدیسک در انتهای پوسته به

-اناست. این روابط نشبار تعیین شده سینماتیکی برای اولین 

دهنده اثرگذاری دوگانه دیسک بر روی پوسته هستند. از طرفی 

ه های جابجایی پوستبه دلیل صلبیت دیسک )ها(، بین مولفه

شود که قیود حرکتی ایجاد می در لبه )ها(ی اتصال به دیسک

دهند. این قیود در قالب شرایط مرزی جدید خود را نشان می

افزوده شدن عبارات اضافی به انرژی  از خواص جرمی دیسک که

شود. برای مدلسازی پوسته در این مطالعه نیز، جنبشی کل می

کویتر استفاده و برای حل -ای سندرزاز مدل پوسته استوانه

کارگرفته شده است. مساله روش اجزامحدود نیمه تحلیلی به

های سفتی و جرم برای در حل ارائه شده، نحوه اصلاح ماتریس

کردن اثر دیسک در انتها نیز به تفصیل و برای اولین بار  اضافه

همچنین با استفاده از بردار ویژه شکل  ؛شرح داده شده است

𝑛مودهای مربوط به مود اول و دوم برای  = 𝑛و  0 = در دو  1

یک سر گیردار و نیز دو سر دیسک -حالت یک سر دیسک صلب

 ختلف بررسیصلب رسم شده تا با استفاده از آنها اثر عوامل م

 شوند.

در ادامه، نتایج عددی متعددی برای تعیین اثر عوامل 

مختلف شامل جرم دیسک صلب، فاصله مرکز جرم دیسک 

ی اای، ممان جرمی پوسته استوانهصلب از لبه پوسته استوانه

ای حول محور حول محور طولی و ممان جرمی پوسته استوانه

𝑧 شده است. این  در فرکانس طبیعی مودهای مختلف ارائه

دهد که با اضافه شدن جرم صلب در لبه انتهایی نتایج نشان می

𝑛ای، فرکانس طبیعی مودهای مربوط به پوسته استوانه = و  0

𝑛 = دچار کاهش قابل توجه شده و با افزایش مقدار جرم  1

یک سر دیسک، مود با کمترین -سرگیرداردیسک، در حالت یک

𝑛شات متمرکز بر پوسته با مقدار فرکانس از مود با ارتعا = 8 

-تیر که در آن خمش سراسری در پوسته اتفاق میبه مود شبه

انس تر آمدن فرکواضح است که علت پایینیابد. افتد انتقال می

سهم بالای جابجایی مود خمشی با افزایش جرم دیسک، 

ک ای با دیسالبته در پوسته استوانهدیسک در این مود است. 

انتها، در محدوده جرم درنظرگرفته شده برای متصل به هر دو 

𝑛ها، فرکانس کمینه همچنان مربوط به مود با دیسک = 8 

یر تماند، هرچند که فاصله فرکانس این مود با مود شبهباقی می

یابد. در حالت پوسته پوسته با افزایش جرم دیسک، کاهش می

 یشبا افزا ،یک سر گیردار-ای با یک سر دیسک صلباستوانه

ی افاصله مرکز جرم دیسک صلب از لبه انتهایی پوسته استوانه

𝑛مود اول فرکانس  = کاهش یافته و مود دوم افزایشی است.  1

𝑛 مربوط به مود اول و دومفرکانس اما  =  کنند.تغییری نمی 0

توان در شکل مودهای مربوطه جستجو علت این امر را نیز می

-م شده در مقاله میدر واقع با بررسی شکل مودهای رس کرد.

𝑛توان مشاهده کرد که مودهای اول و دوم مربوط به  = 0 ،

مودهای پیچشی و محوری استوانه هستند که در آنها دوران 

( 𝑍و  𝑌دیسک حول محورهای داخل صفحه مقطع )محور 

 وستهپ لبه از صلب سکید جرم مرکز فاصله لذا ؛افتداتفاق نمی

 . باشد داشته آنها فرکانس در یاثر تواندینم
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𝐸 مدول الاستیسیته 
𝐽𝑥 ممان اینرسی جرمی دیسک صلب حول محور طولی 
𝐽𝑧  ممان اینرسی جرمی دیسک صلب حول محور𝑧 
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