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 چکیده
یقی حل تطبهدایت  ها و نقاط فوق همگرا درتعادل وصله بازیافت تنش مبتنی بر دو روشبرآورد خطا کارایی به بررسی  ،در این پژوهش

حل  و مسائل الاستوپلاستیک مبتنی بر خواص مصالحبا تحلیل همچنین  پرداخته شده است.به روش ایزوژئومتریک، مسائل غیرخطی 

بنای بر ماین پژوهش نحوه عملکرد حل تطبیقی . روند بهبود تنش مورد بررسی قرار گرفته است، حرارتیتطبیقی به روش گرادیان 

تنش بدست  و سطح دقیقبا در نظر گرفتن اختلاف بین سطح تنش  ،بازیافت تنش بکار گرفته شدهو در  نقاط کنترلی است دهی حرکت

بدین منظور . مده استجهت تعیین میزان خطای موجود در آن المان بدست آ اریبرای هر المان، معی ایزوژئومتریکآمده از تحلیل 

مجموع اختلاف  اندهنشان داد جینتا. ، مورد توجه قرار گرفته استاست دقیقغیر خطی که دارای حل در محدوده مدلسازی دو مسئله 

در جهت بهبود شبکه نقاط کنترلی است. درصد و  33بیش از بازیافت تنش بکار گرفته شده  هر دو روشدر دقیق و تقریبی  یخطا نرم

 یبه عنوان راه حل توانیاز آن م که تری را داشتهکارایی مؤثر ،نقاط فوق همگرا بر مبتنی روش به نسبت هاتعادل وصلهروش همچنین 
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Abstract 
In this research, the efficiency of error estimation based on two methods of recovering the equilibrium stress 

of patches and superconvergent points in guiding the adaptive solution of nonlinear problems by 

isogeometric method has been investigated. Also, by analyzing elasto-plastic problems, and adaptive 

solution by temperature gradient method, the stress improvement process has been investigated. The 

method of the adaptive solution of this research is based on the movement of control points and it is used 

in stress recovery, taking into account the difference between the exact stress level and the stress level 

obtained from the isogeometric analysis for each element, as a criterion to determine the amount of error in 

it. The element is obtained. For this purpose, the modeling of two problems in the non-linear range, which 

has an exact solution, has been considered. The results have shown that the total norm difference of exact 

and approximate error in both stress recovery methods used is more than 33% and in the direction of 

improving the network of control points. Also, the method by equilibrium patches is more effective than 

the method based on superconvergent points, which can be used as a suitable solution to improve the stress 

field. 

Keywords: Equilibrium Patches; Superconvergent Points; Error Estimation; Isogeometric Analysis; 

Improving the Network of Control Points. 
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  مقدمه -1
های چشمگیر در علم مدلسازی هندسه به امروزه با پیشرفت

تر شده دقیق هندسه مسائل مهندسی، ایجاد 1کمک رایانه

توان به روش میها این روش مهمترینکه از ، است

-بی(نربز  توابع از توسعه استفادهکه بر اساس  ایزوژئومتریک

 ،بنیان نهاده شده است (2های نسبی غیر یکنواختاسپیلاین

استفاده از ظرفیت حداکثری در قرن حاضر  .[1]اشاره کرد

های مقرون به صرفه و در عین حال مصالح و ایجاد طراحی

های تحلیلی در حیطه رفتار غیر ایمن سبب گسترش روش

جهت ، محققین زیادیها شده است. در این راستا خطی سازه

 هایبرنامه آن بهساده تبدیل  سازی روابط ریاضی وساده

ه کرافسون -های عددی مانند نیوتنکامپیوتری، از الگوریتم

گذاری شده پایه[ 3و4] [ و اگریس2توسط ترنر و همکاران ]

محققینی  ادامه این تحقیقاتو در  .اندکردهبرداری است الگو

رضایی پژند و همکاران    [، 6[، ادن ]5مالت و مارکل ] مانند

در روش  های غیر خطی[ به توسعه روش9زینکوویچ ] و [7-8]

[، مفهوم 10بربیا و کانر ] همچنین .پرداختند اجزای محدود

اعمال تدریجی بار و ایجاد همگرایی در هر مرحله افزایش بار 

تأسی از این روش و توسعه روش همچنین با  .را معرفی کردند

آرا و همکاران  یسیو ایزوژئومتریک در حل مسائل غیر خطی

د. دنکر یارتعاش صفحات سوراخ شده را بررس زیآنال ،[11]

د که روش دن[ نشان دا12و همکاران ] نیهوهمچنین 

 و های بزرگشکل رییتغ لیدر تحل یرخطیغ ایزوژئومتریک

  .بوده استموثر بسیار نازک  یپوسته ها کیپلاستالاستو

همیشه خطا بخش جدانشدنی تحلیل های عددی به 

رود و همواره باعث نگرانی محققین در قابلیت اعتماد شمار می

پاین و بته در روش اجزای محدود نسبت به  نتایج بوده است.

-[ و بکارگیری نیرو13ای چهار وجهی]گره 4استفاده از المان 

که و نشان دادند [. 14گرهی اقدام کردند]های وارده به نقاط 

در هر دو روش علاوه بر بهبود تنش مبتنی بر برآورد خطای 

  کنند.میی را نیز ایجاد ترکمتر، هزینه محاسباتی پایین

 ینمبت یخطا یبرآوردهاهای گذشته و اینکه باتوجه به رهیافت

د عملکرد را از خو نیبهتر یمسائل خطحل در تنش  فتایبر باز

                                                        
1 CAD (Computer Aided Design) 
2 Non-Uniform Rational B-splines (NURBS) 
3 Remesh Refinement 
4 Thermal Gradient based Remesh Refinement 
5 Recovery Stress in Nonlinear Isogeometric by Equilibrium 

Patches Analysis 

 یرخطیغ مسائلحل لذا در این پژوهش ، [16و15]نشان دادند

مورد بررسی  ،یانرژ یخطا نرم معیار وارزیابی خطا مبتنی بر 

 قرار گرفته است. 

جهت  به مسائلحل تطبیقی امروزه در علوم مهندسی، 

ایی هتر مسائل بسیارمؤثر بوده و تلاشدستیابی به حل دقیق

ایزوژئومتریک صورت گرفته در بکارگیری آن در تحلیل نیز 

های حل تطبیقی کارایی متفاوتی را بر است، اما همه این روش

های تحلیلی ابداعی از خود نشان اساس نوع بکارگیری روش

r (-rها، روش تظریف [، در میان این روش17-18اند ]داده

refinement)3 های حل تطبیقی بر اساس که از جمله روش

توسط چانگ ژو و ، جابجایی نقاط کنترلی است یالگو

[ توصیه شده 19و  20[ و وای جی و همکاران]18همکاران]

 مورد ایزوژئومتریکاست و اثر بخشی آن در تحلیل به روش 

ارزیابی قرارگرفته است. همچنین میرزاخانی و همکاران تظریف 

r-t (refinement-r-t)4 اساس جابجایی نقاط کنترلی مبتنیرا بر 

ا خطی و ب مسائل)در  ایزوژئومتریکو روش  بر گرادیان حرارتی

[ و نشان دادند 21بکار گیری نقاط فوق همگرا( ارائه دادند]

بهبود تنش در این روش مطلوب و تظریف بکار گرفته شده اثر 

 بخش است. 

های برآورد خطا  مبتنی بر در این پژوهش کارایی روش

، در تحلیل مسائل غیر خطی به روش [22-26بازیافت تنش]

بررسی شده است. همچنین بر اساس مفاهیم  ایزوژئومتریک

 6( و مفاهیم نقاط فوق همگراRNIEP) 5هاتعادل وصله

(RNISP اثر تظریف بر اساس جابجایی نقاط کنترلی مبتنی ،)

توسعه  و(، بهبود داده شده t-r-refinementبر گرادیان حرارتی )

-ای و کرنش صفحهائل در حالت تنش صفحهروابط ریاضی مس

شده است. همچنین نتایج تحلیل، جهت صحت  انجامای 

که در محیط برنامه فرترن کد سنجی با حل کلاسیک آن 

مقایسه شده و در دو مسئله نمونه کارایی آن مورد نویسی شده، 

 بررسی قرار گرفته است.

 

 
 

6 Recovery Stress in Nonlinear Isogeometric by 
Superconvergent Points Analysis 
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 استخراج روابط و معادلات حاکم بر مسئله -2

 غیرخطی ایزوژئومتریکروش تحلیل  -2-1

، ایزوژئومتریک روش به منظور تحلیل یک محیط پیوسته در 

ای ه، متشکل از دهانه باید آن محیط را به یک محیط گسسته

تبدیل نمود. این عمل در روش  مشخصیبا فواصل  1ایگره

پذیرد نربز صورت می 2با استفاده از نقاط کنترلی ایزوژئومتریک

شود تعریف می( 4-1رابطه )نربز بصورت  سطح. یک [27]

نمونه ای از این المان بندی نشان داده شده  1. در شکل  [27]
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شبکه نقاط کنترلی و فضای پارامتری نمایش  -1شکل 

 [1نربز]

 

 رابطه خطی بصورتغیر یهاها و کرنشرابطۀ بین تنش

 :[28]شودزیر محاسبه می (5)
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ورت به صنربز توابع شکل  سیمشتقات ماتر Bکه در آن 

 [.23] دشو یم فیتعر ریز
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( بر 11( و )10نهایت با توجه به بازنویسی روابط)و در 

سختی  (11وحل معادلات حاصل از رابطه ) [22اساس مرجع ]

هر وصله از المان در تکرار مورد نظر با استفاده از روش 

گیری گوس در دستگاه مختصات نرمال بصورت رابطه انتگرال

شود )جهت روشن شدن روند توسعه روابط ( محاسبه می12)

 شود(.[ توصیه می30بالا، مطالعه مرجع ]
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 غیر خطی ایزوژئومتریکدر تحلیل  RNISPروش -2-2

که در آنها تنش اساس این روش برمبنای استفاده ازنقاطی 

بدست آمده از تحلیل تقریبی نسبت به سایر نقاط از دقت 

در این نقاط مرتبه  بیشتری برخوردار می باشد)نقاط گوسی(.

همگرایی گرادیان یک تابع، یک مرتبه از مقداری که از تقریب 

تابع شکل مربوط به حل تقریبی انتظار می رود، بالاتر است. به 

همین دلیل به این نقاط، نقاط فوق همگرا گفته می شود که 

[. دراین 30و23و22]اولین بار توسط بارلو مطرح شده است

ای با ضرایب ن به صورت چند جملهروش با برازش یک میدا

نامعین بر روی گرادیان حاصل از تحلیل ایزوژئومتریک و گروه 

، میدان گرادیان بهبود یافته تعیین  های متصل به هر گرهالمان

طور کلی در این روش، میدان تنش بهبود یافته برای هشود. بمی

ر نظهر مولفۀ تنش در هر ناحیه به صورت یک سطح فرضی در

گرفته شده است. این سطح فرضی با استفاده از توابع شکل 

-نربزی که برای تخمین تابع مجهول )جابجایی( استفاده شده

این  تواناند، بدست آمده است. با توجه به توابع شکل نربز می

( بیان 13سطح را در داخل هر ناحیه به صورت رابطه )

 [:23کرد]
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)در نهایت با مشتق گیری از تابع )F P  نسبت به

نقاط کنترلی و مساوی صفر قرار دادن آن  zهای مؤلفه

بهبود یافته مطابق رابطه )  مختصات نقاط کنترلی صفحه تنش
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با داشتن مختصات نقاط کنترلی، سطح تنش مربوط به 

آید. جهت داشتن دقت بهتر در حل مسائل آن نیز بدست می

غیرخطی، در انتهای هر مرحله افزایش بار، تنش مربوطه در 

ام، با استفاده از روش فوق الذکر بهبود داده  nانتهای مرحله 

توان این تنش بهبود یافته را جهت شود و همچنین میمی

همگرایی سریعتر حل مسئله در مرحله بعدی افزایش بار نیز 

استفاده کرد که با در نظر گرفتن اختلاف بین سطح تنش بهبود 

یر غ ایزوژئومتریکیافته و سطح تنش بدست آمده از تحلیل 

خطی برای هر المان، به صورت تقریبی به معیاری جهت تعیین 

 آید. میزان خطای موجود در آن المان بدست می

 

 غیر خطی ایزوژئومتریکدر تحلیل  RNIEPروش -2-3
به طور کلی در این روش، میدان تنش بهبود یافته برای هر 

مولفۀ تنش در هر ناحیه به صورت یک سطح فرضی در نظر 

است. این سطح فرضی با استفاده از توابع شکل گرفته شده 

-نربزی که برای تخمین تابع مجهول )جابجایی( استفاده شده

هایی که در این روش، مشابه روش. [25]اند، بدست آمده است

[ 25[ و ]24جهت بهبود میدان تنش اجزای محدود در مراجع ]

، با معادل قرار دادن نیروهای عمل کننده بر یک ارائه شده است

 کایزوژئومتریوصله از فضای محاسباتی بدست آمده از تحلیل 

توان برای هر مولفه تنش به یک و میدان تنش بازیافتی، می

در  2سطح تنش بهبود یافته دست یافت. با توجه به شکل 

صورت وجود تعادل در کل دامنه، هر وصله نربز از دامنه 

 غیر خطی، داریم: ایزوژئومتریکلسازی شده در تحلیل مد
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pFکه در آن
( نیروهای عمل و عکس العمل 1)شکل  

سازی شده در تحلیل بین وصله جدا شده و کل دامنه مدل

باشد. و در نهایت با توجه به روابط اثبات شده می ایزوژئومتریک

[  با مشخص شدن بردار نقاط کنترلی)25در مرجع ]
*

P برای )

د که آیهر مولفه تنش، سطح تنش مربوط به آن نیز بدست می

 تریکایزوژئوماین سطح تنش بازیافتی نسبت به سطح تنش 

 تر است.دقیق
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وارد بر آن در نقاط  یروهایوصله مجزا شده و ن -2شکل 

 [25ی ]کنترل

 

رابطه سازی تئوری رفتار مصالح الاستوپلاستیک  -2-4

 تغییر شکل پذیر
در این پژوهش رابطه سازی تئوری رفتار مصالح 

و  1کاستفاده از قانون هوبا الاستوپلاستیک تغییر شکل پذیر، 

همچنین  مد نظر قرار داده شده است. 2ون میسزمعیار تسلیم و

جهت پایان دادن به مراحل تکرار از معیار همگرایی نیرویی 

 [، استفاده شده است.28( ]19)رابطه 

 

                                                        
1 Hook law 
2 The Von-Misses criterion 
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استفاده از نرم خطای انرژی در روش  -2-5

 غیر خطی ایزوژئومتریک
خطای انرژی دقیق تنش برای یک المان در طبق تعریف، نرم 

 [:30شود]( بیان می20حالت غیرخطی، به صورت رابطه )
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با توجه به اینکه جز در مواردی خاص که حل تئوری 

ئله باشد، حل دقیق مسبعضی از مسائل پلاستیسیته موجود می

در دسترس نیست، لذا به جای استفاده از میزان دقیق تنش، 

از میزان بهبود یافته آن جهت محاسبه نرم خطای انرژی 

 استفاده می شود. 

ازروش انتگرال در نهایت نرم خطای انرژی با استفاده 

گیری گوس برای هر المان در حالت غیرخطی و در انتهای هر 

(  محاسبه شده 21مرحله افزایش بار به صورت رابطه )

 [:30است]
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ها، نرم خطای در نهایت مجموع نرم خطای انرژی المان

 دهد.انرژی کل دامنه را تشکیل می

 

 استفاده از گرادیان حرارتیحل تطبیقی با  -3
جمله  ، که ازایزوژئومتریکفرآیند تظریف تطبیقی در تحلیل 

شود و دهی شبکه نقاط کنترلی محسوب میهای حرکتروش

،  کایزوژئومتریبه دلیل اینکه در فضای پارامتری روش تحلیل 

را المان بندی وجود ندارد، استفاده از روش جابجایی نقاط 
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-غنیمتداول کند و نسبت به روش می براحتی امکان پذیر

که از لحاظ محاسباتی پر هزینه است دارای کارایی  1سازی

با استفاده از  ی انرژیخطا در این روش نرم [.31]بهتری است

شود و سهم هر نقطه کنترلی محاسبه می ایزوژئومتریک تحلیل

شود. تعیین می  2دیاگرام ورونویی از مجاورت آن با استفاده از

تقاطع از ست اشکل محدبی ام ورونویی، که یاگرد 3شکل در 

نشان داده شده ها هخط بین گرره بر پای وارد منصفهاد عمو

ام ورونویی طبق رابطه زیر یاگرحوزه همسایگی داین است. 

 :[21]شودتعریف می
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ی بالا این است که نقاط متعلق به سلول معنی رابطه

نقاطی هستند که به این گره نزدیکترند تا سایر i ورونویی گره

 با فرض یک سازه خرپایی یسپس، جابجایی نقاط کنترلها. گره

 یلکنترنقطههرمتناسب با خطاهای تحت یک گرادیان حرارتی 

شود. تحلیل این ساختار تحت تغییرات دما، آرایش تصور می

ی بعد هایتکرارکند که در را ایجاد میکنترل  جدیدی از نقاط

منجر به توزیع  اًو ترمو الاستیک نهایت ایزوژئومتریک محاسبات

و یک جابجایی بهینه از نقاط   مسائلبهتر خطاها در دامنه 

 [:21داریم] و .شودمی یکنترل

 

(23) . .L T   

 [:21از تبدیل رابطه بالا به نیرو داریم]

(24)  FL

AE
  

 

نتیجه آنکه سازه متشکل از نقاط کنترلی و اعضای متصل 

کننده فرضی را تحت نیروهای حاصل از گرادیان حرارتی 

تحلیل کرده و جابجایی ها را برای انجام مجدد تحلیل 

ایزوژئومتریک در نقاط کنترلی و با نسبتی معین در بردارهای 

 کنیم. گرهی اعمال می

                                                        
1 Element subdivision (enrichment) 

 
 

دیاگرام ورونویی جهت شناسایی حوزه همسایگی  -3شکل 

 [21هر نقطه کنترلی]

 

 مسائل غیرخطیتطبیقی الگوریتم حل  -4

اط ها و نقالاستوپلاستیک مبتنی بر تعادل وصله

 فوق همگرا به روش ایزوزئومتریک 
بکارگیری روش نیوتن رافسون و  در گام اول با 4مطابق شکل 

اعمال بار به صورت تدریجی تا ظرفیت نهایی مقطع میزان 

سختی در هر مرحله محاسبه شده و در نهایت با استفاده از 

ماتریس سختی سازه و میزان  ایزوژئومتریکروش تحلیل 

جابجایی ها در هر نقطه کنترلی محاسبه شده است. در گام 

 استفاده از نقاطها و یا روش هلتعادل وصدوم با بکارگیری روش 

فوق همگرا نسبت به بازیافت تنش و برآورد خطای حاصل از 

روش دقیق و تقریبی پرداخته شده است و در گام سوم به 

صورت مجزا برای هر دو روش بازفت تنش ارائه شده حل 

تطبیقی مبتنی بر گرادیان دما و بر اساس خطای بدست آمده 

و این چرخه تا حصول همگرایی حداکثر و  صورت گرفته است

ادامه یافته است. در نهایت میزان تنش کمترین میزان خطا 

های بازیافت تنش تعادل بدست آمده از حل تطبیقی با روش

 مقایسه شده است. ها و روش استفاده از نقاط فوق همگراوصله

2 Voronoi tessellation 
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الگوریتم حل تطبیقی مسائل غیرخطی  -4شکل 

ا ها و نقاط فوق همگرمبتنی بر تعادل وصلهالاستوپلاستیک 

 به روش ایزوزئومتریک

 

 هاارائه مسئله -5

در این قسمت با ارائه دو مسئله نمونه جهت نمایش کارایی اثر 

های بازیافت تنش با استفاده از در راهنمایی روش t-rتظریف 

ها و نقاط فوق همگرا  مبتنی بر تحلیل تعادل وصله

غیر خطی پرداخته شده است. همچنین جهت  ایزوژئومتریک

از توابع شکل درجه یک  t-rنشان دادن بیشتر اثر تظریف 

استفاده شده و نتایج آن در بهبود تنش و برآورد خطا مقایسه 

 شده است.

اثر بار تحت  سرگیردارمسئله اول، تیر یک  -5-1

 متمرکز 

 
 سرگیردار. شرایط هندسی و مرزی تیر یک -5شکل 

 

مشخصات هندسی و خواص مصالح این  1جدول در 

 نشان داده شده است:مسئله 
 

مصالح تیر یک  خواص و هندسی مشخصات -1جدول 

 سرگیردار

 طول تیر 1000

(mm) 

 عرض تیر 20

(mm) 

 ارتفاع تیر 100
 (mm) 

 تعداد کل نقاط کنترلی 105

هاتعداد وصله 1  

 مدول الاستیسیته 210
(GPa) 

پواسونضریب  3/0  

 تنش تسلیم 24/0
(GPa) 

 نیروی متمرکز 30

(KN) 
 

اطلاعات مورد نیاز برای تحلیل الاستوپلاستیک در جدول 

  آمده است: 2

 

 روش تحلیل الاستوپلاستیک -2جدول 

تسلیم معیار ون میسز  

 تعداد افزایش بارها 30

 خطای مجاز 1× 10 -3

 همگرایی معیار نیرو

حلروش  𝐾𝑇 سختی مماسی   

 روش بارگذاری افزایشی کنترل تغییر بار
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 شرو 

INPUT 

معرفی متغییهای ورودی مانند مختصات 

 نقاط کنترلی )جدید( و شرایط مرزی

LOADPS 

اعمال بارگذاری تدریجی جهت تحلیل 

 غیرخطی

ISO ANLAYSIS 

تشکیل ماتری  سختی و تحلیل 

 ایزوژئومتریک

 

 

 

CONVER 

 بررسی همگرایی نتای  تحلیل غیر خطی

OUTPUT 

 چا  خروجی برای هر افزایش بار

 

ERROR ESTIMAION  & 

STRESS RECOVERY  

باز یافت تنشبرآورد خطا و   
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RNISP 

METHOD 

روش نقاط فوق 

 همگرا

RNIEP 

METHOD 

روش تعادل 

 وصله ها

ERROR NORM 

 محاسبه معیار نرم خطای د ی  و تقریبی

ADAPTIVITY 

 حل تطبیقی به روش گرادیان حرارتی

END  
 پایان

OUTPUT  
 چا  نتای  بهبود یافته
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 حل تحلیلی کلاسیک : -5-1-1

ود شبراساس حل تحلیلی کلاسیک پلاستیسته زمانی آغاز می

که 
22

3
E y

bc
F F

L
  :باشد و برای هسته پلاستیک داریم 
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)برای هسته الاستیک  ) ( )

* *

x x
y y y  

 توزیع تنش  

( و توزیع تنش 27به صورت توزیع خطی از تنش تسلیم رابطه )
 ( است:28نیز به صورت رابطه ) 
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در روابط بالا مقدار مرز الاستوپلاستیک 
*

( )xy
به صورت  

 ( محاسبه شده است:29رابطه )
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نواحی پلاستیک و الاستیک در تیر یک  -6شکل 

 [32سرگیردار]

 

 مقدار بار نهایی )خرابی( برابر است با: 
 

(31) 
2

U y

bc
F F

L
 

 
 

) برابر بار تسلیم  5/1که این مقدار  EF
در شکل است. .(

با  بهبود یافته ایزوژئومتریک والف(  دقیق ب(  XY تنش 7

نشان  سرگیردار در تیر یک RNIEPو د(  RNISPهای ج( روش

جهت اطلاعات بیشتر نسبت به سایر روابط و داده شده است.

 [ مراجعه شود.33و  32خواص مسئله اول، به منابع ]

 

 
 الف(

 
 ب(

 
 ج( 

 
 د(

الف(  د ی  ب(  XY نمایش تنش -7شکل 

و د(  RNISPهای ج( با روش بهبود یافته ایزوژئومتریک و

RNIEP سرگیردار در تیر یک 
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نشان دادن  یبرا کی، کرنش موثر پلاست8در شکل  

شان ن کیکرنش پلاست هیو ورود به ناح یحد بارگذار تیکفا

ورود کرنش  تیمحدود 1جدول  اریداده شده است )طبق مع

0.00114: کیپلاست   .) 

 

 
 سر گیردارکرنش مؤثر پلاستیک در تیر یک  -8شکل 

 

نرم خطای تقریبی و موقعیت نقاط کنترلی  10و  9اشکال 

در تیر یک سرگیردار نمایش داده شده است. ملاحظه شد بعد 

های ، برآورد کننده خطا در روشt-rاز یک و دو مرحله تظریف 

RNISP  وRNIEP  کارایی مناسبی از خود نشان داد به نحوی

که قرارگیری موقعیت جدید نقاط کنترلی پس از دو مرحله 

تظریف در مسیر کاهش خطا است. و برآورد کننده خطای بکار 

را به  t-r(، تظریف RNIEPو  RNISPهای گرفته شده )روش

 خوبی راهنمایی کرده است.
 

الف(

 ب(

بی نرم خطای تقری کنترلی باتطبی  شبکه نقاط  -9شکل 

بعد از الف(یک مرحله ب(دو مرحله سرگیردار  تیر یکدر 

 RNISPحل تطبیقی به روش 

 

 
 الف(

 
 ب(

تطبی  شبکه نقاط کنترلی با  نرم خطای  -10شکل 

بعد از الف(یک مرحله سرگیردار  تیر یکتقریبی در 

 RNIEPحل تطبیقی به روش ب(دو مرحله 
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دقیق  XYو XXهای مقایسه و تطابق تنش 11شکل 

 در تیر یک سرگیردار به روش ایزوژئومتریک و بهبود یافته و 

RNISP و  RNIEP  با بکارگیری تظریف به روش جابجایی نقاط

کنترلی، نشان داده شده است و حاکی از این است که روند 

با بکارگیری تظریف به روش جابجایی  XYو XXتوزیع تنش

( پس از دو مرحله تظریف رو به t-r-refinement) نقاط کنترلی

و نسبت به حل ایزوژئومتریک)حل بدون بازیافت  بهبود است.

 .داده استی را نشان ترتنش و حل تطبیقی( حل دقیق

های مقایسه نرم خطای دقیق به روش 12در شکل 

RNISP  وRNIEP ( در مقطع با مختصاتX , Y=100 mm )

 RNIEPمقدار مجموع نرم خطا در روش  نشان داده شده است. 

است و این خطای  17/0برابر  RNISPو در روش  16/0برابر 

نشانه دقت محاسبه گر خطا در  RNIEPکمتر در روش  

، RNIEPتر خطا است. همچنین روش شناسایی و نمایش دقیق

را در راستای بهبود شبکه نقاط کنترلی بهتر از  t-rتظریف 

 راهنمایی کرده است.RNISP روش

 

 
 الف(

 
 ب(

د ی  و  XYو  XXهای مقایسه تطاب  تنش -11شکل 

و  RNISPهای الف( با روش بهبود یافته ایزوژئومتریک و

 سرگیردار)تغییرات تنش در  در تیر یک RNIEPب( 

 ( بررسی شده است(X, Y=100 mm)مقطع 

پس از  مجموع اختلاف نرم خطای دقیق و تقریبی 3در جدول 

طور که نشان داده شده است. و همان t-rدو مرحله تظریف 

، اختلاف نرم t-rده است پس از دو مرحله تظریف شمشاهده 

سرگیردار کاهش پیدا کرده  در تیر یک دقیق و تقریبی خطای

 002/0برابر  RNIEPاست. همچنین مقدار این خطا در روش 

است و نشانه کارایی دقت  003/0برابر  RNISPروش و در 

در شناسایی و محاسبه خطا  RNIEPمحاسبه گر خطا به روش

شبکه نقاط  ، به درستیRNIEPاست و برآورد کننده خطا 

 را هدایت کرده است.کنترلی 

 

 
مقایسه نرم خطای د ی  در تیر یک سرگیردار  -12شکل 

پ  از دو مرحله بهبود شبکه نقاط کنترلی به روش 

RNISP و روشRNIEP ( تغییرات تنش در مقطع(X, 

Y=100 mm)بررسی شده است ) 

 

در مجمو  اختلاف نرم خطای د ی  و تقریبی  -3جدول 

تیر یک سرگیردار پ  از یک و دو مرحله بهبود شبکه 

 RNIEPو روش RNISPنقاط کنترلی به روش 

 مجموع اختلاف نرم خطای دقیق و تقریبی

بهبود شبکه نقاط کنترلی)پس از 

 یک مرحله تظریف(

بهبود شبکه نقاط 

کنترلی)پس از دو مرحله 

 تظریف(
RNISP RNIEP RNISP RNIEP 

36/0 30/0 003/0 002/0 

 

الاستوپلاستیک استوانه جدار  تحلیلمسئله دوم،  -5-2

 ضخیم فولادی تحت اثر فشار داخلی
مسئله دوم  استوانه جدارضخیم مشخصات هندسی 13شکل در 

 نشان داده شده است:
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جهت کاهش حجم محاسبات و به علت تقارن، تنها یک 

 مشخصات 4جدول  چهارم از دامنه مدلسازی شده است. در

  :است دوم ارائه شده مسئله مصالح خواص و هندسی

 

 
 الف(

 
 ب(

 
 ج(

استوانه جدار ضخیم تحت اثر فشار داخلی  الف( -13شکل 

ب( یک چهارم مقطع تحت فشار ج( هندسه و شرایط مرزی 

 استوانه جدار ضخیم

 

 

 

 

 

 

استوانه  مصالح خواص و هندسی مشخصات -4جدول 

 جدار ضخیم

 شعاع داخلی 100

, (mm)2r 

 شعاع خارجی 200

r1, (mm) 
 تعداد کل نقاط کنترلی 77

 هاتعداد وصله 2

 مدول الاستیسیته 210

(GPa) 
 ضریب پواسون 3/0

 تنش تسلیم 24/0

(GPa) 
 نیروی فشاری وارد شده 18/0×10 -8

(GPa) 

 

با تعداد  2برای تحلیل الاستوپلاستیک از اطلاعات جدول

براساس و  14مطابق شکل شود. بار ، استفاده می 6افزایش 

-، که بر سطح داخلی وارد می Pحل تحلیلی کلاسیک فشار 

شود، به صورت تدریجی افزایش داده شده است تا به حد فشار 

ی استوانه جدار ضخیم، سطح تسلیم نهایی )خرابی( برسد. برا

rاز سطح داخلی )زمانی که مختصات  a  باشد( شروع و به

صورت تدریجی با افزایش فشار داخلی، به شعاعی معادل 

r c رسد. خرابی، زمانی رخ می دهد که مقدار فشار می

داخلی به حد نهایی آن برسد که در این حالت مقدار شعاع 

c b  است. در این صورت کل استوانه به حالت پلاستیک

 رسیده است.

 

 
نواحی پلاستیک و الاستیک در مسئله دوم  -14شکل 

[33.] 

aدر حالت پلاستیک زمانی که  r c   باشد برای معیار

 ون میسز ، داریم:
 

(32) 
2

2 2
1 lnr

c
K N

r
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(33) 
2

2 2
1 ln

c
K N

r


  
    

  

 

(34) 
2

2 2
2 lnz

c
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r
 

  
   

  

 

(35) 
2

2
(1 ) (1 2 )

2

r

r

Kc
U r

GGr


 

 
    

 

 

 

cو زمانی که  r b  :باشد ، داریم 

 

(36) 
2

2 2
1r

b
KN

r


 
   

 
 

(37) 
2

2 2
1

b
KN

r


 
  

 

 

(38) 
2

2 KNz  

(39) 
2

2 (1 2 )
2

r

KN b
U r

G r


 
   

 
 

 

الف(  دقیق ب(  r شعاعی تنش 15در شکل 

و د(  RNISPهای ج( با روش بهبود یافته ایزوژئومتریک و

RNIEP جهت نشان داده شده است. در استوانه جدارضخیم

اطلاعات بیشتر نسبت به سایر روابط و خواص مسئله اول، به 

 [ مراجعه شود.33و  32منابع ]

 
 الف(

 
 ب(

 
 ج( 

 
 د(

الف(  د ی  ب(  r شعاعی تنشنمایش  -15شکل 

و د(  RNISPهای ج( با روش یافتهبهبود  ایزوژئومتریک و

RNIEP  استوانه جدارضخیمدر 

 

نشان دادن  یبرا کی، کرنش موثر پلاست16در شکل 

شان ن کیکرنش پلاست هیو ورود به ناح یحد بارگذار تیکفا

ورود کرنش  تیمحدود 5جدول  اریداده شده است )طبق مع

0.00114:  کیپلاست  .) 
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 جدار ضخیم کرنش مؤثر پلاستیک در استوانه -16شکل 

 
 الف(

 
 ب(

 
 ج(

تطبی  شبکه نقاط کنترلی با  نرم خطای  -17شکل 

تقریبی در استوانه جدار ضخیم بعد از الف(یک مرحله و 

 RNISPب(دو مرحله حل تطبیقی به روش 

 

نرم خطای تقریبی و موقعیت نقاط  18و  17اشکال 

کنترلی در استوانه جدار ضخیم نمایش داده شده است. 

برآورد ، t-rملاحظه شده است که بعد از سه مرحله تظریف 

کارایی مناسبی  RNIEPو  RNISPهای کننده خطا در روش

داشته است، به نحوی که قرارگیری موقعیت جدید نقاط 

کنترلی پس از سه مرحله تظریف در مسیر کاهش خطا است. 

و  RNISPهای و برآورد کننده خطای بکار گرفته شده )روش

RNIEP بهبود شبکه نقاط کنترلی به روش تظریف ،)t-r  را به

 خوبی راهنمایی کرده است.

 

 
 الف(
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 ب(

 
 ج(

نرم خطای تطبی  شبکه نقاط کنترلی با  -18شکل 

تقریبی در استوانه جدار ضخیم بعد از الف(یک مرحله و 

 RNIEPب(دو مرحله حل تطبیقی به روش 

 

و های مقایسه و تطابق تنش 20و  19های در شکل

r  فته در استوانه جدار بهبود یاو و ایزوژئومتریک دقیق

بکارگیری تظریف به روش  و RNIEPو  RNISP ضخیم به روش

جابجایی نقاط کنترلی، نشان داده شده است و حاکی از این 

پس از سه مرحله تظریف  rو است که روند توزیع تنش 

رو به بهبود  (t-r-refinement)به روش جابجایی نقاط کنترلی 

و نسبت به حل ایزوژئومتریک)حل بدون بازیافت تنش و  است.

 دهد.تری را نشان میحل تطبیقی( حل دقیق

 

 د ی  و  مقایسه تطاب  تنش -19شکل 

و  RNIEPهای با روش بهبود یافته ایزوژئومتریک و

RNISP یفشار داخل ریتحت تاث میضخ جدار در استوانه 

( بررسی شده R=150,  ))تغییرات تنش در مقطع 

 است(.

 

 

 و د ی  r مقایسه تطاب  تنش -20شکل 

و  RNIEPهای با روش و بهبود یافتهایزوژئومتریک 

RNISP ی فشار داخل ریتحت تاث میضخ جدار در استوانه 

R, 45o ))تغییرات تنش در مقطع   بررسی شده )

 است(

و  RNISPهای مقایسه نرم خطای دقیق به روش 21در شکل 

RNIEP  در مقطع با مختصات(R, 10o )  نشان داده شده

و  98/0برابر  RNIEPمقدار مجموع نرم خطا در روش  است. 

است و این خطای کمتر در روش   12/1برابر  RNISPدر روش 

RNIEP نشانه دقت محاسبه گر خطا در شناسایی و نمایش ،

را  t-r، تظریف     RNIEPتر خطا است. همچنین روش دقیق
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 RNISP در راستای بهبود شبکه نقاط کنترلی بهتر از روش

 .کرده استراهنمایی 

 
 جدار مقایسه نرم خطای د ی  در استوانه -21شکل 

پ  از سه مرحله بهبود شبکه نقاط کنترلی به  میضخ

 )تغییرات تنش در مقطع  RNISPو  RNIEPروش 

( R, 10o ) )بررسی شده است  

 

مجموع اختلاف نرم خطای دقیق و  5با توجه به جدول 

باعث کاهش مجموع  t-rتظریف  پس از سه مرحله تقریبی

و  RNISPهای به روش میضخ جدار استوانهمقادیر خطا در 

RNIEP همچنین مقدار این خطا در روش شده است .RNIEP 

اختلاف این  است و 08/1برابر  RNISPروش و  22/0برابر 

نشانه کارایی دقت محاسبه کمتر نرم خطای دقیق و تقریبی، 

خطا است.  برآورددر شناسایی و  RNIEPگر خطا به روش

 RNIEPهمچنین محاسبه گر خطای بکار گرفته شده در روش 

شبکه نقاط کنترلی را )به روش تظریف  RNISPبهتر از روش 

t-r.بهبود بخشیده است ) 

 

پ  از مجمو  اختلاف نرم خطای د ی  و تقریبی  -5جدول 

 t-rتظریف  سه مرحله
اختلاف نرم خطای دقیق و تقریبی مجموع  

نقاط بهبود شبکه 

کنترلی)پس از یک 

 مرحله تظریف(

بهبود شبکه نقاط 

کنترلی)پس از دو 

 مرحله تظریف(

بهبود شبکه نقاط 

کنترلی)پس از سه 

 مرحله تظریف(
RNISP RNIEP RNISP RNIEP RNISP RNIEP 

73/2 47/1 41/1 32/0 08/1 22/0 

 

                                                        
1 Non-Uniform Rational 
2 B-Spline 

 فهرست علائم و اختصارات -6
 i, jR x,h                         1غیر یکنواخت توابع پایه ای نسبی  

 i,pN  , j,qN h ,  k,pN x                 توابع پایه ای

qو pاز درجه  2اسپلاین -بی
 

 i, jw و k,lw                                          یوزن نقاط کنترل 

                                                         
 ,S  

 نربزسطح  

 i, jP  و,u i jP  و,v i jP سوم مختصات نقاط  یبردار مولفه ها

 ی نربزکنترل

 u                                                                 ییجابجامؤلفه 

u  ییجابجا سیماتر                                                              

R                                            ربزن ینسب هیتوابع پا سیماتر 

P                                          یمختصات نقاط کنترل سیماتر 

L                                                      عملگر مشتق  سیماتر 

 ε                                                              کرنش سیماتر 

epD                          ماتریس خواص مصالح الاستوپلاستیک 

0σ                                                تنش اولیه یا پسماند 

0ε                                             کرنش اولیه یا پسماند 

a                                                   )بردار جریان )نرمال 
H                                             مدول سخت شوندگی 
                        ا دامنۀ مرزهای مسئله مورد نظر ب     
b               نیروهای کالبدی                                                      
t                                                        نیروهای سطحی 
1i

R               1دامنه تکرار با 3کننده نامتعادل یروهاینi  
ext

F                                 وارد بر دامنه یخارج یروهاین
1i

σ                    1 شده در دامنه در تکرار، جادیتنش اi  
U                    هکنند نامتعادل یروهایاز ن یناش ییجابجا

epK                                  1 در تکرار یمماس یسختi 

1i
U                                تکرار یها در ابتدا ییجابجا i  

 
i

U                                      در تکرار یینها ییجابجاi 
i

T
K                               در تکرار یمماس یسخت سیماتر 

3 Unbalanced forces 
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i
P مولفه سوم مختصات در  ییمجهولات مسئله )جابجا

 i ( در تکرارنربز یفضا
1i

e


F یو( رکننده نامتعادل یروهای)ن ماندهیباق یروهایبردار ن 

1iدامنه در تکرار  
n                                    تعداد نقاط کنترلی در جهتy 
m                     تعداد نقاط کنترلی در جهتx در هر وصله 

i, jR                                      ماتریس توابع شکل نربز 

i, j
P

 مختصات نقاط کنترلی مربوط به صفحه تنش                 

σ
i, j

*

 تنش دقیق                                                         
σ

i, j        یغیر خط ایزوژئومتریکتنش بدست آمده از تحلیل 

 xk وyk های به ترتیب تعداد نقاط گوس در جهتx و  
y    

 موجود در هر وصله 

iF                                     بر هر گره  نیروهای وارد شده 

i

r
Ψ                                   نیروهای باقیمانده در هر گره               

 i درجه آزادی  در

 𝑛dof                                تعداد کل درجات آزادی سیستم 
σ                                                   مقدار دقیق تنش 
σ                                 تنش بدست آمده از حل تقریبی 
                                                            دامنه المان
*σ                                                    تنش بهبود یافته 

 , id x x                         )بین فاصله )اقلیدسیXi وX 
                                                     تغییر طول عضو 
L                                                      طول اولیه عضو 
                                         ضریب انتقال حرارت ماده 
T          اختلاف حرارت موجود. از تغییر طول اعضای فرضی 
F                          )نیروی حاصل از اختلاف حرارت )خطا 
E                                                 ضریب الاستیسیته 
A                                                   سطح مقطع اعضا 
c                                                       ارتفاع تار خنثی 

( )

*

x
y

 مرز الاستوپلاستیک                                                   
                                         طول گستره ناحیه الاستیک 

P                                                                  فشار داخلی 

r                                                                 تنش شعاعی 

                                                                 تنش حلقوی 

z                                                                تنش محوری 

rU                                                         تغییرمکان شعاعی 
r                                                                     شعاع نقطه 
a                                                                   شعاع داخلی 
b                                                                  شعاع خارجی 

 

 نتیجه گیری -7

ر حل د ایزوژئومتریکدر این پژوهش با رویکرد بکارگیری روش 

مسائل غیر خطی و همچنین استفاده از بازیافت تنش مبتنی 

خطا  برآوردها و نقاط فوق همگرا نسبت به بر تعادل وصله

های خطای بکار گرفته شده در  برآورد کنندهپرداخته شد و اثر 

ر ، مورد بررسی قراحل تطبیقی  مبتنی بر گرادیان دما هدایت 

 :نتایج نشان دادگرفت و 

  بازیافت تنش به روش استفاده نرم خطا پس از

کاهش  هاتعادل وصلههمگرا و فوق نقاط از 

بازیافت  مطلوبعملکرد یافته است و این امر 

نی مبت یرخطیبهبود تنش مسائل غ ا دررتنش 

  .نشان داده است ایزوژئومتریک تحلیل بر

 روش  ردقیق د یخطا مجموع نرمRNIEP 

تیر یک  در مسئله RNISP نسبت به روش

و در استوانه جدار ضخیم  درصد 8/5سرگیردار 

و این امر نشان  متر استک ، درصد 5/12برابر 

در  RNIEPدهنده عملکرد مطلوب روش 

ر دهدایت شبکه نقاط کنترلی و بهبود تنش 

 هر دو مسئله ارائه شده است.

 دقیق و تقریبی در یخطا مجموع اختلاف نرم 

در  RNISP نسبت به روش RNIEPروش 

درصد و در  3/33مسئله تیر یک سرگیردار 

کمتر  ، درصد 6/79استوانه جدار ضخیم برابر 

است و این امر نشان دهنده عملکرد مطلوب 
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در هدایت شبکه نقاط کنترلی  RNIEPروش 

 و بهبود تنش در هر دو مسئله ارائه شده است.

در  RNISP از روش RNIEPروش  توان گفتدر نهایت می

، استراتژی RNIEPتر است. همچنین روش برآورد خطا دقیق

ارائه داده است و  t-rبهبود شبکه به روش تظریف بهتری را در 

، رتو کارآمد تر، قابل اعتمادترهایی دقیقدر دستیابی به جواب

عنوان  توان از آن بهکرده است و می عمل RNISPبهتر از روش 

 استفاده کرد. ،تنش دانیبهبود م جهتموثر و ساده  یراه حل
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