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 چکیده
به منظور اعمال اثرات  ،. در این روشدهدمیروشی دقیق و کارآمد برای تحلیل ارتعاشات آزاد نانوتیر پیزوالکتریک ارائه  حاضر نوشتار

میدانحاضر ، در تئوری تغییر شکل برشیهای غیرمحلی ارینگن استفاده شده است. برخلاف تئوری از تئوری الاستیسیته ،ابعاد کوچک

ای عمودی صرفنظر نشده است. معادلات حاکم برون صفحه اند و از کرنشبه صورت فرم کلی در نظر گرفته شدههای جابجایی و کرنش 

 خمشیهای طبیعی مربوط به مدهای دست آمده است. با حل این معادلات فرکانسه بر نانوتیر پیزوالکتریک با استفاده از اصل همیلتون ب

های و اثرات پارامتر بینی شده مورد مطالعه قرار گرفتهنتایج پیشخراج شده است. همگرایی و ضخامت برای ارتعاشات آزاد نانوتیر است

دقت گذاری به منظور صحه. نداقرار گرفته بررسیولتاژ اعمالی خارجی مورد  و مختلف مانند پارامتر غیرمحلی، نسبت طول به ضخامت

. اندمقایسه شدهو روش المان محدود های موجود در مقالات پیشین تئوریبینی شده توسط این تئوری با نتایج روش حاضر، نتایج پیش

ی تغییر شکل برشهای در مقایسه با نتایج تئوری حاضرتئوری بینی شده توسط های طبیعی پیشفرکانس ،دهداین مطالعه نشان می

دهند که فرکانس طبیعی نانوتیر پیزوالکتریک با افزایش ولتاژ الکتریکی اعمال شده منفی نتایج این پژوهش نشان می .باشندمیکوچکتر 

ه های طبیعی مربوط بیابد. نتایج حاکی از آن است که فرکانسمحوری کششی و کاهش پارامتر غیرمحلی افزایش میو همچنین نیروی 

 .کندمیبینی ها را پیش، تئوری حاضر این فرکانستغییر شکل برشیهای و برخلاف تئوریباشند مدهای ضخامتی قابل صرفنظر نمی

 .تیر بندی دوبعدیفرمولنانوتیر پیزوالکتریک؛ ارتعاشات آزاد؛ تئوری الاستیسیته غیرمحلی؛  کلمات کلیدی:

 
Free Vibration Analysis of Piezoelectric Nanobeam Based on a 2D-formulation and 
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Abstract 
The present paper presents an accurate and efficient method for the analysis of free vibration of piezoelectric 

nanobeam. In this method, Eringen's nonlocal elasticity theory is used to apply the small-scale effects. Despite 

the shear deformation theories, in the present theory, the displacement and strain fields are considered as a 

general form, and out-of-plane normal strain is not neglected. The governing equations of piezoelectric 

nanobeam are derived by employing Hamilton's principle. By solving these equations, natural frequencies related 

to flexural and thickness modes for the free vibration of nanobeam are obtained. The Convergence of the 

predicted results is studied, and the effects of various parameters such as nonlocal parameter, length to thickness 

ratio, and applied external voltage are investigated. To verify the accuracy of the present method, the results 

predicted by the present theory are compared with those of the theories available in the literature and the finite 

element method. This study shows that the natural frequencies predicted by the present theory are smaller than 

those of shear deformation theories. The results of this study show that the natural frequency of the piezoelectric 

nanobeam increases by increasing the negative applied electric voltage as well as tensile axial load and 

decreasing the nonlocal parameter. The results show that the natural frequencies related to thickness modes are 

not negligible and the shear deformation theories, the present theory can predict these frequencies. 

Keywords: Piezoelectric nanobeam; free vibration; nonlocal elasticity theory; 2D-formulation of nanobeam. 
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  مقدمه -1
های اخیر، نانوساختارهای پیزوالکتریک، به عنوان یکی در سال

فرد الکتریکی، ههای هوشمند، به دلیل خواص منحصرباز سازه

 ن را به خود جلبامکانیکی و فیزیکی توجه بسیاری از محقق

بالعکس  مکانیکی واند. قابلیت تبدیل انرژی الکتریکی به نموده

ها در صنعت، پزشکی، آن در این مواد، زمینه کاربرد گسترده

های هوافضا، خودرو و غیره را فراهم آورده است. از جمله کاربرد

، مبدل[3-1] توان به حسگرهاپیزوالکتریک می نانوساختارهای

بنابراین بررسی و  ؛اشاره نمود [9-7] ، ژنراتورها[6-4] ها

تحلیل رفتار مکانیکی نانوساختارهای پیزوالکتریک از اهمیت 

مدل مورد بررسی در این پژوهش نانوتیر  بالایی برخوردار است.

ه دلیل امکان تبدیل انرژی مکانیکی ببه که  استپیزوالکتریک 

الکتریکی و بالعکس کاربردهای بسیاری مانند آشکارسازها و 

عنوان مثال از نانوتیر پیزوالکتریک در  بهسنسورها دارد. 

 های الکتریکیبرای بررسی و کنترل سیگنالآشکارسازها 

در بیو سنسورها برای رساندن دارو به بیماران سرطانی  ،[10]

ها کنندهتشدید، در [11]یا رساندن شیمی درمانی به تومورها 

برای شناسایی طیف مادون قرمز که کاربردهای نظامی، ردیابی 

ها و کاربردهای غیرنظامی مانند تصویربرداری حرارتی موشک

های کنندهتشدید در ،[12] و تشخیص پزشکی دارند

ها یا تعیین بسیار دقیق چگالی ابرشارهنانوالکترومکانیکال برای 

ها نشان بررسی .شوداستفاده می [13] تعیین میرایی سیالات

رفتار مکانیکی د که اثرات ابعاد کوچک نقش مهمی در ندهمی

نانوساختارها دارد. تئوری کلاسیک از اثرات ابعاد کوچک 

ارها بینی رفتار نانوساختکند و از اینرو قادر به پیشصرفنظر می

نیست. برای اعمال اثرات ابعاد کوچک در این ساختارها دو 

. روش اتمی مانند دینامیک 1گیرد: روش مورد استفاده قرار می

ی مکانیک پیوسته. روش دینامیک ها. تئوری2مولکولی 

بینی دقیق نتایج، در مقایسه با مولکولی با وجود پیش

بر و پیچیده است. از جمله های مکانیک پیوسته زمانتئوری

 توان به تئوری تنشهای مکانیک پیوسته پرکاربرد میتئوری

، [19-17] ، تئوری تنش کوپل اصلاح شده[16-14] کوپل

 ، تئوری الاستیسیته سطحی[22-20] تئوری گرادیان کرنش

اشاره کرد.  [28-26] و تئوری الاستیسیته غیرمحلی [23-25]

های مکانیک پیوسته، تئوری الاستیسیته در میان تئوری

غیرمحلی که توسط ارینگن ارائه شده است، رفتار مکانیکی 

 نماید. مقالات بسیاریبینی مینانوساختارها را به خوبی پیش

لی و تئوری غیرمح تغییر شکل برشیهای تئوریبا استفاده از 

به بررسی و مطالعه رفتار مکانیکی نانوتیرهای پیزوالکتریک 

شود. کی و ها اشاره میاند که در ادامه به برخی از آنپرداخته

با استفاده از تئوری الاستیسیته غیرمحلی  ،[30-29] همکاران

بررسی  به و تئوری تیر تیموشنکو و روش مربعات دیفرانسیلی

ارتعاشات خطی و غیرخطی نانوتیر پیزوالکتریک تحت ولتاژ 

ها نشان دادند که اعمالی و دمای یکنواخت پرداختند. آن

افزایش پارامتر غیرمحلی موجب کاهش میزان فرکانس خطی 

کمانش و پس  [31]د. لیو و همکاران شوو غیرخطی نانوتیر می

ی، ذاری الکتریککمانش نانوتیرهای پیزوالکتریک تحت بارگ

مکانیکی و حرارتی را با استفاده از تئوری الاستیسیته غیرمحلی 

 ارینگن و تئوری تیموشنکو بررسی نمودند. کاغذیان و همکاران

به بررسی ارتعاشات نانوتیر پیزوالکتریک پرداختند و با  [32]

برنولی -استفاده از تئوری الاستیسیته غیرمحلی و تئوری اویلر

خراج کردند. رفتار دینامیکی نانوتیرهای روابط را است

 پاسترناک بر اساس تئوری-پیزوالکتریک روی بستر وینکلر

مورد  [33] الاستیسیته غیرمحلی توسط رگب و همکاران

ها نشان دادند که افزایش تغییرات دما، بررسی قرار گرفت. آن

ولتاژ الکتریکی اعمالی، پارامتر غیرمحلی و نسبت طول به 

شوند. ث کاهش فرکانس طبیعی نانوتیر میضخامت باع

با استفاده از روش المان محدود  [34] محتشمی و طادی بنی

برنولی غیرمحلی به مطالعه ارتعاشات و -و مدل نانوتیر اویلر

 ،[35]کمانش نانوتیر پیزوالکتریک پرداختند. ابراهیمی و براتی 

ک یکمانش نانوتیر مدرج تابعی پیزوالکتریک روی بستر الاست

را با استفاده از تئوری مراتب بالاتر برشی و تئوری غیرمحلی 

به  ،[36] ارینگن مورد مطالعه قرار دادند. ژانگ و همکاران

بررسی ارتعاشات نانوتیر پیزوالکتریک روی بستر 

ویسکوالاستیک تحت بارهای حرارتی، مکانیکی و الکتریکی 

ارتعاشات نانوتیر  ،[37] نان وهمکاران-پرداختند. هاو

پیزوالکتریک تابعی دوار را با استفاده از تئوری غیرمحلی 

الاستیسیته و تئوری تیموشنکو مورد بررسی قرار دادند. لی و 

با به کاربردن تئوری تیر تیموشنکو و تئوری  [38] همکاران

الاستیسیته غیرمحلی به بررسی خمش، کمانش و ارتعاشات 

 ستیک پرداختند. الطاهر و همکاراننانوتیرهای مگنتوالکتروالا

برنولی و -با استفاده از روش المان محدود، تئوری اویلر [39]

تئوری الاستیسیته غیرمحلی و با در نظر گرفتن اثر الاستیسیته 

سطح به بررسی خمش و ارتعاشات نانوتیر پیزوالکتریک 
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برنولی -با استفاده از تئوری اویلر [40] پرداختند. طادی بنی

دلات غیرخطی خمش، کمانش و ارتعاشات نانوتیر معا

 و همکاران قربانپور آرانیدست آوردند. ه پیزوالکتریک تابعی را ب

با به کار بردن تئوری ردی و تئوری الاستیسیته گرادیان  [41]

کرنشی به بررسی کمانش نانوتیر پیزوالکتریک روی بستر 

 انوتیرهایمطالعات انجام شده در زمینه نالاستیک پرداختند. 

یرمحلی غ تغییر شکل برشیهای پیزوالکتریک عمدتاً از تئوری

اند. برای بررسی رفتار مکانیکی این ساختارها استفاده نموده

 ،تغییر شکل برشیهای تئوری ،تر اشاره شدهمانطور که پیش

 های جابجاییای برای میدانفرم ساده و یا از پیش تعیین شده

-های کرنش صرفو از بعضی مولفه گیرنددر نظر می و کرنش

ها ئوریبینی شده توسط این تبنابراین نتایج پیش ؛کنندنظر می

ل دقت قابل قبو ،مخصوصا برای نانوتیرهای ضخیم ممکن است

ها همچنین با توجه به فرضیات این تئوری ؛[42] نداشته باشد

های طبیعی وابسته به مدهای ارتعاشی بینی فرکانسپیش

پذیر نیست. در حالیکه این مدهای ارتعاشی انضخامت امک

باعث  ،ها ممکن استاهمیت بالایی داشته و صرفنظر از آن

 شود. کاهش دقت یا خطا در تحلیل رفتار مکانیکی نانوتیرها 

بندی در این پژوهش برای بالا بردن دقت نتایج، فرمول

و تئوری بندی دوبعدی یک فرمولجدیدی بر اساس 

غیرمحلی برای بررسی و تحلیل ارتعاشات آزاد الاستیسیته 

نانوتیر پیزوالکتریک ارائه شده است. در این تئوری فرم کلی 

های جابجایی و کرنش در نظر گرفته شده است. به برای میدان

دست آوردن معادلات حاکم بر مساله از اصل ه منظور ب

همیلتون استفاده شده است. همگرایی نتایج مورد بررسی قرار 

 بینی شده توسط تئوری ارائه شده با نتایجرفته و نتایج پیشگ

 هایشوند. فرکانسهای پیشین مقایسه میموجود در پژوهش

و مدهای ضخامت نانوتیر  خمشیطبیعی مربوط به مد 

پیزوالکتریک با حل معادلات حاکم بر مساله با استفاده از روش 

رات آیند. اثدست میه ناویر برای شرایط مرزی تکیه گاه ساده ب

پارامترهای مختلف مانند پارامتر غیرمحلی، نسبت طول به 

ضخامت نانوتیر و ولتاژ اعمالی خارجی بر ارتعاشات آزاد نانوتیر 

 ،دهدد. مقایسه نتایج نشان مینگیرمورد بحث و بررسی قرار می

بینی شده توسط تئوری حاضر مقادیر فرکانس طبیعی پیش

تغییر شکل های شده توسط تئوریبینی نسبت به مقادیر پیش

کوچکتر هستند. بعلاوه، با توجه به در نظر گرفتن فرم  برشی

های جابجایی و کرنش توسط تئوری حاضر، علاوه کلی میدان

، امکان پیشخمشیهای مربوط به مد بینی فرکانسبر پیش

 های مربوط به مدهای ضخامت نیز وجود دارد.بینی فرکانس

 

 غیرمحلی تهیسیالاست یتئور -2
نش در تکند که تئوری الاستیسیته غیرمحلی ارینگن بیان می

، برخلاف تنش محلی، تابعی از کرنش (x)یک نقطه مشخص 

بر اساس این تعریف معادلات  ماده است. (x')تمامی نقاط 

ساختاری غیرمحلی نانوتیر پیزوالکتریک به صورت زیر تعریف 

 ([28-26]) .شوندمی

 

(1) 𝜎𝑖𝑗(𝑥) = ∫𝛼(|𝑥′ − 𝑥|, 𝜏)(𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙(𝑥′)
𝑉

− 𝑒𝑚𝑖𝑗 𝐸𝑚 (𝑥
′))𝑑𝑉 (𝑥′) 

(2) 𝐷𝑖(𝑥) = ∫𝛼(|𝑥′ − 𝑥|, 𝜏)(𝑒𝑖𝑘𝑙 𝜀𝑘𝑙 (𝑥′)
𝑉

+ 𝑠𝑖𝑚𝐸𝑚(𝑥
′))𝑑𝑉 (𝑥′)

  

 mije، ماتریس ضرایب الاستیک، ijklCکه در این معادلات 

ماتریس ضرایب  imsماتریس ضرایب پیزوالکتریک و 

میدان  mEتانسور کرنش،  klهمچنین  ؛باشندالکتریک میدی

باشند. جابجایی الکتریکی می iDتانسور تنش و  ijالکتریکی، 

مدول غیرمحلی  (x'-x|, ، تابع وزن (2) ( و1) هایدر معادله

ثابتی  است. بعلاوه   ’xو  xفاصله اقلیدسی بین نقاط  |x’-x|و 

کند های داخلی و خارجی را بیان میاست که رابطه بین طول

ثابت ماده  0eشود که در آن تعریف می ea/L0eو به صورت 

طول مشخصه  aشود، های تجربی تعیین میاست که با روش

طول مشخصه خارجی است. استفاده از روابط  eL داخلی و

به همین دلیل  ،انتگرالی غیرمحلی پیچیده و دشوار است

لات شود. معادمعمولا از فرم دیفرانسیلی روابط بالا استفاده می

دیفرانسیلی غیرمحلی برای نانوتیر پیزوالکتریک به صورت زیر 

 [29] شود.نوشته می

 

(3) 𝜎𝑖𝑗 − (𝑒0𝑎)
2𝛻2𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 − 𝑒𝑚𝑖𝑗 𝐸𝑚 

(4) 𝐷𝑖 − (𝑒0𝑎)
2𝛻2𝐷𝑖 = 𝑒𝑖𝑗𝑘𝑙 𝜀𝑘𝑙 + 𝑠𝑖𝑚𝐸𝑚

  

عملگر لاپلاسین بوده و به صورت  𝛻2در این معادلات 

𝛻2 = 𝜕2/𝜕𝑥2 همچنین فرم ماتریسی  ؛شودتعریف می

 د.نشونوشته می( 5) به شکل (4)و  (3)معادلات 
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(5) 

{

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑧𝑧
𝜎𝑥𝑧

} − (𝑒0𝑎)
2𝛻2({

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑧𝑧
𝜎𝑥𝑧

})

= [

�̄�11 �̄�13 0

�̄�13 �̄�33 0

0 0 �̄�55

] {

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑧𝑧
𝜀𝑥𝑧
}

− [

0 �̄�31
0 �̄�33
�̄�15 0

] {
𝐸𝑥
𝐸𝑧
} 

 

(6) 

{
𝐷𝑥
𝐷𝑧
} − (𝑒0𝑎)

2𝛻2({
𝐷𝑥
𝐷𝑧
})

= [
0 0 �̄�15
�̄�31 �̄�33 0

] {

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑧𝑧
𝜀𝑥𝑧
}

+ [
�̄�11 0
0 �̄�33

] {
𝐸𝑥
𝐸𝑧
}

 .استکه در این معادلات ضرایب به صورت زیر  

(7) 

�̄�11 = 𝐶11 −
𝐶12
2

𝐶22
, �̄�13 = 𝐶13 −

𝐶12𝐶23
𝐶22

, �̄�33

= 𝐶33 −
𝐶23
2

𝐶22
 

�̄�55 = 𝐶55, �̄�31 = 𝑒31 −
𝐶12𝑒32
𝐶22

, �̄�33

= 𝑒33 −
𝐶23𝑒32
𝐶22

, �̄�15 = 𝑒15 

�̄�11 = 𝑠11, �̄�33 = 𝑠33 +
𝑒32
2

𝐶22
 

 

 حاکم بر نانوتیرهای پیزوالکتریکمعادلات  -۳
، تحت بارگذاری h، ضخامت Lنانوتیر پیزوالکتریک به طول 

بین  EV2و تحت اختلاف پتانسیل الکتریکی خارجی  0Pمحوری 

 در نظر گرفته شده است.  1سطح بالا و پایین تیر مطابق شکل 

 
هندسه نانوتیر پیزوالکتریک تحت بارگذاری محوری  -1شکل 

 و ولتاژ الکتریکی

محورهای  ،شودمشاهده می 1همانطور که در شکل 

به ترتیب در راستای طول، عرض و ضخامت  zو  x ،yمختصات 

وتیر شود که ناناند. در این مقاله فرض میتیر در نظر گرفته شده

که لایه عددی نامیده شده است  لیتشکلایه فرضی  Nاز 

که با در نظر گرفتن سطح بالا و پایین در مجموع شوند می

N+1 ( طوح سهای عددی و سطح مشترک لایهسطح عددی

جابجایی در  در تیر وجود خواهد داشت.ی تیر( پایین و بالا

نشان دادخ  w(x,z,t)با   zو در راستای  u(x,z,t)با  xراستای 

جابجایی سطح عددی  x,t(kW (و kU)x,t (با فرض اینکه. شودمی

k میدان جابجایی تیر  ،اُم در راستای طول و ضخامت تیر باشد

 .[42] قابل بیان خواهد بود (8) بصورت

(8) 
𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑡) = ∑ 𝑈𝑘(𝑥, 𝑡)𝛷𝑘(𝑧)

𝑁+1

𝑘=1

 

𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = ∑𝑊𝑘(𝑥, 𝑡)𝛷𝑘(𝑧)

𝑁+1

𝑘=1

 

 

 k است که در سطح zتابع درونیاب لاگرانژی از  z(k(که 

اُم دارای مقدار برابر یک و در سایر سطوح دارای مقدار صفر 

 شود.تعریف می( 9) صورته است و ب

(9) 𝛷𝑘 =

{
 
 

 
 
0                  𝑧 ≤ 𝑧𝑘−1
𝑧 − 𝑧𝑘−1
ℎ𝑘−1

𝑧𝑘−1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧𝑘

𝑧𝑘+1 − 𝑧

ℎ𝑘
𝑧𝑘 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧𝑘+1

0                  𝑧 ≥ 𝑧𝑖+1

       

 𝑘 = 1,2, . . . , 𝑁 + 1 

 

 zمختصه  kzاُم و  kضخامت لایه عددی  kh(، 9در معادله )

فرم کلی پتانسیل همچنین  ؛دهنداُم را نشان میk سطح عددی 

پیزوالکتریک با توجه به الکتریکی اعمال شده بر نانوتیر 

 شوند.معادلات ماکسول به صورت زیر در نظر گرفته می

 

(10) 𝜙(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝛷𝑘
𝐸(𝑥, 𝑡)𝛷𝑘(𝑧) +

2𝑧

ℎ
𝑉𝐸  

𝑘 = 1,2, . . . , 𝑁 + 1 

 

پتانسیل اولیه الکتریکی روی سطح  EV (،10که در معادله )

پتانسیل اولیه الکتریکی روی سطح  -EV ،(2h=z/) ی تیربالا

x,tk)( و (2h-=z/) تیر پایین
E پتانسیل الکتریکی  توزیع

شرایط اعمال  h/EzV2باشند. با توجه به اینکه ترم خطی می

ر دلذا  ،کندپتانسیل در سطوح بالا و پایین ورق را ارضا می

x,tk)(ای ( پتانسیل لایه10معادله )
E ر سطوح بالا و پایین د

0x,t)(E=یعنی  ؛باشدنانوتیر باید برابر با صفر 
N+1x,t)=(E

1. 

به  zو  xمیدان الکتریکی در راستای ( 10با استفاده از رابطه )

 آید.دست میه ب( 11) صورت

 

(11) 𝐸𝑥 = −
𝜕𝜙

𝜕𝑥
= −

𝜕𝛷𝑘
𝐸

𝜕𝑥
𝛷𝑘(𝑧) 
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𝐸𝑧 = −
𝜕𝜙

𝜕𝑧
= −𝛷𝑘

𝐸 𝑑𝛷𝑘(𝑧)

𝑑𝑧
−
2𝑉𝐸

ℎ
  

های درون جابجایی، کرنش-با توجه به روابط کرنش

 .خواهد بود (12) ای به صورتصفحهای و برون صفحه

 

(12) 

𝜀𝑥 =
𝜕𝑈𝑘
𝜕𝑥

𝛷𝑘 

𝜀𝑧 =
𝑑𝛷𝑘
𝑑𝑧

𝑊𝑘  

𝛾𝑥𝑧 =
𝑑𝛷𝑘
𝑑𝑧

𝑈𝑘 +
𝜕𝑊𝑘

𝜕𝑥
𝛷𝑘 

 

براساس اصل همیلتون معادلات حاکم بر مساله نانوتیر 

 .شونداستخراج می( 13) پیزوالکتریک با استفاده از معادله

 

(13) 𝛿𝛱 = ∫ (𝛿𝑈 + 𝛿𝑉 − 𝛿𝑇)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

 

 

به ترتیب انرژی کرنشی، کار  Tو  U ،V( 13که در معادله )

. انرژی کرنشی نانوتیر استنیروهای خارجی و انرژی جنبشی 

 [29] شود.تعریف می (14)صورت ه پیزوالکتریک ب

 

(14) 

𝛿𝑈 = ∫ (𝜎𝑥𝑥𝛿𝜀𝑥𝑥 +𝑉
𝜎𝑧𝑧𝛿𝜀𝑧𝑧 +

𝜎𝑥𝑧𝛿𝛾𝑥𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧  

−∫(𝐷𝑥𝛿𝐸𝑥 +𝐷𝑧𝛿𝐸𝑧)
𝑉

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

 

( 14با قرار دادن میدان کرنش و میدان الکتریکی، معادله )

 شود.بازنویسی می (15) شکلبه 
 

(15) 
𝛿𝑈 = ∫ (𝜎𝑥𝑥

𝜕𝛿𝑈𝑘

𝜕𝑥
𝛷𝑘(𝑧)𝑉

+ 𝜎𝑧𝑧
𝑑𝛷𝑘(𝑧)

𝑑𝑧
𝛿𝑊𝑘 +

𝜎𝑥𝑧
𝑑𝛷𝑘(𝑧)

𝑑𝑧
𝛿𝑈𝑘 + 𝜎𝑥𝑧

𝜕𝛿𝑊𝑘

𝜕𝑥
𝛷𝑘(𝑧))𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧  

+∫ (𝐷𝑥
𝜕𝛿𝛷𝑘

𝐸

𝜕𝑥
𝛷𝑘(𝑧) + 𝐷𝑧𝛿𝛷𝑘

𝐸 𝑑𝛷𝑘(𝑧)

𝑑𝑧𝑉
)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧  

 

همچنین کار نیروهای خارجی پتانسیل الکتریکی و نیروی 

 [29] آید.می به دست (16) محوری با معادله
 

(16) 
𝛿𝑉 = ∫ (𝑁𝑥𝑥

𝑀 +𝑁𝑥𝑥
𝐸 ) (

𝜕𝑊𝑁𝑐

𝜕𝑥
𝛿
𝜕𝑊𝑁𝑐

𝜕𝑥
)𝑑𝑥

𝐿

0
 =

∫ (𝑁𝑥𝑥
𝑀 +𝑁𝑥𝑥

𝐸 ) (
𝜕2𝛿𝑊𝑁𝑐

𝜕𝑥2
𝛿𝑊𝑁𝑐)𝑑𝑥

𝐿

0
 

 

Mه شماره سطح میانی تیر است. بعلاو cNدر این معادله 
xxN 

E و
xxN  به ترتیب نیروی محوری حاصل از بارگذاری مکانیکی

0P  و نیروی حاصل از اعمال پتانسیل الکتریکی خارجی اولیه

E2V شوند.تعریف می (17) که به صورت است 

(17) 𝑁𝑥𝑥
𝑀 = 𝑃0 

𝑁𝑥𝑥
𝐸 = 2�̄�31𝑉𝐸 

ستخراج ا (18) انرژی جنبشی تیر به صورتهمچنین 

  [29].شودمی
 

(18) 

𝛿𝑇 =

∫ ∫ 𝜌(𝑧)((𝛷𝑗
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑡
) (𝛷𝑘𝛿

𝜕𝑈𝑘

𝜕𝑡
) +

ℎ

2

−
ℎ

2

𝐿

0

(𝛷𝑗
𝜕𝑊𝑗

𝜕𝑡
)(𝛷𝑘𝛿

𝜕𝑊𝑘

𝜕𝑡
))𝑑𝑧𝑑𝑥  

 

kهای بندی منتجهسازی فرمولبرای ساده
xM ،k

xR ،k
zN ،

k
xQ ،�̃�𝑥

𝑘،�̃�𝑧
𝑘  وkjE شوند.زیر تعریف می مطابق 

 

(19) 

(𝑀𝑥
𝑘 , �̃�𝑥

𝑘 , 𝑅𝑥
𝑘) = ∫ (𝜎𝑥𝑥 , 𝐷𝑥, 𝜎𝑥𝑧)𝛷𝑘

ℎ

2

−ℎ

2

𝑑𝑧 

(𝑁𝑧
𝑘 , �̃�𝑧

𝑘 , 𝑄𝑥
𝑘) = ∫ (𝜎𝑧𝑧, 𝐷𝑧, 𝜎𝑥𝑧)

𝑑𝛷𝑘
𝑑𝑧

𝑑𝑧

ℎ

2

−ℎ

2

 

𝐸𝑘𝑗 = ∫ 𝜌(𝑧)𝛷𝑘(𝑧)𝛷𝑗(𝑧)𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 

 

(، این 18( و )15( در معادلات )19با قرار دادن معادله )

 شوند.میمعادلات به صورت زیر بازنویسی 

 

(20) 

𝛿𝑈 = ∫ (𝑀𝑥
𝑘 𝜕𝛿𝑈𝑘

𝜕𝑥
+𝑁𝑧

𝑘𝛿𝑊𝑘 +𝑄𝑥
𝑘𝛿𝑈𝑘 +

𝐿

0

𝑅𝑥
𝑘 𝜕𝛿𝑊𝑘

𝜕𝑥
)𝑑𝑥 + ∫ (�̃�𝑥

𝑘 𝜕𝛿𝛷𝑘
𝐸

𝜕𝑥
+ �̃�𝑧

𝑘𝛿𝛷𝑘
𝐸)

𝐿

0
𝑑𝑥 =

∫ ((𝑄𝑥
𝑘 −

𝐿

0

𝜕𝑀𝑥
𝑘

𝜕𝑥
)𝛿𝑈𝑘 + (𝑁𝑧

𝑘 −
𝜕𝑅𝑥

𝑘

𝜕𝑥
)𝛿𝑊𝑘 + (�̃�𝑧

𝑘 −

𝜕�̃�𝑥
𝑘

𝜕𝑥
)𝛿𝛷𝑘

𝐸)𝑑𝑥 +𝑀𝑥
𝑘𝛿𝑈𝑘|0

𝐿+𝑅𝑥
𝑘𝛿𝑊𝑘|0

𝐿 +

�̃�𝑥
𝑘𝛿𝛷𝑘

𝐸|0
𝐿 

(21) 
∫ 𝛿𝑇𝑑𝑡
𝑡2
𝑡1

= −∫ ∫ 𝐸𝑘𝑗
𝐿

0
(
𝜕2𝑈𝑗

𝜕𝑡2
𝛿𝑈𝑘 +

𝑡2
𝑡1

𝜕2𝑊𝑗

𝜕𝑡2
𝛿𝑊𝑘) 𝑑𝑥𝑑𝑡  

 

( 13( در معادله )21( و )20(، )16با قرار دادن معادلات )

 .شودستخراج میا( 22) مانندمعادلات حاکم بر مساله 
 

(22) 

𝜕𝑀𝑥
𝑘

𝜕𝑥
−𝑄𝑥

𝑘 = 𝐸𝑘𝑗
𝜕2𝑈𝑗

𝜕𝑡2
  

𝜕𝑅𝑥
𝑘

𝜕𝑥
− 𝑁𝑧

𝑘 = 𝐸𝑘𝑗
𝜕2𝑊𝑗

𝜕𝑡2
− (𝑁𝑥𝑥

𝑀 +𝑁𝑥𝑥
𝐸 ) (

𝜕2𝑊𝑁𝑐

𝜕𝑥2
) 

𝜕�̃�𝑥
𝑘

𝜕𝑥
− �̃�𝑧

𝑘 = 0 
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ها و میدان کرنش جاگذاری( و 6( و )5با توجه به رابطه )

الکتریکی بر حسب جابجایی مکانیکی و پتانسیل الکتریکی، 

 شوند.تنش و جابجایی الکتریکی به صورت زیر نوشته می
 

(23) 

𝜎𝑥𝑥 − (𝑒0𝑎)
2𝛻2𝜎𝑥𝑥 = �̄�11

𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑥
𝛷𝑗 +

�̄�13
𝑑𝛷𝑗

𝑑𝑧
𝑊𝑗 + �̄�31𝛷𝑘

𝐸 𝑑𝛷𝑘

𝑑𝑧
+ �̄�31

2𝑉𝐸

ℎ
 𝜎𝑧𝑧 −

(𝑒0𝑎)
2𝛻2𝜎𝑧𝑧 = �̄�13

𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑥
𝛷𝑗 + �̄�33

𝑑𝛷𝑗

𝑑𝑧
𝑊𝑗 +

�̄�33𝛷𝑘
𝐸 𝑑𝛷𝑘

𝑑𝑧
+ �̄�33

2𝑉𝐸

ℎ
 𝜎𝑥𝑧 − (𝑒0𝑎)

2𝛻2𝜎𝑥𝑧 =

�̄�55
𝑑𝛷𝑗

𝑑𝑧
𝑈𝑗 + �̄�55

𝜕𝑊𝑗

𝜕𝑥
𝛷𝑗 + �̄�15

𝜕𝛷𝑗
𝐸

𝜕𝑥
𝛷𝑗  𝐷𝑥 −

(𝑒0𝑎)
2𝛻2𝐷𝑥 = �̄�15

𝑑𝛷𝑗

𝑑𝑧
𝑈𝑗 + �̄�15

𝜕𝑊𝑗

𝜕𝑥
𝛷𝑗 −

�̄�11
𝜕𝛷𝑗

𝐸

𝜕𝑥
𝛷𝑗 𝐷𝑧 − (𝑒0𝑎)

2𝛻2𝐷𝑧 = �̄�31
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑥
𝛷𝑗 +

�̄�33
𝑑𝛷𝑗

𝑑𝑧
𝑊𝑗 − �̄�33𝛷𝑗

𝐸 𝑑𝛷𝑗

𝑑𝑧
− �̄�33

2𝑉𝐸

ℎ
 

 

های تنش و جابجایی الکتریکی در گیری از مولفهبا انتگرال

( به 19راستای ضخامت پارامترهای تعریف شده در معادله )

 شوند.فرم زیر بازنویسی می
 

(24) 

𝑀𝑥
𝑘 − (𝑒0𝑎)

2𝛻2𝑀𝑥
𝑘 = 𝐷11

𝑘𝑗 𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑥
+ 𝐵13

𝑘𝑗
𝑊𝑗 +

 𝑒𝐵31
𝑘𝑗
𝛷𝑗
𝐸 +  𝑒𝐵31

𝑘 2𝑉𝐸

ℎ
  

 𝑁𝑧
𝑘 − (𝑒0𝑎)

2𝛻2𝑁𝑧
𝑘 = 𝐵13

𝑗𝑘 𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑥
+ 𝐴33

𝑘𝑗
𝑊𝑗 +

+ 𝑒𝐴33
𝑘𝑗
𝛷𝑗
𝐸 +  𝑒𝐴33

𝑘 2𝑉𝐸

ℎ
 𝑄𝑥
𝑘 − (𝑒0𝑎)

2𝛻2𝑄𝑥
𝑘 =

𝐴55
𝑘𝑗
𝑈𝑗 + 𝐵55

𝑗𝑘 𝜕𝑊𝑗

𝜕𝑥
+  𝑒𝐵15

𝑗𝑘 𝜕𝛷𝑗
𝐸

𝜕𝑥
 

𝑅𝑥
𝑘 − (𝑒0𝑎)

2𝛻2𝑅𝑥
𝑘 = 𝐵55

𝑘𝑗
𝑈𝑗 + 𝐷55

𝑘𝑗 𝜕𝑊𝑗

𝜕𝑥
+

 𝑒𝐷15
𝑘𝑗 𝜕𝛷𝑗

𝐸

𝜕𝑥
  

�̃�𝑥
𝑘 − (𝑒0𝑎)

2𝛻2�̃�𝑥
𝑘 =  𝑒𝐵15

𝑘𝑗
𝑈𝑗 +  𝑒𝐷15

𝑘𝑗 𝜕𝑊𝑗

𝜕𝑥
−

 𝑠𝐷11
𝑘𝑗 𝜕𝛷𝑗

𝐸

𝜕𝑥
 �̃�𝑧

𝑘 − (𝑒0𝑎)
2𝛻2�̃�𝑧

𝑘 =  𝑒𝐵31
𝑗𝑘 𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑥
+

 𝑒𝐴33
𝑘𝑗
𝑊𝑗 −  𝑠𝐴33

𝑘𝑗
𝛷𝑗
𝐸 −  𝑠𝐴33

𝑘 2𝑉𝐸

ℎ
 

 

kjهای در این معادلات ماتریس
abA ،k

abAe ،k
abAs،k

abBe  ،
kj

abB ،kj
abD ،kj

abAe ،kj
abBe ،kj

abDe ،kj
abAs  وkj

abDs صورت زیر ه ب

 اند. تعریف شده

 

(25) 

(𝐷𝑎𝑏
𝑘𝑗
,  𝑒𝐷𝑎𝑏

𝑘𝑗
,  𝑠𝐷𝑎𝑏

𝑘𝑗
) =

∫ (�̄�𝑎𝑏, �̄�𝑎𝑏 ,s̄𝑎𝑏)𝛷𝑘(𝑧)𝛷𝑗(𝑧)𝑑𝑧
ℎ

2

−
ℎ

2

  

(𝐵𝑎𝑏
𝑘𝑗
,  𝑒𝐵𝑎𝑏

𝑘𝑗
) = ∫ (�̄�𝑎𝑏, �̄�𝑎𝑏)𝛷𝑘(𝑧)

𝑑𝛷𝑗(𝑧)

𝑑𝑧
𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 

(𝐴𝑎𝑏
𝑘𝑗
,  𝑒𝐴𝑎𝑏

𝑘𝑗
,  𝑠𝐴𝑎𝑏

𝑘𝑗
=

∫ (�̄�𝑎𝑏, �̄�𝑎𝑏 ,s̄𝑎𝑏)
𝑑𝛷𝑘(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑𝛷𝑗(𝑧)

𝑑𝑧
𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

  

( 𝑒𝐴𝑎𝑏
𝑘 ,  𝑠𝐴𝑎𝑏

𝑘𝑗
) = ∫ (�̄�𝑎𝑏,s̄𝑎𝑏)

𝑑𝛷𝑘(𝑧)

𝑑𝑧
𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 

 𝑒𝐵𝑎𝑏
𝑘 = ∫ �̄�𝑎𝑏𝛷𝑘(𝑧)𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

  

باشند. با  5یا و  3، 1توانند اعداد می bو  aکه اندیس 

( در معادلات حاکم بر مساله، 25قراردادن پارامترهای معادله )

E و jU ،jW این معادلات برای نانوتیر پیزوالکتریک بر حسب
j 

 .شود، استخراج میمعادله است( 3N+3)که شامل 

(26) 

D11
kj

∂2U

j

∂x2
+ B13

kj ∂Wj

∂x
  

 

+ eB31
kj ∂Φj

E

∂x
− A55

kj
Uj  

−B55
jk ∂Wj

∂x
−  eB15

jk ∂Φj
E

∂x
  

= (1 − (e0a)
2∇2)(Ekj

∂2Uj

∂t2
) B55

kj ∂Uj

∂x
+

D55
kj ∂

2Wj

∂x2
+  eD15

kj ∂
2Φj

E

∂x2
 

−B13
jk ∂Uj

∂x
− A33

kj
Wj −  eA33

kj
Φj
E −  eA33

k
2VE
h

 

= (1 − (e0a)
2∇2)(Ekj

∂2Wj

∂t2
− (Nxx

M +

Nxx
E )(

∂2WNc

∂x2
)  eB15

kj ∂Uj

∂x
+  eD15

kj ∂
2Wj

∂x2
−

 sD11
kj ∂

2Φj
E

∂x2
−  eB31

jk ∂Uj

∂x
−  eA33

kj
Wj +  sA33

kj
Φj
E +

 sA33
k 2VE

h
= {0} 

 

 کیزوالکتریپ یرهایارتعاشات نانوتحل  -4
ن گاه ساده به صورت زیر نشاشرایط مرزی برای نانوتیر با تکیه

 شود.داده می
 

(27) 
𝛿𝑈𝑘 = 0 𝑜𝑟 𝑀𝑥

𝑘 = 0; 
𝛿𝑊𝑘 = 0 𝑜𝑟 𝑅𝑥

𝑘 = 0;𝑎𝑡 𝑥 = 0𝑎𝑛𝑑 𝑥 = 𝐿 
𝛿𝛷𝐸

𝑘 = 0 𝑜𝑟 �̃�𝑥
𝑘 = 0; 

 

خاب انتبه صورت زیر پاسخ معادله با توجه به شرایط مرزی 

 .نمایدکه شرایط مرزی را ارضا می شوندمی

 

(28) 

{𝑈(𝑥, 𝑡)} = {�̄�}𝑚 𝑐𝑜𝑠(
𝑚𝜋𝑥

𝐿
)𝑒𝑖𝜔𝑚𝑝𝑡 

{𝑊(𝑥, 𝑡)} = {�̄�}𝑚 𝑠𝑖𝑛(
𝑚𝜋𝑥

𝐿
)𝑒𝑖𝜔𝑚𝑝𝑡 

{𝛷𝐸(𝑥, 𝑡)} = {�̄�𝐸}𝑚 𝑠𝑖𝑛(
𝑚𝜋𝑥

𝐿
)𝑒𝑖𝜔𝑚𝑝𝑡 
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 mpشماره مد ارتعاشی بوده و  pو  mدر این معادله 

 و {x,tW(} ،{x,tU(}همچنین  است؛فرکانس ارتعاشی 

{)x,t} 1+های ستونی مجهولات هرکدام با ماتریسN 

 هایی با ضرایب ثابتماتریس 𝑚{Φ̅𝐸}و  𝑚 ،{�̅�}𝑚{�̅�} و مولفه

به صورت زیر بیان  𝑚{�̅�} و {(Ux,t}به عنوان مثالباشند. می

 شود.می

 

(29) {𝑈(𝑥, 𝑡)}𝑇 = {𝑈1(𝑥, 𝑡), 𝑈2(𝑥, 𝑡), … , 𝑈𝑁+1(𝑥, 𝑡)} 

(30) {�̄�}𝑇 = {�̄�1, �̄�2, . . . , �̄�𝑁+1} 

 

های غیر های طبیعی ترمآوردن فرکانس به دستبرای 

در نظر  ،هستند EV( که همگی دارای ترم 26همگن در معادله )

ها نقشی در فرکانس طبیعی چرا که این ترم ؛شوندگرفته نمی

 ( و26( در معادله )28ندارند. حال با جایگذاری معادله )

  شود.حاصل می (31) ها، معادلهجداسازی ضرایب مولفه

 

(31) [𝐴] {

{�̄�}𝑚
{�̄�}𝑚
{�̄�𝐸}𝑚

} = {

{0}

{0}
{0}
} 

 

برای  مولفه است. N+1ماتریس ستونی صفر با  {0}که 

آوردن فرکانس طبیعی نانوتیر پیزوالکتریک و تعیین  استخراج

، دترمینان ماتریس ضرایب برابر (31)جواب غیر صفر معادله 

  شود.قرار داده میصفر 

 

(32) |[𝐴]| = 0 

 

 mpفرکانس طبیعی  m ،(+3N3)برای هر شماره مد 

و مد  خمشیمد  p=1شوند. مد ارتعاشی مربوط به محاسبه می

[ و 43] شوند )مد ضخامت نامیده می p>1ارتعاشی مربوط به 

های (. تئوری ارائه شده در این پژوهش برخلاف تئوری[44]

ا های ارتعاشی مرتبط بفرکانس ،قادر است تغییر شکل برشی

های بینی نماید، در حالی که تئوریمدهای ضخامت را نیز پیش

ر نظر دبه دلیل  تغییر شکل برشیهای پیشین مانند تئوری

 ساده برای میدان جابجایی و میدان کرنشفرم  گرفتن

های طبیعی مربوط به مدهای ضخامت را توانند فرکانسنمی

 مایند.بینی نپیش

 

 

 و بحث جینتا -5

در این بخش ارتعاشات آزاد نانوتیر پیزوالکتریک بررسی 

رائه اهای طبیعی نانوتیر . نتایج عددی شامل فرکانسشودمی

که توسط تئوری مطرح شده در این پژوهش  شوندیم

تشکیل شده  PZT-4اند. نانوتیر پیزوالکتریک از بینی شدهپیش

  آورده شده است. 1که خواص آن در جدول 

 

 ([46[ و ]45]) PZT-4خواص ماده  -1جدول 
 مقدار واحد پارامتر

22C=11C GPa 132 
12C GPa 71 
13C GPa 73 
33C GPa 115 

55C=44C GPa 26 
66C GPa 6/30 
31e 2C/m 1/4- 
33e 2C/m 1/14 
15e 2C/m 5/10 
11s 1-m1-CV9-10 841/5 
33s 1-m1-CV9-10 124/7 
 

3kg/m 7500 

 

نانوتیر تحت پتانسیل خارجی الکتریکی و بار مکانیکی 

قرار دارد. در ادامه اثرات پارامترهای مختلف مانند نسبت 

غیرمحلی، پتانسیل وتیر، پارامتر نانطول بر ضخامت 

بار مکانیکی محوری بر ارتعاشات آزاد  خارجی الکتریکی و

کانس رد. فرگینانوتیر پیزوالکتریک مورد بررسی قرار می

تعریف ( 33) رابطهصورت ه بعد نانوتیر پیزوالکتریک ببی

  شوند.می

 

(33) 𝜔∗ = 𝜔𝑚𝑝𝐿√
𝜌

�̄�11
 

 

  جینتا ییهمگرا یبررس -5-1

های عددی بر دقت نتایج در در این قسمت اثر تعداد لایه

گیرد. همگرایی نتایج برای تئوری حاضر مورد بحث قرار می

، 80nmL ،=10L/h، L0/2=a0e=نانوتیر پیزوالکتریک با 

Kw=Kp=P0=0 برای دو مقدار ولتاژ الکتریکی خارجی 

=0VEV و V3/0=EV  بررسی شده است. نتایج  2در شکل

)تئوری تیر  [29] بینی شده توسط تئوری حاضر با مرجعپیش
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شود مشاهده می 2اند. با توجه به شکل تیموشنکو( مقایسه شده

بینی شده مقادیر فرکانس پیش N=1که در تعداد لایه عددی 

یکه باشند، در حالتوسط هر دو تئوری با دقت بالایی یکسان می

بینی شده پیش های عددی مقدار فرکانسبا افزایش تعداد لایه

توسط تئوری حاضر کمتر از مقدار آن در تئوری تیموشنکو 

است. این تفاوت به دلیل در نظر گرفتن فرم کلی برای میدان 

شود که همچنین مشاهده می است؛میدان کرنش  جابجایی و

های عددی مقدار فرکانس طبیعی کاهش با افزایش تعداد لایه

 دهد.رخ می N=15 حدودیافته و همگرایی در 

 

 
همگرایی فرکانس طبیعی نانوتیر پیزوالکتریک برای  -2شکل

  V3/0=EVو  0VEV=مقدار ولتاژالکتریکی خارجی 

 

 جینتا یعتبارسنجا -5-2

های برای اعتبارسنجی روش معرفی شده در این مقاله، فرکانس

بینی شده توسط تئوری طبیعی نانوتیر پیزوالکتریک پیش

بینی شده توسط تئوری تیموشنکو برای حاضر با نتایج پیش

گیرد. مورد بررسی قرار می 2در جدول  a/L0e مقادیر مختلف

 L=80nm و h=10nm پارامترهای هندسی در این نانوتیر شامل

ئوری بینی شده توسط تباشند. مقادیر فرکانس طبیعی پیشمی

های فرکانس با ددیهای عمقادیر مختلف لایهحاضر برای 

 بینی شده توسط تئوری تیموشنکو غیرمحلیطبیعی پیش

در تعداد  ،دشواند. همانطور که ملاحظه میمقایسه شده [29]

بینی طبیعی پیشهای فرکانس (،N=1)های عددی پایین لایه

شده توسط تئوری ارائه شده در این مقاله با دقت خوبی نزدیک 

بینی شده توسط تئوری تیموشنکو به مقادیر فرکانس پیش

های عددی کاهش غیرمحلی است. روش حاضر با افزایش لایه

همگرایی رخ داده است و همانگونه  N=15یافته و تقریبا برای 

 ،( ملاحظه شد2که در بررسی همگرایی نتایج در شکل )

تقریبا با یکدیگر  و بالاتر N=15بینی روش حاضر برای پیش

و توسط تئوری تیموشنکبینی انجام شده برابر است و از پیش

بینی با توجه به اینکه نتایج پیش تر است.[ پایین29] غیرمحلی

بینی های طبیعی تیر یک پیشوشینکو برای فرکانستئوری تیم

روش حاضر نسبت به  بینیلذا پایین بودن پیش است؛حدبالا 

 بینی است.مدل تیموشینکو کاملا منطقی و قابل پیش

بینی شده برای ارتعاشات نانوتیر همچنین نتایج پیش

بینی روش المان حاضر و پیش پیزوالکتریک با استفاده از روش

ارائه شده است،  [34] که توسط محتشمی و طادی بنیمحدود 

در  ،شوداند. مشاهده میبا یکدیگر مقایسه شده 3در جدول 

بینی شده توسط تئوری نتایج پیش N=1تعداد لایه عددی 

حاضر و روش المان محدود بسیار نزدیک به یکدیگرند. با 

بینی های عددی مقدار فرکانس طبیعی پیشافزایش تعداد لایه

شود برای شده توسط روش حاضر کاهش یافته و مشاهده می

N=30 بینی شده توسط تئوری حاضر کمتر از مقادیر پیش

وسط روش المان محدود با تعداد المان بینی شده تمقادیر پیش

 باشند.مختلف می
 

بعد نانوتیر های طبیعی بیفرکانس -2جدول 

 m=1 و h=10nm ،L=80nm پیزوالکتریک به ازای

4/0 3/0 2/0 1/0 0 a/L0e 

7832/1 0840/2 4248/2 7312/2 8637/2  N=1 

6135/1 8857/1 1940/2 4720/2 5912/2 N=5 

6060/1 8769/1 1838/2 4605/2 5791/2 N=15 

6055/1 8762/1 1830/2 4599/2 5782/2 N=25 

6052/1 8761/1 1835/2 4596/2 5781/2 N=30 

7924/1 0948/2 4374/2 7463/2 8786/2 [29] 

 خطا % 44/10 44/10 41/10 44/10 44/10

 

 ×(s 1010/1)فرکانس طبیعی تیر پیزوالکتریک  -3جدول 

 0a0e= و 10nmL=به ازای 
L/h=30 L/h=20 L/h=15   

0000/4 9999/5 9999/7 2 Elements  مرجع

[34] 

FEM 

9875/3 9812/5 9749/7 3 Elements 

9847/3 9870/5 9693/7 5 Elements 

9770/3 9523/5 9118/7      N=1  روش

 N=2      2833/7 4774/5 6588/3 حاضر

5524/3 3064/5 0592/7  N=30 

85/10 37/11 50/11  
اختلاف 

(%) 
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که همگرایی نتایج عددی روش  همچنین با توجه به این

آمده است و مشاهده شده است که  1-5 بخشه شده در ئارا

های عددی نتایج عددی تئوری حاضر با افزایش تعداد لایه

توان نتیجه می ،بسرعت به عدد مشخص همگرا شده است

ل فرکانس طبیعی قابگرفت دقت روش حاضر در تعیین مقادیر 

توان اثر پارامترهای مختلف بر ارتعاشات قبول بوده و از اینرو می

آزاد نانوتیر پیزوالکتریک را با استفاده از تئوری حاضر مورد 

 بررسی قرار داد.

بعد نانوتیر اثر پارامتر غیرمحلی بر فرکانس طبیعی بی

مورد مطالعه قرار گرفته است.  3پیزوالکتریک در شکل 

افزایش پارامتر  ،دشوهمانطور که در این شکل ملاحظه می

محلی در تمامی مدهای ارتعاشی موجب کاهش فرکانس غیر

گردد. با افزایش مد نانوتیر پیزوالکتریک میبعد بیطبیعی 

بعد بیارتعاشی تاثیر پارامتر غیرمحلی بر فرکانس طبیعی 

بعد یبمقدار فرکانس طبیعی  ،گرددبیشتر شده و مشاهده می

به  ابد.یاول کاهش می در مد پنجم با شیب بیشتر نسبت به مد

، با افزایش نسبت پارامتر خمشیعنوان مثال برای مد اول 

 46فرکانس طبیعی بی بعد  0/5تا  صفرغیرمحلی بر طول از 

)درصد کاهش یافته
0/1910−0/3557

0/3557
× و برای مد پنجم   (100

 تا رصف، با افزایش نسبت پارامتر غیرمحلی بر طول از خمشی

)درصد  87فرکانس طبیعی بی بعد  5/0
0/6660−5/2728

5/2728
×

کاهش یافته است. در واقع با افزایش پارامتر غیرمحلی  (100

انس یافته و در نتیجه فرک کاهشسفتی نانوتیر پیزوالکتریک 

  یابد.طبیعی کاهش می

 

 
غیرمحلی بر فرکانس طبیعی بیاثر پارامتر  -۳شکل

 (60nmL ،=6L/h ،=00P=EV=)بعد نانوتیر پیزوالکتریک 
 

 5و  4های اثر پارامتر غیرمحلی بر نسبت فرکانس در شکل

نشان داده شده است. نسبت فرکانس طبیعی غیرمحلی بر 

ωmp(e0a≠0)فرکانس طبیعی محلی )

ωmp(e0a=0)
( را نسبت فرکانس تعریف 

شود که نسبت مشاهده می 5و  4های کنند. در شکلمی

برابر یک بوده و با افزایش پارامتر غیرمحلی  0a/L0e=فرکانس در 

محلی مقدار  شود که تئورییابد؛ نتیجه گرفته میکاهش می

نی بیفرکانس را بیشتر از مقدار آن در حالت غیرمحلی پیش

ظر نمودن از پارامتر غیرمحلی، مخصوصا در نماید؛ لذا صرفنمی

بینی بالاتر از مقدار واقعی مدهای ارتعاشی بالاتر به پیش

به عنوان مثال در مد اول، با افزایش  .انجامدفرکانس طبیعی می

، نسبت فرکانس 0/5نسبت پارامتر غیرمحلی بر طول از صفر تا 

یابد. کاهش می0/53غیرمحلی بر فرکانس طبیعی از یک به 

تر اشاره شد، استفاده از مدل غیر محلی باعث همانطور که پیش

 ود.شبینی شده برای نانوتیر میکاهش مقدار فرکانس پیش

 

 
اثر پارامتر غیرمحلی بر نسبت فرکانس در  -4شکل

، 60nmL ،=6L/h ،m=p=1=)ولتاژهای الکتریکی مختلف 

=00P) 

 
اثر پارامتر غیرمحلی بر نسبت فرکانس در  -5شکل

، 60nmL ،=6L/h=)مدهای طولی ارتعاشی مختلف 

=00=PEV) 
 

را بر فرکانس طبیعی نانوتیر  L/h اثر نسبت 6شکل 

 شود، با افزایش نسبتدهد. مشاهده میپیزوالکتریک نشان می
L/h د؛ یابفرکانس طبیعی در تمامی مدهای ارتعاشی کاهش می
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اثر شماره مد بر فرکانس ارتعاشی  L/h افزایش همچنین با

 .شوندکاهش یافته و مقادیر به یکدیگر نزدیکتر می

 

 
اثر نسبت طول به ضخامت نانوتیر بر فرکانس  -6شکل

 (60nmL ،L=0.2a0e ،=00P=EV=)طبیعی 

 اثر ولتاژ الکتریکی اعمال شده بر نانوتیر پیزوالکتریک

(=6L/h=60nm, L ،L=0.2a0e ،=00P)  بر فرکانس طبیعی

شود، افزایش است. مشاهده می شدهبررسی  7بعد در شکل بی

ولتاژ الکتریکی مثبت اعمال شده بر نانوتیر پیزوالکتریک موجب 

درحالیکه افزایش  ،شودکاهش فرکانس طبیعی نانوتیر می

مقادیر منفی ولتاژ الکتریکی باعث افزایش فرکانس طبیعی می

لتاژ الکتریکی مثبت مانند اعمال نیروی در واقع اعمال و .شود

مکانیکی محوری فشاری بر نانوتیر بوده و اعمال ولتاژ الکتریکی 

ه ب .است کششیمنفی مانند اعمال نیروی مکانیکی محوری 

 ولت، 0/5تا  0عنوان مثال در مد اول، با افزایش ولتاژ مثبت از 

یابد و با افزایش درصد کاهش می 2/36بعد فرکانس طبیعی بی

 2/32بعد ، فرکانس طبیعی بیولت  0/5-تا  0ولتاژ منفی از 

 . یابددرصد افزایش می

 

 
اثر ولتاژ اعمالی بر نانوتیر پیزوالکتریک بر  -7شکل

 بعد در مدهای مختلففرکانس طبیعی بی

 

بر فرکانس طبیعی نانوتیر  0P محوری اثر نیروی مکانیکی

مده آ 4پیزوالکتریک در مدهای مختلف ارتعاشی در جدول 

شود با افزایش نیروی کششی فرکانس مشاهده می است.

یابد. طبیعی افزایش یافته و با افزایش نیروی فشاری کاهش می

با افزایش نیروی کششی  1m=و ، V3/0=EVبه عنوان مثال در 

یافته درصد افزایش  3/63مقدار فرکانس طبیعی  1N/mتا  0از 

مقدار  1-تا  0در حالیکه با افزایش نیروی فشاری از  ،است

 درصد کاهش یافته است.  3/76 فرکانس طبیعی

 

بر  0P (N/m) اثر نیروی مکانیکی اعمال شده -4جدول 

و  mبرای مدهای ارتعاشی بعد فرکانس طبیعی بی

 ، 6L/h=مختلف به ازای EV(V) ولتاژهای الکتریکی
=60nmL ،L2/0=a0e  

0P M V

E 1 0.5 0 -0.5 -1 
3675/

0 

3604/

0 

3531/

0 

3457/

0 

3381/

0 

1 3/0 

9743/

0 

9639/

0 

9533/

0 

9426/

0 

9319/

0 

2 

4530/

1 

4376/

1 

4221/

1 

4063/

1 

3904/

1 

3 

3832/

0 

3764/

0 

3694/

0 

3623/

0 

3551/

0 

1 0 

9976/

0 

9874/

0 

9771/

0 

9667/

0 

9562/

0 

2 

4873/

1 

4723/

1 

4572/

1 

4419/

1 

4263/

1 

3 

3983/

0 

3917/

0 

3850/

0 

3782/

0 

3713/

0 

1 3/0- 

0203/

1 

0104/

1 

0003/

1 

9902/

0 

9799/

0 

2 

5208/

1 

5062/

1 

4914/

1 

4765/

1 

4614/

1 

3 

 

های طبیعی نانوتیر پیزوالکتریک برای فرکانس 5جدول 

و مقادیر مختلف نسبت طول به ضخامت  pو  mمقادیر مدهای 

شود، دهد. همانطور که مشاهده میو پارامتر غیرمحلی ارائه می

 13 ،22کوچکتر از  21فرکانس طبیعی  5L/h=و  a0e 0=برای 

 31 و فرکانس طبیعی 16کوچکتر از  15 ،23کوچکتر از 

 21 فرکانس طبیعی 10L/h=است. بعلاوه، برای  17کوچکتر از 
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فرکانس طبیعی  5L/h=و  L=0.2a0eاست. برای  14کوچکتر از 

21  17کوچکتر از ی های طبیعبنابراین از مقایسه فرکانس ؛است

های شود که برخی فرکانسنتیجه می pو  mدر مقادیر مختلف 

تر از مهم p>1طبیعی مربوط به مدهای ارتعاشی ضخامت با 

هستند. به نظر  p=1های طبیعی با مد ارتعاشی خمشی فرکانس

مدهای ارتعاشی در نانوتیرهای پیزوالکتریک  رسد اهمیت اینمی

الی  8های در شکل .با نسبت طول به ضخامت کمتر بیشتر است

 (x,z) و همچنین u(x,z)و  w(x,z)های جابجایی توزیع 10شکل

، L/h=8=80nm, L ،L=0.2a0e ،=0EV) پیزوالکتریکبرای نانوتیر 

=00P) در این شکلمختلف ارائه شده است.  در مدهای ارتعاشی

مربوط به مدهای ارتعاشی  (x,z)و  u(x,z)و  w(x,z)ها جابجایی 

اند. اگرچه نشان داده شده p=1,2,3و  m=2و ضخامتی  خمشی

 p>1و  m=2تغییر شکل نانوتیر مربوط به مدهای ارتعاشی 

نیست، اما  بینیقابل پیش تغییر شکل برشیهای توسط تئوری

گردد، این تغییر شکل قابل صرفنظر همانطور که ملاحظه می

های جابجایی و نیست و با در نظر گرفتن فرم کلی برای میدان

بینی تغییر شکل نانوتیر مربوط به مدهای ارتعاشی کرنش، پیش

 پذیر است.توسط تئوری حاضر امکان( p>1ضخامت )

 

 mبرای مدهای ارتعاشی بعد فرکانس طبیعی بی -5جدول 

 0P 0= و 60nmL ،0.3V-=EV= مختلف به ازای pو 
e0a L/h M p=1 p=2 p=3 

0 5 1 4953/0  7810/2  0534/9  

2 6996/1  4338/5  2470/10  

3 2687/3  7623/7  7726/11  

4 9970/4  4984/9  3896/13  

5 7897/6  6728/10  9662/14  

6 6022/8  6624/11  4381/16  

7 4119/10  7011/12  7992/17  

10 1 3050/0  7957/2  3989/17  

2 0206/1  5621/5  1069/18  

3 0974/2  2663/8  1749/19  

4 4341/3  8676/10  4940/20  

5 9475/4  3112/13  9734/21  

6 5778/6  5247/15  5453/23  

7 2448/8  4319/17  1596/25  

2/0 L 5 1 4245/0  3548/2  6658/7  

2 0753/1  3835/3  3805/6  

3 5652/1  6378/3  5172/5  

4 9009/1  8832/3  9502/4  

5 1361/2  1265/4  4516/4  

6 3058/2  3678/4  2255/4  

7 4290/2  6147/4  9792/3  

10 1 2744/0  3672/2  7287/14  

2 6913/0  4634/3  2746/11  

3 0844/1  8740/3  9865/8  

4 4214/1  0177/4  5769/7  

5 7080/1  0374/4  6652/6  

6 9545/1  0554/4  0369/6  

7 1693/2  0723/4  5781/5  

 

 

 
 )الف( 

 
 )ب(

 
 )ج(

مربوط به مدهای  u(x,z) توزیع جابجایی -8 شکل

 p=3 ج( p=2ب(  p=1و الف(  m=2ارتعاشی 
 

 

 
 )الف( 
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 )ب(

 
 )ج(

مربوط به مدهای  w(x,z)توزیع جابجایی - 9شکل 

 p=3ج(  p=2 ب( p=1و الف(  m=2ارتعاشی 
 

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

مربوط به مدهای   (x,z)توزیع جابجایی  -10شکل 

  p=3ج(  p=2 ب( p=1و الف(  m=2 ارتعاشی

 یریگجهینت -6
برای حل ارتعاشات یک تئوری دوبعدی در این پژوهش 

ه ئوری الاستیسیتاساس تزاد نانوتیرهای پیزوالکتریک بر آ

غیرمحلی ارائه شده است. تئوری حاضر با در نظر گرفتن فرم 

در  ،و میدان الکتریکی های جابجایی و کرنشکلی برای میدان

، یتغییر شکل برشهای ها، مانند تئوریمقایسه با سایر تئوری

بینی مقادیر فرکانس طبیعی نانوتیر دقت بالاتری در پیش

. معادلات حاکم بر مساله با استفاده از اصل پیزوالکتریک دارد

آمده و با اعمال شرایط مرزی و استفاده از  به دستهمیلتون 

روش حل ناویر مقادیر فرکانس طبیعی برای نانوتیر 

گذاری تئوری پیزوالکتریک استخراج شده است. به منظور صحه

 و المان محدودروش  بینی شده با نتایجحاضر، نتایج پیش

های موجود در مقالات و پژوهش تغییر شکل برشیای هتئوری

 دهد که باپیشین مقایسه شده است. این مقایسه نشان می

ینی بهای طبیعی پیشهای عددی مقادیر فرکانسافزایش لایه

شده کاهش یافته و فرکانس طبیعی به مقداری کمتر از نتایج 

 شودو المان محدود همگرا می تغییر شکل برشیهای تئوری

چرا که  ؛که نشان دهنده دقت بالای این تئوری است

بینی فرکانس طبیعی تیر مقادیر های برشی در پیشتئوری

. در پایان نتایج کنندبینی میبزرگتر از واقعیت را پیش

آمده است و  PZT-4بینی شده برای نانوتیر پیزوالکتریک پیش

 اثر پارامترهای مختلف بر فرکانس طبیعی آن در جداول و

نمودارهای مختلف ارائه شده و مورد بحث قرار گرفته است. 

فرکانس طبیعی نانوتیر پیزوالکتریک با افزایش ولتاژ الکتریکی 

اعمال شده مثبت کاهش یافته و با افزایش ولتاژ الکتریکی 

همچنین مقدار فرکانس طبیعی با  ؛یابدمنفی افزایش می

نوتیر افزایش نیروی مکانیکی کششی اعمال شده بر نا

پیزوالکتریک افزایش یافته و با افزایش نیروی مکانیکی فشاری، 

 تغییر شکلهای یابد. تئوری حاضر برخلاف تئوریکاهش می

های طبیعی مربوط به مدهای ارتعاشی تواند فرکانسمی برشی

های طبیعی مربوط به بینی نماید. فرکانسضخامت را پیش

اهمیت بالایی  یمدر نانوترهای ضخ مدهای ارتعاشی ضخامت

توان داشته و به منظور تحلیل دقیق رفتار دینامیکی نانوتیر نمی

ل تغییر شکهای هایی که در تئوریها صرفنظر نمود. فرضاز آن

ها در این وجود دارد باعث صرفنظر از این فرکانس برشی

دهد که این فرکانسشود. نتایج عددی نشان میها میتئوری

تواند نقش موثری در رفتار ی ضخیم میها مخصوصا در تیرها

 .دینامیکی تیر ایفا کند
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