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 چکیده
رانسیل حاکم بر ، معادلات دیف(FGM) متغیّر تابعیتشکیل شده از مواد  ،یاهای استوانهپوسته الاستیکمنظور تحلیل در این مقاله به

 (TSDT) سوم متقارن محوری به کمک تئوری تغییرشکل برشی مرتبهدر حالت  فشارتحت  FGM چرخان ضخیم های جداراستوانه

یک حلّ  چنین ارائهموردی و هم ه شده است. سپس با انجام مطالعهگیردار ارائ شرایط انتهایی دوسر آنها برایحلّ عمومی  استخراج و

سازی عددی سوم با نتایج حاصل از مدل مرتبه تئوری تغییرشکل برشیجایی و تنش حاصل از حلّ تحلیلی به کمک عددی، توزیع جابه

در راستای شعاعی  و چگالی کشسانیشامل مدول  ،ناهمگن و همسانگرد با تغییرات خواص مکانیکی هجنس استوانه، مادّاند. مقایسه شده

 سپسایی و تنش بررسی شده است. ججابهبر مقادیر  سرعت چرخش استوانه در ادامه تأثیر باشد.صورت توانی و نسبت پواسون ثابت میبه

ری تغییر شکل ای بین نتایج حاصل از تئوجایی و تنش، مقایسهتئوری تغییرشکل برشی بر مقادیر جابه منظور بررسی تأثیر افزایش مرتبهبه

 گرفته است.  انجامل و سوم اوّ برشی مرتبه

 روش اجزای محدود. ؛FGM ؛تئوری تغییرشکل برشیهای چرخان؛ استوانه ای توخالی؛استوانههای پوسته :کلمات کلیدی
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Abstract 
In this paper, for investigating elastic analysis of cylindrical shells made up of functionally graded materials 

(FGMs), by deriving the governing differential equations of axisymmetric rotating FGM thick hollow 

cylinder under pressure based on third-order shear deformation theory (HSDT), general solution of cylinder 

under clamped-clamped boundary conditions have been conducted. Afterwards, by doing the case study and 

a numerical solution, displacement and stress distributions resulted from analytical solution based on third-

order shear deformation theory with the results of numerical modeling have been compared. The material of 

the cylinder is assumed to be isotropic heterogeneous with radially varying mechanical properties (including 

elastic modulus and density) continuously along the thickness with a power function and constant Poisson’s 

ratio. Furthermore, the effect of angular speed on displacement and stress values has been studied. Finally, 

for investigating the effect of higher order approximations on displacements and stresses, a comparison 

between the results of first and third-order shear deformation theory have been studied. 

Keywords: Hollow cylindrical shells; Rotating cylinders; Shear deformation theory; FGM; FEM. 
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  مقدمه -3
 ای جدارهای استوانهای، پوستههای پوستهاز میان انواع سازه

 اهمیّت بیشتری دارند. در بدنهضخیم، کاربرد و  نازک و جدار

ها، هواپیماها، شاتل :مانند ی صنعتیهابسیاری از سازه

منظور اسیت کاربرد و نیز بهها و ... به دلیل حسّزیردریایی

 تابعیمتغیّر مرکّب و کاهش تمرکز تنش و وزن سازه، از مواد 

 های جدارفرد استوانهشود. مقاومت منحصر بهمی استفاده

-دانش، های مکانیکی و حرارتیدر برابر بار FGM9ضخیم 

با اعمال تغییرات بر روی جداره و تا  وادار کردهرا  پژوهان

به بررسی و تحلیل عملکرد آنها ها، این دسته از پوسته همادّ

نیاز دارند، بپردازند. بالا  در مسائلی که به مقاومت مکانیکی 

تحت  FGضخیم  جدارای های استوانهپوستهتحلیل  در زمینه

 است. شده انجاممطالعات متعددی بارهای مکانیکی 

 [ با9] 9908در  1هرمانن بار میرسکی و نخستی

 حلّ ،5(FSDT) لاوّ مرتبه برشی تغییرشکل استفاده از نظریه

 را همسانگرد و همگن مواد از ای ضخیماستوانه هایپوسته

[ تئوری تغییرشکل 1] 9980در سال  4ردی و لیو کردند. ارائه

ها با فرض توزیع سهموی بالا را برای پوسته مرتبهبرشی 

ها ارائه کردند؛ های برشی در راستای ضخامت پوستهکرنش

با تئوری  یکسان که ضمن دارا بودن تعداد مجهولات وابسته

ل، به ضریب تصحیح برشی نیز نیاز اوّ مرتبهتغییرشکل برشی 

های مختلف [ نتایج حاصل از تئوری5] 0پنگرینس ندارد.

ضخیم را مقایسه کرده است.  ای جدارهای استوانهپوسته

 جدار معادلات حاکم بر یک لوله[ 4] 5فوکوهی و یاماناکا

 7ناویر تحت فشار داخلی را با استفاده از حلّ FGMضخیم 

کوتا -به کمک روش رانگ دست آوردند و معادلات حاصل رابه

[ با استفاده از 0] 8. سیمکینزی حل کردندصورت عددبه

 ها در یک لولهجاییل، جابهاوّ مرتبهتئوری تغییرشکل برشی 

چی ایپکدست آورد. ک را بههای متحرّبلند و ضخیم تحت بار

و  همگن هایاستوانه معادلات [5] 1005و همکاران در سال 

                                                        
1. Functionally Graded Mterial (FGM)  
2. Mirsky & Hermann 
3. First-order Shear Deformation Theory (FSDT) 
4. Reddy & Liu 
5. Greenspon 
6. Fukui & Yamanaka 
7. Navier solution 
8. Simkins 

 

 مرتبه برشی تغییرشکل تئوری با را رمتغیّ جدار با همسانگرد

 ایشان .کردند حل 9تئوری اغتشاشات کمک به و استخراج ل،اوّ

 با همسانگرد و همگن هایمخروط معادلات [7] 1008 در

 استخراج م،دو  مرتبه برشی تغییرشکل تئوری با ر رامتغیّ جدار

و  90جونکردند. هونگ حل اغتشاشات تئوری کمک به و

 تغییرات با را FGMوخالی ت استوانه دقیق حلّ [8همکاران ]

همگن  هایلایه با شعاعی راستای در ل کشسانیمدو نمایی

 گرفتن تغییرات نظررد با [9] همکاران و 99کردند. ژیفای ارائه

 با را FGM استوانه خطی، و توانی صورتبه کشسانی مدول

 1007در  91توتونچو ردند.ک کردن، تحلیل ایچندلایه روش

 با ایصفحه کرنش حالت در را FGM تحلیل استوانه [90]

 ارائه نیوسیبه کمک سری فرب کشسانی مدول توزیع نمایی

 .کرد

 هایاستوانه عمومی حلّ [99] 1090 همکاران در و قنّاد

 95مستوی الاستیسیته نظریه مبنایبر را FGM ضخیم جدار

 بسته استوانه و ایصفحه کرنش ای،صفحه تنش در شرایط

 هایاستوانه عمومی حلّ [91] همان سالآنها در  ه کردند.ارائ

 و هارائ برشی، تغییرشکل نظریه برمبنای را FGM ضخیم جدار

 مقایسه نمودند. مستوی الاستیسیته تئوری حلّ با را آن نتایج

بعدی دستگاه معادلات سه با ارائه [95همکاران ]نژاد و زمانی

 FGMضخیم  های جداربراساس تحلیل تانسوری، رفتار پوسته

ر در با انحنای دلخواه و ضخامت متغیّ حاصل از دوران 

نژاد و رحیمی زمانی. النهاری را بررسی کردندراستای نصف

 FGMضخیم  های جداردر استوانه و تنشجایی جابه [94]

قنّاد و اند. بارگذاری حرارتی را محاسبه کردهچرخان تحت 

های م بر استوانهبا استخراج معادلات حاک[ 90]نژاد زمانی

و همسانگرد برمبنای تئوری تغییرشکل جدار ضخیم همگن 

 ضرایب با خطی ناهمگن معادلات دیفرانسیل برشی، دستگاه

 .گیردار حل نمودند برای شرایط مرزی دوسرثابت حاصل را 

در  هاجاییها و جابهتنش [95] چیایپک 1090در سال 

ر تحت فشار داخلی با ضخامت متغیّ ضخیم جدار هایاستوانه

تحلیلی با استفاده از تئوری تغییرشکل  روش بهرا یکنواخت نا

                                                        
9. Perturbation theory 

10. Hongjun 

11. Zhifei 
12. Tutuncu 

13. Plane Elasticity Theory  (PET) 
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[ حلّ 97] 1091اد و قارونی در برشی محاسبه کرده است. قنّ

چرخان تحت فشار داخلی ساخته شده از  تحلیلی استوانه

و چگالی را برای  کشسانیبا تغییرات نمایی مدول  FGمواد 

کمک  در حالت متقارن محوری بهگیردار  شرایط مرزی دوسر

آنها در همان  .اوّل ارائه نمودند مرتبهل برشی تئوری تغییرشک

 های جدارها را در استوانهجاییها و جابه[ تنش98سال ]

ضخیم تحت فشار با تغییرات توانی خواص مکانیکی به کمک 

بررسی کردند.  9(HSDT)الا ب مرتبهتئوری تغییرشکل برشی 

[ تحلیل الاستیک 99] 1095همکاران در سال اد و قنّ

تحت فشار را بررسی کردند.  FGMر ای جدار متغیّهاستوانه

آنها با استفاده از تئوری اغتشاشات، معادلات حاصل را به یک 

دستگاه معادلات جبری و دو دستگاه معادلات دیفرانسیل با 

 ضرایب ثابت تبدیل کردند.

های استوانه تحلیل نهمقالاتی که تاکنون در زمی بیشتر

به کمک تئوری تغییرشکل برشی  FGساخته شده از مواد 

ند که دهمینشان این نکته را  اند،پایین ارائه شده هایهمرتب

 در زمینه ویژهبه مطلوبت دارای دقّ ،پایین مرتبه هایتئوری

های دیگر روشاستفاده از  .دنباشمینها توزیع تنش بینیپیش

ها از تنش پوشیچشمبه دلیل  مستوی نیز الاستیسیتهمانند 

در این . باشنددارای نتایج قابل قبول نمی ،برشی هایو کرنش

با استخراج معادلات حاکم بر  که مقاله سعی شده است

با  در حالت متقارن محوری FGMای های استوانهپوسته

و  1(TSDT)سوم  مرتبه تئوری تغییرشکل برشی استفاده از

در مورد ت نتایج ضمن افزایش دقّ ،یک حلّ تحلیلی ارائه

تحت  در استوانه چرخان هاو تنش هاجاییزیع جابه، توهاتنش

دست به شود،ی که تنش برشی ایجاد میبرای شرایط فشار

با نتایج حاصل از ل از حلّ تحلیلی تایج حاصند و وآورده ش

مقایسه شود.  5افزار انسیسسازی عددی به کمک نرممدل

صورت تابع به ،استوانه دهندهتشکیل مادهّخواص مکانیکی 

توانی در جهت شعاع استوانه درنظر گرفته شده و نسبت 

ثابت درنظر گرفته  ،پواسون نیز به دلیل کوچکی تغییرات آن

 بیبا ضرا FG هکارگیری مادّهمچنین تأثیر بهشده است. 

ای در مقابل فشار و ستوانها ناهمگنی متفاوت بر رفتار پوسته

ای بین مقایسه سرانجامبررسی شده است. سرعت دورانی 

                                                        
1. High-order Shear Deformation Theory (HSDT)  
2. Third-order Shear Deformation Theory (TSDT) 
3. ANSYS 

ل و اوّ هایههای تغییرشکل برشی مرتبنتایج حاصل از تئوری

 گرفته است. انجامم سو

 

 روابط اساسی -2

 برشی، خطوط راست و عمود بر صفحه تغییرشکل نظریهدر 

 ولی الزاماً ،مانندراست باقی می ،میانی، پس از تغییرشکل

برشی  هایو کرنش برشی هایعمود نیستند، یعنی تنش

 شوند.لحاظ می

 از ایاستوانه پوستهاز  نقطه هر ، فاصله9شکل  مطابق

)محور تقارن )r میانی صفحه شعاع مجموع برابر با( )R و 

)میانی صفحه از نقطه آن فاصله )z  شودمیدرنظر گرفته.  

(9) , 2 2r R z zh h      
 .باشدمی استوانه طول Lو ضخامت hهمچنین

(1)  , 0o ih r r x L    

 

 
ضخیم  جدار یاستوانهی پوسته مقطع طولی از -3شکل 

 و چرخشتحت فشار 
 

ای درنظر گرفته صورت یک چندجملهجایی بهمیدان جابه

)رشود که تابعی از متغیّمی )z  استوانه  جداره راستایدر

، بیشتر باشدای باشد. هرچه تعداد جملات چندجملهمی

 یابد. تحلیلی بهبود می تقریب مربوط به حلّ

 هایمؤلفهم، سو تغییرشکل برشی مرتبهبراساس تئوری 

ضخیم  برای استوانه جدار جاییمحوری و شعاعی میدان جابه

 [:95محوری عبارتست از ] متقارن در حالت
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)که در آن عبارات )iu x و( )iw x های میدان مؤلفه

 باشند.بوده که مجهول می جاییجابه
 حالت در سینماتیک معادلات براساس هامقادیر کرنش

 [:91] از عبارتند تقارن محوری
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شامل مدول  (FGM) ناهمگن و همسانگرد مادهّخواص 

توابعی توانی از مختصات صورت به و چگالی Eکشسانی

صورتکه به rشعاعی
ir r r بعد شده است، درنظر بی

 :لذاشود. گرفته می

 الف( 0) ( )
n

iE r E r 

 ب( 0) ( )
n

i
r r  

 که در این روابط
iE و 

i و  کشسانیترتیب مدول به

آن  مادّهنیز ثابت ناهمگنی  n استوانه و داخلی چگالی لایه

) ی نسبت پواسونطور کلّبه باشد.می ) جدار یبرای استوانه 

دارای تغییرات  ،ضخیم تحت فشار ناهمگن و همسانگرد

های نسبت پواسون بر تنش اندکی است. همچنین تأثیر

رو مکانیکی بسیار جزئی و قابل صرف نظر کردن است. از این

شود. شکل ثابت درنظر گرفته می FG یمادهّنسبت پواسون 

ناهمگن و همسانگرد مادّه بعد شدهتوزیع خواص بی 1

( / )
i

X X  امتدادبعد در به مختصات شعاعی بیرا نسبت 

ازای مقادیر ثابت ناهمگنی مختلف نشان  استوانه به جداره

 دهد.می

 
 ناهمگن  مادّهبعد خواص توزیع بی -2شکل 

 در راستای شعاعی

 

) ربا جایگذاری متغیّ )z ( به جای 9) با استفاده از رابطه

 (:0در روابط ) rرمتغیّ

 الف( 5) ( )
ni

n

i

E
E z R z

r
  

 ب( 5) ( )
ni

n

i

z R z
r


   

ها برحسب مقادیر ، تنشساختاری معادلاتبراساس 

 [:95] کرنش برای مواد ناهمگن و همسانگرد عبارتند از
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باشند. با توجه به لامه می هایثابت  و  که در آن

، این دو پارامتر FG هایسازهمدول الاستیسیته در تغییرات 

 .ندوشصورت زیر بیان میبه
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 با: برابرند تنش هایمنتجه برحسب محوری نیروهای

(90) 
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 با: برابرند تنش هایمنتجه برحسب خمشی لنگرهای

(99) 
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 تنش هایمنتجه برحسب بالا خمشی مرتبه لنگرهای

 با: برابرند

(91) 
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(95) 
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 با: است برابر برشی تنش برحسب برشی نیروی

(94)  
2

2
1

x

h

xz
h

Q dzz R



  

 با: است برابر برشی تنش برحسب پیچشی لنگر

(90)  
2

2
1

xz

h

xz
h

M zdzz R



  

 برابر برشی تنش برحسب بالا مرتبه پیچشی لنگرهای

 با: است

(95)   2
2

2
1

xz

h

xz
h

P z dzz R



  

(97)   3
2

2
1

xz

h

xz
h

S z dzz R



  

 

 اصل کار مجازی -1

 با تغییرات کرنشی انرژی مجازی، تغییرات کار اصل براساس

 .است برابر خارجی نیروهای کار

(98) U W  
 کرنشی: با تعریف انرژی

(99) 
 

     

*

*

,

1 1

2 2

V

T

x x z z xz xz

U U dV dV rdrd dx R z dxd dz

U  

 

         

    


     



 

 و چرخش: خارجی شامل فشار نیروهای کار تعریف و

(10)    
,

sf bf
VS

W f u dS f u dV

dS rdxd dV rd drdx 







   

 

  

که در آن
sff  و

bff ترتیب نیروهای سطحی و حجمی به

مورد بررسی، نیروهای  در استوانه وارد بر استوانه هستند.

داخلی هایسطحی شامل فشار
iP  خارجیو

oP  و نیروی

 .باشدمی حجمی شامل چرخش با سرعت دورانی ثابت 

(19) 
   

  2( )( )

z

z

o oi isf

bf

P U

U

dS r P r dxdf u

dV z R z dzdxdf u



  















 

 باشد.صورت زیر میبه کرنشی انرژی تغییرات

(11) 
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تحت  چرخان خارجی برای استوانه نیروهای کار تغییرات

 .باشدصورت زیر میفشار داخلی و خارجی نیز به

(15) 
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 حساب اصول کارگیریبه و (98) استفاده از رابطه با

 به کمک ،هاکرنش ها برحسبنوشتن تنش و نیز وردشی

(، 15( و )11روابط ) درو جایگذاری آنها ( 7( و )5(، )4) روابط

 ثابت یدوران چرخان با سرعت ایاستوانه برای یک پوسته

داخلی و خارجی یکنواخت، معادلات تعادل  هایتحت فشار

 شوند.نوشته میصورت زیر به

(14) 
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بخش ناهمگن  دهندهنشان RFو PFکه در آن

های فشاری ترتیب از بارگذاریباشد که بهمعادلات حاکم می

در سمت  z و xهایاند. زیرنویسناشی شده چرخشیو 
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و PFهایمؤلفه دهندهترتیب نشانعادلات نیز بهناهمگنی م
RF باشند.در جهات محوری و شعاعی استوانه می 

(10)   2

0
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(15) 
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( 17) ط رابطهتوسّ ،انتهای استوانهط مرزی در دو یشرا

 .شودبیان می

(17) 



0 1 2 3 0

1 2 3 0,
0

x x x x x

xz xz xz L

R N u M u P u S u Q w

M w P w S w

    

  

   

   
 

اصلی حاکم بر استوانه ( همان معادلات 14) روابط

 د. رابطهباشنم میسو هبراساس تئوری تغییرشکل برشی مرتب

کند که شرایط مرزی مورد نظر را تبیین می نیز( 17کمکی )

 در هر دو انتهای استوانه صفر باشند. دبایمی

 

 دستگاه معادلات حاکم و روش حلّ -4

که برای  استدیفرانسیل  هیک دستگاه معادل ،(14معادلات )

( تا 90حلّ آن باید نیروها و لنگرها را با استفاده از روابط )

 5ی روابط )و با جایگذار تبدیل کرد های تنش( به منتجه97)

های کرنش و سپس به ( به مؤلفه7) ب( در رابطه 5الف( و )

جایی نوشت. های میدان جابه( برحسب مؤلفه4کمک روابط )

 خطی ناهمگن ه دیفرانسیلمعادل هشت نهایت یک دستگاهدر

 زیر صورتتوان آنرا بهآید که میمی دستبه ثابت ضرایب با

  .نوشت

(18)             
2

2

d d
A y B y C y F

dx dx
   

 که در آن 
8 8

A


،  
8 8

C


 و  
8 8

B


های ماتریس 

وضرایب  F  راستکه در سمت  باشندمیبردار نیرو 

اند. بردار مجهولدستگاه معادلات ظاهر شده y  شامل

 است. زیر صورت رابطهجایی بههای میدان جابهمؤلفه

(19)    0 1 2 3 0 1 2 3

T
y u u u u w w w w 

ماتریس C ( به دلیل صفر بودن18در دستگاه )  سطر و

به معکوس  باشد. با نیازناپذیر )منفرد( میمعکوس ،ستون آن

حلّ خصوصی دستگاه معادلات  این ماتریس در محاسبه

های ضرایب معادلات، ایجاد تغییراتی در ماتریس ضمن(، 18)

لین وّگیری از اشود. بدین منظور با انتگرالاین مشکل حل می

 :(14معادله از سری معادلات )

(50) 0xRN C 

( عبارت18در معادلات )
0

u کهدرحالی ؛وجود ندارد

0
du dx در معادلات وجود دارد. با درنظر گرفتن

0
du dx 

از طرفین  گیریو انتگرال به نام عنوان پارامتری جدیدبه

 شود.نتیجه می( 18لین معادله از سری معادلات )اوّ

(59) 0 15u vdx C  

با اعمال تغییرات اشاره شده، بردار مجهول y  در

 .کندصورت زیر تغییر می( به18) معادله

(51)     1 2 3 0 1 2 3

T
y v u u u w w w w 

چنین بردار ناهمگنیهم Fصورت ( به18) یدر معادله

 .شودنویسی میزیر باز

(55)  
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بیهای ضراماتریس A، C و  B  مربوط به دستگاه

 مقاله در پیوست ،(، پس از اعمال تغییرات18معادلات )

( پس از اعمال تغییرات 18) اند. دستگاه معادلهمعرفی شده

اشاره شده، دارای دو حلّ عمومی 
g

y و خصوصی 
p

y 

 باشد.می

(54)      
g p

y y y  

 دستگاه، مقدار عمومی این حلّ برای    mx

g
y V e 

 شود.جایگذاری می آن معادلات در را

(50)          2 0mxe m A m B C V     

0 کهبا توجه به این
mx

e  توان نوشتاست، می. 
(55)      2 0m A m B C  

 
 مرتبهاز  mبرحسب ایچندجملهدترمینان فوق، یک 

 آن، مقادیر ویژه حلّ باشد که باشانزده می im صورت به
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شوند که یک جفت آن مزدوج حاصل می هشت جفت ریشه

 صفر حاصل درغیر مقادیر ویژه دادن قرار باشد. باصفر می

 (، بردارهای ویژه50) معادله 
i

V  مقادیر ویژهمتناظر با

 im آیند. درنهایت حلّ عمومی عبارتست از:میدست به 

(57)    
14

1

im x

ig i
i

y C V e


 

 ( یعنی57قسمت ناهمگن معادلات ) کهبا توجه به این

 F دارای متقارن محوری با ضخامت ثابت  برای یک استوانه

 مقدار ثابتی است، لذا ،ثابت و فشار یکنواخت سرعت دورانی

باشد. بنابراین با معکوس نمی xاز خصوصی تابعی جواب

کردن ماتریس C دست زیر جواب خصوصی به طبق معادله

 د.یآمی

(58)           
1

pp
C y F y C F



   

( برای 17) توجه به رابطه شرایط مرزی دوسر گیردار با

 .باشدصورت زیر میبه مذکورای استوانه پوسته

(59) 
0

0 1 2 3 0 1 2 3

0
0 1 2 3 0 1 2 3

0 u u u u w w w w

u u u u w w w w

x

x L

        

        







 

 با داشتن چهارده مجهول
1C  تا

14C  در جواب عمومی و

 دو ثابت
0

C و
15

C توان با اعمال در جواب خصوصی، می

شامل هشت  ،شرایط مرزی مختلف در دو انتهای استوانه

، شانزده ثابت مجهول را محاسبه گاهتکیهشرط مرزی در هر 

مجهول، بردار مجهول هایدست آوردن ثابتکرد. با به y 

 ط رابطهجایی است، توسّمیدان جابههای که شامل مؤلفه

ا استفاده آیند. بدست میبه zو x( برحسب متغیرهای54)

جایی شعاعی و محوری را توان مقادیر جابه( می5) از رابطه

توزیع تنش را نیز ( 7( و )4دست آورد و به کمک روابط )به

 کرد.محاسبه 

 

 FGM سازی استوانهمدل نحوه -6

 planeاز نوع  solid، المان FG سازی استوانهمنظور مدلبه

8node 82 حالتانتخاب شده که افزاری انسیس، نرم در بسته 

مربوط به این المان فعال شده است. مقطع این تقارن محوری 

در گره  4گره ) 8ضلعی با اضلاع خمیده و دارای چهارالمان 

آزادی هر  گره در وسط اضلاع( است که درجه 4وس و ؤر

ی شعاعی و دیگری اجایی در راستباشد )یکی جابهگره، دو می

جایی در راستای محوری(. این المان برای مسائل تنش جابه

د. ای و متقارن محوری کاربرد دارای، کرنش صفحهصفحه

 استوانه بهباشد. می 9595ماتریس سفتی المان مذکور 

از  طولییک مقطع  دهندهیک مستطیل که نشان شکل

سازی شده باشد، مدلاستوانه در حالت متقارن محوری می

شعاعی در  که در راستای خواص مگنیناهاست. برای ایجاد 

استوانه  ای درنظر گرفته شده، با تقسیم جدارهاستوانه پوسته

 FG مادهّخواص  مساوی و نسبت دادن لایه 10به تعداد 

 بسته به فاصله ،و چگالی در هر لایه کشسانیشامل مدول 

طبق روابط  ،صورت تابع توانیداخلی به مرکز هر لایه از لایه

همگن و  استوانه 10ای مورد نظر از استوانه (، پوسته5)

شود. این هم چسبیده تشکیل میهمسانگرد )ایزوتروپ( به

 اند و خواص در محلّهم پیوستهاتصال به ها در محلّلایه

ها، حد میانگین چپ و راست مزر دو لایه درنظر اتصال لایه

 .اندشدهگرفته 

درجات  ،برای اعمال شرایط مرزی در دو انتهای استوانه

باید مقید سر استوانه دو های موجود در آزادی مربوط به گره

های تن گرهبرای بارگذاری فشاری نیز با درنظر گرف ،شوند

موجود در مرز داخلی مقطع استوانه در حالت متقارن 

چنین برای توان فشار داخلی را اعمال کرد. هممحوری، می

های گره با درنظر گرفتن کلّ سرعت دورانی ثابت نیزاعمال 

صورت مقدار سرعت در جهت محوری بهموجود در استوانه، 

 .شودمیاعمال  یک نیروی حجمی

 

 موردی و بررسی نتایج مطالعه -5

در بردار چرخش و فشار که جملات مربوط به با توجه به این

توان برای د، مینشوظاهر می ،ناهمگن دستگاه معادلات حاکم

تحت فشار یکنواخت  ثابت دورانیچرخان با سرعت  استوانه

 و چرخشی های فشاریبا درنظر گرفتن هریک از بارگذاری

ت حاکم را حل کرد و نتایج حاصل جداگانه، معادلا صورتبه

با یکدیگر جمع نمود.  شنهرا با استفاده از اصل برهم

 درحقیقت بردار ناهمگن F  در نقش بردار نیرویی ظاهر

ضخیم  جدار یک استوانه موردی برای مطالعهشود. می

گیردار به شعاع  ناهمگن تحت تأثیر شرایط انتهایی دوسر

 800متر و طول میلی 50متر، شعاع خارجی میلی 40داخلی 

چگالی در و  کشسانی. مدول گرفته شده استمتر درنظر میلی

GPaiE مقادیر ترتیب، بهداخلی استوانه لایه 200 و 
3

kg mi   د. نسبت پواسونوشمیدرنظر گرفته  7860
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 نیز 0/  فرض شده است. فشار داخلی استوانه 3
MPaiP  مقدار ثابت  با برابر دورانی استوانهسرعت  و 80

rad s  نویسی تحلیلی از طریق برنامه . حلّباشدمی 350

 گرفته است. انجام  Maple 13افزارتوسط نرم

 

 ناهمگنی هایثابتبررسی اثر  -5-3
چرخان تحت  یاستوانه جایی شعاعیتوزیع جابه 5 در شکل

وسط  درناهمگنی مختلف  هایازای ثابت به فشار داخلی

 ،شودمشاهده میکه  گونهاستوانه نشان داده شده است. همان

، بیشتر ثابت ناهمگنیمقادیر منفی ازای  بهجایی شعاعی جابه

کمتر از  ،ناهمگنیازای مقادیر مثبت ثابت  بههمگن و  مادهّاز 

 شعاعی جاییتغییرات جابهروند  یطور کلّبههمگن است.  مادهّ

چنین مشاهده هم. استهمگن  مادهّناهمگن همانند  مادهّ در

داخلی  جایی شعاعی در لایهشود که حداکثر مقدار جابهمی

جایی شعاعی بنابراین از نظر جابهشود. استوانه ایجاد می

به دلیل کمتر بودن  مثبتبا ثابت ناهمگنی  مادّهاستفاده از 

  .استتر مقدار حداکثر آن مناسب
 هایجاییوزیع جابهترتیب تبه 0و  4 هایدر شکل

 استوانه میانی لایه مربوط بهمحاسبه شده  و محوری شعاعی

ناهمگنی مختلف  هایازای ثابت تحت فشار داخلی به چرخان

که از  گونهآورده شده است. همانطول استوانه  امتداددر 

های شعاعی در نقاط دور از جاییجابهمشخص است،  4شکل 

 ،0د. با توجه به شکل نباشمرز تابعی از طول و شعاع می

ایجاد  ،جایی طولی در وسط استوانهشود که جابهمشاهده می

ها در جاییدهند که جابهنشان می 0و  4های شود. شکلنمی

تحت تأثیر شرایط مرزی  ،(انتهای استوانه دو)ی نقاط مرز

صورتی ها بهجاییاز مرزها، تغییر جابه نقاط دور. در هستند

بینی رفتار برای پیش PETتوان از نتایج حاصل از است که می

-[. با توجه به مقادیر بزرگتر جابه99استوانه استفاده کرد ]

در  PETهای ایجاد شده در اطراف مرزها و عدم توانایی جایی

استفاده  HSDTحاضر از  یتحلیل دقیق این نقاط، در مقاله

با  ادّهاستفاده از م ،0تا  5های شکلمشاهده شده است. با 

های کمتر در جاییبه دلیل ایجاد جابه ،ثابت ناهمگنی مثبت

 تر بودن لایهچنین عامل بحرانی. هماستتر مطلوب ،استوانه

که اثر بیشتری  باشدمیخلی میانی استوانه، وجود فشار دا

 .داردنسبت به دوران بر روی رفتار استوانه 

 
 استوانه وسط جایی شعاعی در بعد جابهتوزیع بی -1شکل 

 

 
 جایی شعاعی بعد جابهتوزیع بی -4شکل 

 استوانه میانی  لایهدر 

 

 
  محوریجایی بعد جابهتوزیع بی -6شکل 

 استوانهمیانی  لایهدر 

 

 هایازای ثابت به را توزیع تنش محیطی 5 شکل

 در چرخان تحت فشار داخلی برای استوانهناهمگنی مختلف 
داخلی  یدهد. تنش محیطی در نیمهمی نشان ،وسط استوانه

همگن و  مادّهناهمگنی منفی، بیشتر از  هایبرای ثابت ،جداره

رای بباشد و برعکس همگن می مادّهخارجی کمتر از  در نیمه

 و در نیمه داخلی کمتر ناهمگنی مثبت در نیمه هایثابت

ای مشخص همگن است. در محدوده مادهّخارجی بیشتر از 
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همگن  مادهّناهمگن مشابه رفتار  مادهّرفتار  ،میانی اطراف لایه

های محیطی برای که تنش شد. با توجه به این نکتهبامی

از  ؛باشندکثر در جسم میمورد مطالعه، تنش حدا استوانه

به دلیل  مثبتبا ثابت ناهمگنی  مادّهاستفاده از  ،نظر تنشم

تغییرات تنش در جسم و کمتر بودن مقدار  ودن بازهکمتر ب

بحرانی  لایه که شود. مشاهده میاستتر مطلوب ،حداکثر آن

 ،باشدمی مادّهناهمگنی  وابسته به ،نظر تنش محیطیماز 

داخلی  منفی، لایه هایمواد ناهمگن با ثابت برای همه یعنی

 لایهناهمگنی مثبت،  هایازای ثابت به کنولی استبحرانی 

 د.شومی بحرانیخارجی 
 

 
 استوانهوسط بعد تنش محیطی در توزیع بی -5شکل 

 

طول امتداد محوری را در توزیع تنش  8و  7 هایشکل

 آنهای مختلف چرخان تحت فشار داخلی برای لایه استوانه

nازای به   1 های محوری استوانه تنشد. ندهنشان می

 منفی، بیشتر از مقادیر مثبت هستند. هایnازای به 

 

 
های استوانه لایهدر  محوریبعد تنش توزیع بی -8شکل 

nبرای ثابت ناهمگنی   1 
 

 
های استوانه لایهدر  محوریبعد تنش توزیع بی -7شکل 

nبرای ثابت ناهمگنی   1 
 

امتداد را در  سمیزتوزیع تنش فن 90و  9 هایشکل

nازای  هبهای مختلف برای لایه طول استوانه  1  نشان

 های محیطی، بازههمانند تنششود که مشاهده مید. ندهمی

 هایبرای ثابت سمیزهای فنتنشو حداکثر مقدار  اتتغییر

باشد و از این منفی می هایکمتر از ثابت ،ناهمگنی مثبت

نظر مبحرانی از  . لایهاستتر جهت استفاده از آنها مطلوب

داخلی  همواره در لایه ،محیطی برخلاف تنش سمیزفن تنش

 شود. استوانه ایجاد می

 

 
های استوانه لایهدر  سمیزبعد تنش فنتوزیع بی -3شکل 

nبرای ثابت ناهمگنی   1 
 

nازای به  برشی نیز هایتوزیع تنش  1  مربوط به

های مختلف در چرخان تحت فشار داخلی برای لایه استوانه

ها، با توجه به شکل .شده است دادهنشان  91و  99 هایشکل

تنش برشی در اطراف دو انتهای استوانه تحت تأثیر شرایط 

 شود.مرزی گیردار مشاهده می
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های لایهدر  سمیزبعد تنش فنتوزیع بی -37شکل 

nاستوانه برای ثابت ناهمگنی   1 
 

در دو انتهای استوانه تحت تأثیر ها ی تنشطور کلّبه

داخلی به دلیل اعمال  مرزها نسبت به نقاط دور از مرز در لایه

های با توجه به شکلافزایش قابل توجهی دارند.  ،فشار داخلی

ها در ها و تنشجاییشود که جابهمشاهده می 91تا  7و  0، 4

ه تحت ک-ابتدا و انتهای آن حوال  غیر ازطول استوانه امتداد 

حالتی  -های گیردار هستندتأثیر تنش برشی ناشی از مرز

انتهایی، که در اطراف مرزهای د؛ درحالینیکنواخت دار

ها( مشاهده در تنش ویژهاثر تنش برشی )به یکنواختی تحتنا

را  توان نتایج موجود در وسط استوانهشود. بنابراین میمی

 ،از مرز گیردار آن دورای طول استوانه در فاصله برای کلّ

جایی و چنین نتایج جابه(. هم5و  5های معتبر دانست )شکل

مستوی در نقاط دور از  یتنش حاصل از تئوری الاستیسیته

ولی در اطراف مرزها باید از تئوری  ،بودهمرز صادق 

 تغییرشکل برشی استفاده شود.

 

 
 های استوانه لایهدر  برشیبعد تنش توزیع بی -33شکل 

nبرای ثابت ناهمگنی   1 
 

 
 های استوانه لایهدر  برشیبعد تنش توزیع بی -32شکل 

nبرای ثابت ناهمگنی   1 
 

 سرعت دورانیبررسی اثر  -5-2
 در وسط استوانهرا  سمیزفنتوزیع تنش  94و  95های شکل

nازای  به مختلفهای دورانی چرخان برای سرعت  1 
استوانه دورانیتغییرات سرعت  د.ندهمی نشان  در بازه 

رادیان بر ثانیه درنظر گرفته شده است. واضح  500تا  صفر

 سمیزفن است که افزایش سرعت دوران، سبب افزایش تنش

-های فنمنفی، تغییرات تنش nدر مقادیر چنینهمشود. می

باشد؛ در راستای شعاعی بیشتر از مقادیر مثبت می سمیز

ها برای که تأثیر سرعت چرخش استوانه بر تنشحالیدر

 کمتر از مثبت است. ،ناهمگنی منفی هایثابت

جایی شعاعی و مقادیر تحلیلی جابه 1و  9 هایدر جدول

از چرخش و فشار داخلی در وسط  تنش محیطی حاصل

های مختلف آن آورده شده است. مشاهده استوانه برای لایه

جایی و تنش ناشی از دوران با سرعت شود که مقادیر جابهمی

داخلی  خارجی به سمت لایه ثابت در راستای شعاعی از لایه

-استوانه در حال افزایش است. تأثیر چرخش بر روی جابه

بسیار کمتر  ،های دورانی معمولسرعت ش در بازهو تن جایی

جایی شعاعی ناشی مثال، جابه برایاز اثر فشار داخلی است. 

radاز سرعت دورانی  s350  در حدودm6 که  ،است

باشد جایی ناشی از فشار داخلی میدرصد جابه 1کمتر از 

های محیطی ناشی از چرخش تنشچنین (. هم9)جدول 

MPa3کمتر از  های درصد تنش 1بوده که کمتر از  5/

(. با افزایش سرعت چرخش 1باشد )جدول ناشی از فشار می

خطی صورت غیرجایی و تنش بهاستوانه، روند تغییرات جابه

که بیان شد،  گونهکند. همانافزایش قابل توجهی پیدا می

 و چرخشی را های فشاریبارگذاریاز نتایج حاصل ان تومی
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برای  شنهاصل برهمط وسّت و محاسبه جداگانه صورتبه

  د. کربا یکدیگر جمع  چرخان تحت فشار استوانه
 

 
  استوانهوسط در  سمیزفنبعد تنش توزیع بی -31شکل 

nبرای ثابت ناهمگنی   1 
 

 
  استوانهوسط در  سمیزفنبعد تنش بیتوزیع  -34شکل 

nبرای ثابت ناهمگنی   1 
 

 تئوری تغییرشکل برشی مرتبهبررسی اثر  -5-1
جایی شعاعی، تنش ترتیب مقادیر جابهبه 0تا  5 هایجدول

 ،TSDT کمک محاسبه شده به سمیزشعاعی و تنش فن
FSDT و FEM تحت  چرخان مختلف استوانه را در پنج لایه

xدر مختلف ناهمگنی هایبتفشار داخلی برای ثا L 2 
جایی شعاعی شود که مقادیر جابهمشاهده میدهد. نمایش می

اختلاف چندانی با مقادیر حاصل  FSDTط محاسبه شده توسّ

 خصوصو به سمیزفن هایتنش ا در موردندارد؛ امّ TSDTاز 

های داخلی و خارجی بیشترین در لایه FSDT، شعاعیتنش 

 دهد؛نشان می FEMرا با نتایج ممکن  اختلافمقدار 

 یابد.میکاهش  اختلافاین  TSDTکه با استفاده از درحالی

در دارای خطا  FSDTشود که ی مشاهده میطور کلّبه

شد. تئوری بامی هاخصوص تنشو بهجایی جابه محاسبه

در تقریب  سوم با افزایش مرتبه تغییرشکل برشی مرتبه

به تئوری تغییرشکل برشی  جایی نسبتهای میدان جابهلفهمؤ

این  ششد. دلیلخواهد ل، سبب کاهش این خطا اوّ مرتبه

جایی توزیع جابه ،لاوّ است که تئوری تغییرشکل برشی مرتبه

رت تابع خطی از صواستوانه به جداره راستایشعاعی را در 

 ،که مطابق تئوری لامهکند، درحالیشعاع استوانه فرض می

استوانه وجود  ( در طول جداره40) صورت رابطهیک توزیع به

 .[90] دارد

(40) 2
1( )r

C
U r C r

r
  

ت قابل از دقّ FSDT روش ،میانی اطراف لایه درحقیقت

های داخلی و خارجی ولیکن در لایه باشد؛قبولی برخوردار می

 گیرد.فاصله می PET ط روشبینی شده توسّاز توزیع پیش
باشد. منشأ خطا می ،تقریب تابع هذلولوی با یک توزیع خطی

با درنظر گرفتن یک توزیع  TSDT که در روشدرحالی

های شعاعی و جایی( برای جابه5) ای مطابق رابطهچندجمله

 د.یاببهبود می ،محوری، این تقریب

i هایاضافه کردن هریک از عبارت

iz u و i

iz w  به

 میانی یعنی های لایهجاییجابه
0u و

0w های در مؤلفه

جایی، سبب نزدیکتر شدن توزیع حاصل از تئوری میدان جابه

شود. این افزایش می PETتغییرشکل برشی به حلّ حاصل از 

های محوری و شعاعی سبب جاییجابه ت در محاسبهدقّ

 محاسبهش شود. دلیلبهبود مقادیر تنش محیطی نیز می

دستگاه  طور مستقیم و با حلّبه جاییهای جابهمؤلفه

کرنش از روی مقادیر حاصل  معادلات حاکم و سپس محاسبه

 باشد.دست آوردن مقادیر تنش مینهایت بهدرو 

 

 گیرینتیجه -8
در این مقاله، یک حلّ تحلیلی به کمک تئوری تغییرشکل 

های چرخان تحت فشار ساخته سوم برای استوانه برشی مرتبه

ی خواص در راستای شده از مواد تابعی با تغییرات توان

گونه که مشاهده شد، به دلیل ضخامت ارائه شده است. همان

های انتهایی استوانه، نتایج وجود تنش برشی در اطراف مرز

الاستیسیته در نقاط مرزی صادق نبوده و باید از  تئوری

های برشی در تئوری تغییرشکل برشی با درنظر گرفتن تنش

 معادلات استفاده کرد.
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x در ناهمگن های مختلف استوانهبرای لایه شعاعی حاصل از دوران و فشار داخلی جاییجابه -3جدول  L 2   

n  1  n 0   n  1 
(mm)rU  

 دوران فشار داخلی  دوران فشار داخلی  دوران فشار داخلی

00185/0 00000/0 

00009/0 

00047/0 

 04411/0 00008/0 

00005/0 

00049/0 

 05507/0 00059/0 

00005/0 

00001/0 

/z h  2 

04598/0  05841/0  05904/0 z  0 

04115/0  05094/0  01885/0 /z h  2  

x در ناهمگن های مختلف استوانهبرای لایه تنش محیطی حاصل از دوران و فشار داخلی -2جدول  L 2 

n  1  n 0   n  1 
(MPa)  

 دوران فشار داخلی  دوران فشار داخلی  دوران فشار داخلی

089/105 005/5 

841/9 

901/9 

 999/109 105/5 

408/1 

808/9 

 550/957 505/5 

945/5 

855/1 

/z h  2 

075/909  994/905  000/909 z  0 

915/901  145/917  594/905 /z h  2  

x در فشار داخلیتحت  چرخان ناهمگن های مختلف استوانهبرای لایه شعاعی جاییجابهنتایج عددی  -1جدول  L 2 

n  1  n 0   n  1 
(mm)rU  

TSDT FSDT FEM  TSDT FSDT FEM  TSDT FSDT FEM 
00559/0 00970/0  00544/0  

 
04489/0  04590/0  04485/0   05798/0  05047/0  05710/0  /z h  2 

04959/0 04990/0 04950/0 
 

04947/0 04900/0 04949/0  05410/0 05579/0 05415/0 /z h  4  

04579/0 04500/0 04574/0 
 

05895/0 05880/0 05899/0  05190/0 05990/0 05195/0 z  0 

04445/0 04590/0 04400/0 
 

05708/0 05554/0 05790/0  05004/0 05010/0 05000/0 /z h  4  

04174/0 04950/0 04178/0 
 

05054/0 05400/0 05055/0  01950/0 01844/0 01957/0 /z h  2  

x در فشار داخلیتحت  چرخان ناهمگن های مختلف استوانهبرای لایه شعاعی تنش نتایج عددی -4جدول  L 2 

n  1  n 0   n  1 
(MPa)r  

TSDT FSDT FEM  TSDT FSDT FEM  TSDT FSDT FEM 
751/77- 759/7 000/80- 

 
985/77- 189/7 000/80-  509/75- 598/5 000/80- /z h  2 

194/47- 775/95- 599/45- 
 

799/00- 049/91- 545/49-  198/04- 519/90- 757/01- /z h  4  

550/14- 159/17- 597/14- 
 

990/17- 000/17- 009/18-  099/59- 540/17- 405/59- z  0 

040/9- 840/50- 990/90- 
 

100/99- 948/49- 005/91-  809/91- 550/44- 985/94- /z h  4  

945/9- 500/49- 000/0 
 

779/9- 588/00- 000/0  805/1- 578/59- 000/0 /z h  2  

x در فشار داخلیتحت  چرخان ناهمگن های مختلف استوانهبرای لایه سمیزفن نتایج عددی تنش -6جدول  L 2 

n  1  n 0   n  1 
(MPa)VMS  

TSDT FSDT FEM  TSDT FSDT FEM  TSDT FSDT FEM 
55/194 90/149 95/191 

 
48/101 59/107 71/105  99/190 50/970 90/199 /z h  2 

09/199 00/990 15/199 
 

84/109 51/981 54/109  75/990 81/958 05/990 /z h  4  

15/905 80/905 58/905 
 

00/954 91/955 00/954  90/970 00/958 99/970 z  0 

79/998 80/918 97/998 
 

15/955 40/947 51/955  50/904 09/955 95/904 /z h  4  

91/95 77/90 40/95 
 

55/995 00/954 95/990  50/944 74/950 00/941 /z h  2  
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تئوری استفاده از  که توان نتیجه گرفتدرمجموع می

های پوسته الاستیکدر تحلیل  لاوّ تغییرشکل برشی مرتبه

بالاتر و  ای به دلیل صرف نظر کردن از جملات مرتبهاستوانه

 هرمان -میرسکی طبق تئوری ،یک مرتبه تقریب استفاده از

که تئوری تغییرشکل برشی باشد. با توجه به اینمناسب نمی

استوانه  جداره امتدادجایی شعاعی را در ل توزیع جابهاوّ مرتبه

-گیرد و توجه به این نکته که جابهدرنظر میطی صورت خبه

دارای یک توزیع  ،فشارتحت  چرخان جایی شعاعی در استوانه

درنتیجه استفاده از تئوری تغییرشکل  ؛باشدغیرخطی می

در خصوص شود. بهبالا سبب کاهش خطا می برشی مرتبه

های داخلی و میانی به سمت لایه از لایهها مورد تنش

که با توجه به این .استتر وسحسخارجی، این کاهش خطا م

عموماً کمتر از  ،هابرای استوانه یمعمول یهای دورانسرعت

rad s600 جاییبر توزیع جابه چرخشاثر  بنابراین ،هستند 

ناچیز  ،در راستای ضخامت استوانه نسبت به فشار و تنش

دو انتهای استوانه تحت تأثیر ها در ی تنشطور کلّبه است.

داخلی به دلیل  در لایه ،مرزها نسبت به نقاط دور از مرز

افزایش قابل توجهی دارند. این افزایش  ،اعمال فشار داخلی

خارجی  تنش برای استوانه تحت فشار خارجی در لایه

بحرانی در استوانه تحت فشار  بنابراین لایه شود.مشاهده می

های داخلی و خارجی ترتیب در لایهداخلی و خارجی به

که اثر هریک از با توجه به اینچنین همشود. مشاهده می

در بردار ناهمگنی دستگاه  دورانیهای فشاری و بارگذاری

بنابراین با استفاده از  ،شودمعادلات حاکم بر استوانه ظاهر می

تنهایی ها را بهتوان هریک از این بارگذاریمی شنهبرهماصل 

درنظر گرفت و درنهایت نتایج بارگذاری ترکیبی از مجموع 

ها جایی و تنش حاصل از هریک از این بارگذاریمقادیر جابه

 دست خواهد آمد.به

با توجه به آنچه بیان شد، استفاده از مواد ناهمگن سبب 

های تحت بارگذاری ژهویها بهیجاد خواص مطلوبی در سازها

)تنش  نظر تنش محیطیمشود. از می فشاری و دورانی

 مثبتهای n ناهمگن با مادهّاستفاده از  حداکثر در استوانه(

تغییرات تنش در جسم و کمتر بودن  به دلیل کمتر بودن بازه

باشد. با توجه به نتایج حاصل، تر میمطلوب ،مقدار حداکثر آن

 در استوانه مثبتناهمگن با ثابت ناهمگنی  مادهّاستفاده از 

 و تنشجایی سبب کاهش جابهچرخان تحت فشار داخلی 

 باشد. تر میشده و مطلوب

 پیوست -7
( 18ب دستگاه معادلات )های ضرایصفر ماتریسهای غیردرایه

جواب خصوصی آن  منظور محاسبهاعمال تغییرات به پس از

 .باشندصورت زیر میبه
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