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چکیذه
دس اهتذاد هخبهت ٍ ؿؼبع، تغییشات خٌی ٍ غیش خٌی هخبهت،  هَاددلخَاُ خَاف ، تغییشات لضجتبثیش هحیي استدبػی دس ایي تحمیك، 

ثِ دلیل ػبصگبسي ثب اص سٍؽ ًیفی سیتض . اػت ثشسػی ؿذٍُسق هذٍس اي صاٍیِ ٍ ؿشایي هشصي ثش فشوبًغ دلخَاًُؼجت پَاػَى، ثبس ؿؼبػی 

ّبي حزف پیچیذگیًَآٍسي همبلِ حبهش، ؿذُ اػت. وشدى اًشطي پتبًؼیل ول اػتفبدُ وویٌِ ؿشایي هشصي ٍ ػشػت ّوگشایی صیبد ثشاي 

 يّبوبّؾ تلاؽ يثشاثِ ػلاٍُ، . اػت لاگشّبي هتؼبهذ ايچٌذخولِ تؼوین یبفتِّبي پبیِثب هؼشفی ، یب فشػی اػتفبدُ اص تَاثغ چؼجٌذُ

هحبػجِ هؼىَع ًیبص ثِ  ثذٍى ول یلتبثغ پتبًؼ یيّؼ یٌبىدتشههحبػجِ سیـِ  ثِ ووه يػبصیٌِثْ، ّبوذٍ صهبى اخشاي  یهحبػجبت

ػبیش  ّبيیبفتِهمبلِ حبهش ثب هـبّذُ تٌبثك ثیي ًتبیح ثب  ًتبیحكحت  اػت.ؿذُ  اًدبم تىشاسي ّبيگبمّبي هشتجِ ثبلا دس هبتشیغ

، وبّؾ هشیت هخبهت، وبّؾ دسخِ ًبهؼیٌی، تَاًی ؿبخقتحمیمبت ٍ هـبّذُ ّوگشایی سٍؽ ًیفی سیتض تلذیك ؿذُ اػت. ثب افضایؾ 

هحیي لضج، وبّؾ هذٍل استدبػی دس هدبٍست لجِ ًؼجت ثِ هشوض كفحِ ٍ اػوبل ٍ وبّؾ ػختی ، افضایؾ هیشایی ًؼجت پَاػَى وبّؾ

یبثذ. وبّؾ هیاي ًؼجت ثِ لجِ ٍسق، فشوبًغ صاٍیِ ثبس فـبسي ثیـتش دس هشوض

؛ سٍؽ ًیفی سیتض؛ هخبهت هتغیش دٍ خْتِ؛ ثبس ؿؼبػی دلخَاُ ّذفوٌذاستؼبؽ هیشا؛ ٍسق  :کلمات کلیذی

Damped Vibration of Tapered and Bidirectional Graded Plate Subjected to Arbitrary 

Radial Load Rested on Elastic Medium 

A. Heydari1,*, K. Gholizadeh2 
1 Assis. Prof., Department of Civil Engineering, Technical and Vocational University (TVU), Tehran, Iran. 

2 Lecturer, Department of Architecture and Urban Planning, Technical and Vocational University (TVU), Tehran, Iran. 

Abstract 
In present work, the effects of elastic and viscous medium, arbitrary variation of material properties in 

transverse and radial directions, linear and nonlinear tapering, Poisson’s ratio, arbitrary radial load and 

various boundary conditions on angular frequency of circular plate are investigated. The total potential 

energy is minimized by using the spectral Ritz method due to fast convergence and adaptation to different 

boundary conditions. The novelty of this work is that the difficulties of the employing adhesive or auxiliary 

functions are resolved by introducing generalized basis of orthogonal Laguerre polynomials. Moreover, the 

optimization is performed by calculating the determinant root of total potential energy Hessian and 

eliminating the inverses of high-order matrices in iterative steps. The accuracy of the results has been 

confirmed by observing convergence and a good agreement between results of current work and previously 

published works in literature. By increasing the power index and decreasing the taper constant, decreasing 

indeterminacy degree and Poisson ratio, increasing attenuation and decreasing stiffness, decreasing the 

elastic modulus at the edge of the plate and applying more compressive load near to the center of the plate, 

the angular frequency of free vibration will be reduced. 
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 ممذمه -0
وِ ًبّوگي  يثب ػبختبس ـشفتِیٍ پ ًَیي هَادس ػلن هَاد ثِ د

دس یه یب چٌذ خْت ّؼتٌذ، هَاد  پیَػتِداساي تغییشات 

هَاد  يیا یىی. خَاف هىبًؿَد یگفتِ ه( FGM) ّذفوٌذ

 .وٌذیه شییتغ گشیػٌح ثِ ػٌح د هیاص  َػتِیًَس پ ثِ

 یحدو وؼش شییتغ لِیثِ ٍػتذسیدی ٍ پیَػتِ  شاتییتغ

هَاد . ؿَد یه دبدای ّذفوٌذهَاد  دٌّذُ لیتـى هلبلح

ٍ فلض ػبختِ  هیػشاهًَس هؼوَل اص دٍ هبدُ  ثِ ّذفوٌذ

لبثل ٍ همبٍهت  يییاًتمبل حشاست پب تیهش هی. ػشاهؿًَذ یه

چىؾًیض ثِ ٍاػٌِ فلض . اص داسد ثبلا دهبيدس ثشاثش  تَخِ

اي اػتفبدُ ػوَ ػبصُ بصیهَسد ً ًبلت آى ثشاي تبهیيخَاسي 

هـىلات  ی،ىیخَاف هىبً َػتِیپ شاتیی. ثِ ػلت تغؿَدهی

 ّذفوٌذهَاد دس هتؼبسف  یتیوبهپَص هَاد یَػتگیػذم پ

وبّؾ توشوض تٌؾ، افضایؾ همبٍهت ػبیؾ  .ذًؿَهیثشًشف 

ّؼتٌذ. اص  ّذفوٌذهَاد اي اص هضایبي ٍ ثْجَد ػولىشد ػبصُ

تَاى ثِ هی ّذفوٌذهَاد خولِ وبسثشدّبي ثبلمَُ ٍ ثبلفؼل 

ّبي ، پشٍُ پضؿىی، هذاسّبي الىتشًٍیىی اثضاسّبي ًَسي

غیشُ  ّبي حشاستی ٍآلات، هخبصى، پَؿؾتَسثیي، هبؿیي

   .]1[ اؿبسُ وشد

 ّذفوٌذّبي استؼبؽ ٍ ووبًؾ ػبصُ اخیشدس تحمیمبت 

 یدس ثشسػ يؿَؿتش ٍ  يسهَ. ]1-8[ثشسػی ؿذُ اػت 

 یلیٍسق ًبصن هؼتٌ یشخٌیاستؼبؽ آصاد غ یلیتحل

ّب ٍ ٍسق هیولاػ يثش اػبع تئَس هیهگٌتَالىتشٍالاػت

اثؼبد ٍسق،  شیهختلف ًظ هتغیشّبي شیتأث ،َعئهؼبدلات گب

 يسٍ یؼیٍ هغٌبً یىیالىتش لیثؼتش ٍ اختلاف پتبًؼ هتغیش

-. یَػف]9[ اًذهَسد هٌبلؼِ لشاس دادُ سا ٍسق یشخٌیپبػخ غ

 ّذفوٌذاستؼبؿبت آصاد ٍسق هذٍس  یصادُ ٍ ّوىبساى ثِ ثشسػ

 هجٌبي ٍ ثش پشداختِ شیهحذٍد ٍ تشاون ًبپز بلیدس توبع ثب ػ

ثب دس ًظش گشفتي  يیٌذلیه يٍ تئَس ٌِیوو لیپتبًؼ ياًشط

 ًیفی ثِ ووه سٍؽ یثشؿ يشٍّبیٍ ً یدٍساً یٌشػیاثشات ا

 شاجاػتخ ي ساهَد يّبٍ ؿىل یؼیًج يّبفشوبًغ تض،یس

غلاهی ٍ اًلبسي دس ثشسػی استؼبؿبت اخجبسي  .]10[اًذ وشدُ

ّبي هؼتٌیلی ثشاػبع ًظشیِ الاػتیؼیتِ ػِ ثؼذي، ثب ٍسق

یي اثشات ٌّذػی، داهٌِ ثبس ٍ ًؼجت شوُ اص تىٌیه گبلداػتفب

 گبّی هختلف ساهیشایی ثش پبػخ فشوبًؼی دس ؿشایي تىیِ

استؼبؿبت  لیدس تحل یٍ ًظبه ي. غوٌفش]11[اًذ وشدُ ثشسػی

پشػشػت  يثذًِ لٌبسّب یتیٍسق وبهپَص یشخٌیآصاد غ

فَى وبسهي  يثش اػبع تئَس هؼبدلات حشوت ٍسق دٍػبًگشد سا

 ّبيفشوبًغ يیػپغ ثِ ووه سٍؽ گبلشو ،اػتخشاج

ٍ  یهدبث. ]12[اًذ هحبػجِ ًوَدُ سا چْبس هَد اٍل یشخٌیغ

 یتیوبهپَص ِیاستؼبؿبت ٍسق چٌذ لا یدس ثشسػ شخَاُیخ

داس، ثِ حبفظِ بطیآل يّبنیػ يهؼلح ثب ػولگشّب شداسیىؼشگی

ٍ ثِ  يهذلؼبص بًگیثب اػتفبدُ اص فشهَل ل هیسٍؽ ولاػ

 اًذهحبػجِ وشدُ سا یؼیًج يّبفشوبًغ تضیس یلیسٍؽ س

 تیاستؼبؿبت آصاد ًبًَ ٍسق وبهپَص یبئیٍ ه یی. سهب]13[

 يتئَس اصثب اػتفبدُ  یػشه ي( سا دس ساػتبفلضي – هی)ػشاه

ٍ ًـبى دادًذ  دًُوَ يػبصهذل لتَىیٍ اكل ّو هیولاػ

وبّؾ همذاس فشوبًغ  ثبػث یشهحلیغ شیافضایؾ همذاس هتغ

سحیوی ٍ خؼفشي استؼبؽ آصاد سا ثِ  .]14[ ؿَدیه یؼیًج

ثبص ٍ  خذهت .]15[اًذ ووه سٍؽ سیلی سیتض ثشسػی ًوَدُ

ّذفوٌذ هَاد  ػبختِ ؿذُ اص ّوىبساى استؼبؽ آصاد ٍسق ًبصن

هشتجِ  الوبى ثِ ووه سٍؽسا  ٌىلشیٍ هیثش ثؼتش الاػت ٍالغ

داد  ًـبى كیتحم حیًتب ًذ.اًُوَد يػبصهذل یلیفشاًؼیدثبلاي 

 یػخت تیػلاٍُ ثش هش یؼیفشوبًغ ًج شاتییتغ ضاىیوِ ه

ٍاثؼتِ  یًؼجت تشاون حدو تیًَل ٍ هش ثؼتش ثِ هخبهت،

 .]16[ اػت

ثِ ّوشاُ  هشوتٍ ّوىبساى هؼبدلات استؼبؽ ٍسق  يثبلش

 یؿىل ثشؿ شییتغ ِیثش اػبع ًظشسا  هیالىتش ضٍیپ يّبِیلا

پظٍّؾ  حیًتب اًذ.دػت آٍسدُِ ث لتَىیهشتجِ اٍل ٍ اكل ّو

ٍسق  يدس هذل ػبص يیلشوبوبسآهذ ثَدى سٍؽ ثذٍى الوبى گ

 شاًذىیه دساثش وٌتشل ثبصخَسد ًیض ٍ  هیالىتش ضٍیپ تیوبهپَص

استؼبؽ آصاد ٍسق ًبصن  .]17[اًذ ُاستؼبؽ ٍسق سا ًـبى داد

 .]18[ثشسػی ؿذُ اػت  ًبّوؼبى ثِ سٍؽ ًَاس هحذٍد دلیك

حبلت هبًذگبس  ياخجبس ٍ ّوىبساى هؼبدلات استؼبؽ يذیػؼ

ػبختِ ؿذُ اص هَاد ّذفوٌذ ّوؼبًگشًذ  یهؼتٌیل يّبٍسق

هشتجِ ثبلا ٍ لبئن ثبتشا ٍ  یتغییش ؿىل ثشؿ يتئَس ِیثش پب

ٍ ّوىبساى استؼبؽ  یچشاغ .]19[ اًذدػت آٍسدُِ سا ث یذٍلیٍ

خَاف هگٌتَ  يداسا يّبِیػبختِ ؿذُ اص لا ّذفوٌذآصاد ٍسق 

ثؼتش  یهشثَى ثِ ػخت هتغیشّبي شیتبث ، تحتهیالىتشٍ الاػت

سا  ايِیلا يیخَاف هَاد ٍ لغضؽ ث شاتییؿبخق تغ ،یاستدبػ

 .]20[ اًذلشاسدادُ یٍسق هَسد ثشسػ يّبفشوبًغ شیهمبد يسٍ

ّبي ٍ ٍسق ّذفوٌذّبي تحمیمبت دس خلَف استؼبؽ ٍسق

 .]23-21[اًدبم ؿذُ اػت  هخین

هیلادي اسائِ ؿذ. دس ایي  1867هذل ٍیٌىلش دس ػبل 
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هذل، اص فٌشّبي هدضاي استدبػی هؼتمل اص ّن ثب سفتبس خٌی 

وشدى خبن صیش ػبصُ اػتفبدُ ؿذُ اػت. هذل  ثشاي هذل

ٍیٌىلش خبن سا ثِ كَست یه هحیي غیشپیَػتِ ثب سفتبس 

گیشد. ثٌبثشایي تغییش ؿىل خبن هحذٍد ثِ خٌی دس ًظش هی

بصُ ثَدُ ٍ تغییش ؿىل خبن دس اًشاف ػبصُ ًبدیذُ صیش ػ

. اػتؿَد. كفحِ ّذفوٌذ داساي هخبهت هتغیش گشفتِ هی

-تغییشات هخبهت ثلَست تَاثغ خٌی ٍ غیش خٌی ثیبى هی

ؿًَذ. ثبس ؿؼبػی هتغیش دلخَاُ ثش كفحِ خٌثی اػوبل ؿذُ ٍ 

اي ثشسػی ؿذُ اػت. ثشاي تبثیش آى ثش تغییش فشوبًغ صاٍیِ

ثؼتش استؼبؽ هیشاي ٍسق، اًشطي پتبًؼیل خوـی ٍ  تحلیل

 هشثَى ثِ هحیياًشطي ّذس سفتِ ًیشٍي ًبپبیؼتبس ٍیٌىلش ثب 

خوغ ٍ ثِ ووه سٍؽ ػذدي ًیفی سیتض وویٌِ ؿذُ  لضج

غبلجب اص دس سٍؽ ًیفی سیتض ؿشایي هشصي  اسهبءاػت. ثشاي 

د. دس ایي همبلِ ؿَتَاثغ چؼجٌذُ یب تَاثغ فشػی اػتفبدُ هی

ّبي تَاثغ فشػی دس ثشًبهِ ًَیؼی ٍ پیچیذگی اختٌبة اصثشاي 

خبي اػتفبدُ اص ِ ّوچٌیي ثشاي وبّؾ صهبى اخشاي ثشًبهِ، ث

اًتمبل ّبي ايچٌذخولِ ثبتَاثغ چؼجٌذُ، اص پبیِ تؼوین یبفتِ 

. سٍؽ ًیفی سیتض ثب اػتفبدُ ؿذُ اػت لاگشهتؼبهذ یبفتِ 

ٍى ًیبص ثِ تـىیل هؼبدلات دیفشاًؼیلی ّبي هتؼبهذ، ثذپبیِ

 ثب وبّؾسا  هؼئلِحل  ّبي ػذدي پیچیذُ،حل ثبتؼبدل 

وبّؾ ّوگشایی ٍ وٌذ. هی اهىبى پزیشّبي هحبػجبتی تلاؽ

اي دس پبیِ ّبي چٌذ خولِخٌبي ًؼجی ثب افضایؾ تؼذاد تشم

ثیي ًتبیح تحمیك حبهش ثب ًتبیح  وبهلی. اًٌجبق ؿذهـبّذُ 

هَاسدي وِ ّوپَؿبًی ٍخَد  وبسّبي هـبثِ اًدبم یبفتِ دس

هـبّذُ ٍ كحت ًتبیح پظٍّؾ حبهش تلذیك ؿذ. پغ  ،داسد

ّبي ػذدي ًتبیح دس لبلت ًوَداس ٍ خذٍل اسائِ اص اًدبم تحلیل

 .ؿذُ اػت

 

 معادلات حاکم -2
دٍ خْتِ داساي هخبهت  ّذفوٌذ، یه ٍسق هذٍس 1دس ؿىل 

ًوبیؾ دادُ ؿذُ اػت. تغییشات هذٍل   هتغیش ثب ؿؼبع 

( دس 1استدبػی دس اهتذاد هخبهت ٍ ؿؼبع ثِ كَست ساثٌِ )

 ًظش گشفتِ ؿذُ اػت. 

 (   )      ( ) ((     ) (
 

 
 

 

 
)
 

   ) 

(1)  

ثِ   ٍ   ،  ،   ،   ،   ،  ( هتغیشّبي 1دس ساثٌِ )

تشتیت ثبثت هبدُ، هذٍل استدبػی ػشاهیه، هذٍل استدبػی 

ثؼذ هذٍل استدبػی )تبثغ ؿىل( دس اهتذاد فلض، تغییشات ثی

ّب دس اهتذاد هخبهت ٍ ؿؼبع دس دػتگبُ ؿؼبػی، هختلِ

ثب تَخِ  . ]2 [ثبؿٌذاي ٍ هخبهت كفحِ هیهختلبت اػتَاًِ

كفحِ  ثِ تغییشات هذٍل استدبػی دس اهتذاد هخبهت ٍسق،

ثِ . ًؼجت ثِ هیبى كفحِ خَاّذ ثَد  خٌثی داساي فبكلِ 

اًتگشال تٌؾ ؿؼبػی كفحِ دلیل ٍخَد تؼبدل اػتبتیىی، 

دس  ؛ثب كفش اػتتحت خوؾ هحن سٍي هخبهت آى ثشاثش 

 .]1 [ؿَد.( هحبػجِ هی2ثِ كَست ساثٌِ )  ًتیدِ هتغیش 

(2)    ∫  (   ) 

 

 

 
 

 

  ∫  (   )

 

 

 
 

 

  ⁄  

 .]1 [ اػت( 3كلجیت خوـی ٍسق ثِ كَست ساثٌِ )

(3)    ∫
 (   )    

(   ) 

 

 
  

 
 

 
  

 

 ؿَد.( ثیبى هی4هخبهت ٍسق ثِ كَست ساثٌِ )تغییشات 

(4)      (   (  ⁄ ) ) 
ثِ تشتیت هشیت هخبهت   ٍ   ( هتغیشّبي 4دس ساثٌِ )

ٍ ؿبخق تَاًی هحبهت )تؼییي وٌٌذُ ًَع تغییشات خٌی یب

 
 والع بر بستر لسج و ارتجاعی وینکلردوجهته مذور هذفمنذ  ورق -0 ضکل
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اًشطي وشًـی خوـی رخیشُ ثبؿٌذ. ( هیهخبهت غیشخٌی

هخبهت هتغیش ثش  ؿذُ دس ٍسق ّذفوٌذ دٍ خْتِ داساي

ٍ ًؼجت  ( ) اي، حؼت خبثدبیی خوـی یب ثشٍى كفحِ

  .]1 [( ًَؿتِ ؿذُ اػت5ثِ كَست ساثٌِ )  پَاػَى، 

     ∫  ((
   ( )

   
 

 

 

  ( )

  
)

 

 
 

 

 

(5)                         (   )
  ( )

  

   ( )

   
 )    

ّب ٍ (، ثذٍى دس ًظش گشفتي وشًؾ5ثشاي هحبػجِ ساثٌِ )

-ّبي ثشؿی اص چگبلی اًشطي استدبػی وِ ًبؿی اص وشًؾتٌؾ

ّبي لبئن ؿؼبػی ٍ هوبػی ّؼتٌذ، سٍي حدن ٍسق ّب ٍ تٌؾ

اًشطي رخیشُ ؿذُ دس فًَذاػیَى اًتگشال گشفتِ ؿذُ اػت. 

هشة پبػخ حبكلًلف گیشي اص ثِ ووه اًتگشالٍیٌىلش 

فًَذاػیَى دس خبثدبیی ػشهی ٍسق سٍي ػٌح توبع ٍسق ثب 

ؿَد. هتغیش هی هحبػجِ( 6ثِ كَست ساثٌِ )ٍ هحیي استدبػی 

 .]1 [هشیت ػختی دس هذل ٍیٌىلش اػت  

(6)      ∫  ( ( ))
 
   

 

 

  

ثِ ووه ًبؿی اص استؼبؽ كفحِ هذٍس اًشطي خٌجـی 

هشة خشم یه الوبى اص كفحِ گیشي اص ًلف حبكلاًتگشال

( 7ثِ كَست ساثٌِ )ٍ سٍي حدن كفحِ دس ػشػت ػشهی آى 

اي ثِ تشتیت فشوبًغ صاٍیِ  ٍ   ؿَد. هتغیشّبي هی هحبػجِ

 .]2 [ٍ چگبلی خشهی ّؼتٌذ

(7)     ∫ ∫   (   ( ))
 

 

 

 
 

 

    
 

 

 

ثب هحبػجِ وبس اًشطي ّذس سفتِ ًبؿی اص ثبس ؿؼبػی هتغیش 

اًشطي  .ؿَد( هحبػجِ هی8كَست ساثٌِ )ثِ  ،ًیشٍي ًبپبیؼتِ

تغییشات هؼبحت هشة اًتگشال حبكلهٌفی ّذس سفتِ ثشاثش ثب 

كفحِ ًبؿی اص تغییشؿىل خوـی دس ًیشٍي خبسخی اػوبلی 

(، اص دٍ خولِ اٍل ثؼي تیلَس 8ثشاي هحبػجِ ساثٌِ )اػت. 

داهٌِ ثبس ٍ    هتغیش . ؿذُ اػتتبثغ صیش اًتگشال اػتفبدُ 

 .]1 [اػتتبثغ ؿىل  ( )  ثؼذهتغیش ثی

(8)        ∫  ( ) (
  ( )

  
)

 

   
 

 

 

ثشاثش ثب وبس ًیشٍي ًبپبیؼتِ اًشطي هؼتْله هحیي لضج 

گیشي سٍي ػٌح توبع ٍسق ثب هحیي هیشاگش ثَدُ ٍ ثب اًتگشال

. هشیت هحیي لضج ؿَدهحبػجِ هی( 9ثِ كَست ساثٌِ )لضج 

  .]2 [.ًوبیؾ دادُ ؿذُ اػت  ثب ًوبد 

(9)         ∫  ( )    
 

 

 

ثشاثش ثب هدوَع اًشطي رخیشُ ؿذُ اًشطي پتبًؼیل ول 

)وبس ًیشٍي پبیؼتِ( ٍ اًشطي ّذس سفتِ )وبس ًیشٍي ًبپبیؼتِ( 

 .]2 [ؿَدهی تؼشیف( 10ساثٌِ ) ثَدُ ٍ ثِ كَست

(10)                    
 

 یتسر یفیارتعاش به کمک روش ط یلتحل -3
تبثغ حل دس سٍؽ ًیفی سیتض ثش خلاف سٍؽ الوبى هحذٍد اص 

 هؼئلِؿَد وِ ػشاػش هحذٍدُ اي اػتفبدُ هیپیَػتِ تمشیجی

ایي تبثغ تٌْب دس ًمبى هشصي ؿشایي هشصي  دّذ.سا پَؿؾ هی

ٍ ًجیؼی سا اسهبء وشدُ ٍ ثشخلاف تَاثغ ؿىل دس سٍؽ الوبى 

ًیبصي ثِ اسهبء لیَد  هؼئلِهحذٍد دس ػبیش ًمبى هحذٍدُ 

خبكی ًیؼت. دس سٍؽ ًیفی سیتض ثشاي اسهبء ؿشایي هشصي 

ؿَد. دس ایي ٍ ًجیؼی اص تَاثغ فشػی یب چؼجٌذُ اػتفبدُ هی

ّبي هشثَى ثِ اًتخبة ٍ اػتفبدُ اص تَاثغ همبلِ پیچیذگی

چؼجٌذُ هٌبػت ثِ ووه اػتفبدُ اص پبیِ تؼوین یبفتِ ثشًشف 

ّبي ػٌتی ًظیش استؼبؽ ثِ ؿیَُ هؼئلِؿذُ اػت. ثشاي حل 

، هؼبدلِ دیفشاًؼیل تؼبدل هحبػجِثبیذ اثتذا سٍؽ اغتـبؽ 

یَد ّبي ػذدي خبف ٍ ثب اسهبء لػپغ ثِ ووه سٍؽ

پبیِ  دس ایي تحمیك، پزیشد.هَخَد، تحلیل استؼبؿی اًدبم 

ذ هتؼبهّبي اياص چٌذ خولِدس سٍؽ ًیفی سیتض تؼوین یبفتِ 

ّبي  پبػخ لاگشّبي ايچٌذ خولِ .تـىیل یبفتِ اػت لاگش

 ّؼتٌذ.         (   )     هؼبدلِ دیفشاًؼیل 

  .]24 [ػذد كحیح ًبهٌفی اػت  هتغیش 

(11)   ( )  (    ⁄  )      (     )⁄  
هتؼبهذ     ًؼجت ثِ تبثغ ٍصًی  لاگشّبي ايچٌذ خولِ 

(، دس سٍؽ ًیفی سیتض تغییش ؿىل 12هٌبثك ساثٌِ ). ّؼتٌذ

دس خوـی تمشیجی ؿبهل پبیِ لاگش ٍ هشایت هدَْل اػت. 

 ّؼتٌذ لاگشاي  دٍ چٌذ خولِ     ،(12ساثٌِ )

] 22[. 

(12)        ∫  ( ) ( )     
 

 

 

  

(

 [

  

  

 
  

]

 

)

 

(   )  

[

  

  

 
  

]

  (   )

 

(13)                       
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ثدبیی لجِ گیشداس ؿبهل ػذم ٍخَد ؿیت ٍ خبؿشایي هشصي 

 دس لجِ ٍسق اػت.

(14)     

(

 
 

[

  
  

 
  

]

 

)

 
 

   (

 
 

[

  

  

 
  

]

  (   ))

 
 

   

 

(15)    

(

 
 

[

  

  

 
  

]

 

)

 
 

(   )  (

 
 

[

  

  

 
  

]

  (   ))

 
 

   

 

 

(، خبثدبیی 13( دس ساثٌِ )15( ٍ )14ثب خبیگزاسي سٍاثي )

خوـی ثب اسهبء ؿشایي هشصي دس لجِ ٍسق گیشداس هحبػجِ 

 ؿَد.هی

  ∑     

 

   

 

 
 

(16) 

 ∑  
 

 

   

((  ( )    ( ))   
 ( )

 (  ( )    ( ))) 
دس تغییشؿىل خوـی ؿشایي تمبسى هحَسي، ؿیت  تحت

دس ساثٌِ  لزا پبیِ تؼوین یبفتِ اػت؛هشوض كفحِ ثشاثش ثب كفش 

  ؿَد.( تؼشیف هی18ثِ كَست ساثٌِ ) ،  ، (17)

(17)   ∑   

 

   

   

ٍسق هفللی ثب دس ًظش گشفتي ػذم ٍخَد خبثدبیی دس لجِ 

( ًَؿتِ 19ٍ ؿشایي تمبسى هحَسي دس هشوض كفحِ، ساثٌِ )

 ؿَد.هی

پبیِ تؼوین یبفتِ ثشاي ٍسق ثب لجِ هفللی ثب دس ًظش 

( 20گشفتي ؿشایي ًجیؼی دس لجِ ٍسق هذٍس ثِ كَست ساثٌِ )

 آیذ.ثِ دػت هی

(20)         

   
  ( )     

 ( )

   
  ( )     

 ( )
 

ؿىل  اٍل ٍ تغییش اي هَدثشاي هحبػجِ فشوبًغ صاٍیِ

( 10دس ساثٌِ )خوـی هتٌبظش ثِ آى، ثبیذ اًشطي پتبًؼیل ول 

گیشي اص هشایت ثب هـتكسٍؽ ًیفی سیتض  دسوویٌِ ؿَد. 

اي اص هدَْل، اًشطي پتبًؼیل ول وویٌِ ؿذُ ٍ هدوَػِ

هدذد اص  گیشيثب هـتكؿَد. هؼبدلات ّوگي حبكل هی

ي اًشطي هشایت هدَْل، هبتشیغ هشایت هدَْل وِ ّؼی

ّبي حلَل پبػخثشاي ؿَد. هحبػجِ هی ،پتبًؼیل ول اػت

ثشاثش ثب كفش لشاس دادُ هبتشیغ هضثَس ، دتشهیٌبى غیشتىشاسي

( حبكل 21ؿذُ ٍ هؼبدلِ هـخلِ استؼبؿی هٌبثك ساثٌِ )

وَچىتشیي  ،اي اٍلیي هَد استؼبؿیفشوبًغ صاٍیِ. ؿَدهی

خبیگضیٌی اػت. ثب  سیـِ حمیمی هؼبدلِ هـخلِ استؼبؿی

اي اٍلیي هَد دس هدوَػِ هؼبدلات ٍ هحبػجِ فشوبًغ صاٍیِ

یىی اص هشایت، تغییشؿىل خوـی  حؼتهشایت هدَْل ثش 

 ؿَد.حبكل هی ثؼذثی

(21) |
  

      

 |
(   ) (   )

               

 

 گیریبحث و نتیجه -4

ثشاي اًدبم تحلیل ػذدي هـخلبت هىبًیىی ٍسق 

هـخلبت ،    ٍ                    

ثب چگبلی       ٍ                  ٌّذػی 

ؿَد. ثب تَخِ ثِ دس ًظش گشفتِ هی                 

ؿَد. ثبثت فشم هی ، ًؼجت پَاػَى فلض ٍ ػشاهیه، لشاثت 

دس  ثشاي وذًَیؼی اػتفبدُ ؿذُ اػت. MATLABافضاس اص ًشم

تؼوین یبفتِ لاگش  ّبي پبیِ، تبثیش افضایؾ تؼذاد دسای2ِؿىل 

دلت ًتبیح سٍؽ ًیفی سیتض ًوبیؾ دادُ ؿذُ اػت. ثب ثش 

ّب، وبّؾ خٌبي ًؼجی ٍ ّوگشایی ًتبیح افضایؾ تؼذاد پبیِ

اي ٍسق ، تغییشات فشوبًغ صاٍی3ِؿَد. دس ؿىل هـبّذُ هی

تبثغ ؿىل ثبس ؿؼبػی، ّبي هفللی دس لجِ آى ثشاي گبُثب تىیِ

ثؼذ ثِ تشتیت ثشاثش ثب ثؼذ ٍ هشیت هیشایی ثیػختی ثی

1  (  ⁄ دس ثشاثش تغییشات ًؼجت پَاػَى  15ٍ  1 ، (

 اػت ٍ دس 1تشػین ؿذُ اػت. ؿبخق تَاًی هخبهت ثشاثش ثب 

ثب افضایؾ ًتیدِ تغییشات هخبهت ثِ كَست خٌی اػت. 

هختلف  اي ٍسق ثشاي هشایتًؼجت پَاػَى، فشوبًغ صاٍیِ

 اي ، تغییشات فشوبًغ صاٍی4ِدس ؿىل یبثذ. هخبهت افضایؾ هی

 

(18)    (  
  
 ( )  

 ( )    
 ( )

  
 ( )  

 ( )    
 ( )

) (  
 ( )(  ( )    ( ))  (  ( )    ( ))) 

(19)   ∑     

 

   

 ∑   

 

   

(  
 ( )(  ( )    ( ))  (  ( )    ( ))) 
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ثؼذ ٍ ٍسق ثب لجِ گیشداس ثشاي تبثغ ؿىل ثبس ؿؼبػی، ػختی ثی

 )   ثؼذ ثِ تشتیت ثشاثش ثب هشیت هیشایی ثی
 

 
دس  15ٍ  1 ،(

، 4ثشاثش تغییشات ًؼجت پَاػَى تشػین ؿذُ اػت. دس ؿىل 

ثبؿذ ٍ ؿبخق تَاًی هخبهت تغییشات هخبهت غیش خٌی هی

ٍ ؿىل  3دس ًظش گشفتِ ؿذُ اػت. ثب همبیؼِ ؿىل  3ثشاثش ثب 

اي دس ؿَد وِ سًٍذ تغییشات فشوبًغ صاٍیِ، هـخق هی4

ثبؿذ. دس ٍسق گیشداس ًیض گیشداس هـبثِ ثب ٍسق هفللی هیٍسق 

ًؼجت پَاػَى ٍ  اي اٍلیي هَد هتٌبػت ثبهمذاس فشوبًغ صاٍیِ

 ثؼذیث ايیِفشوبًغ صاٍ، 1دس خذٍل هشیت هخبهت اػت. 

ٍ كحت ًتبیح وبس حبهش لشاس گشفتِ  یػٌد اػتجبسهَسد 

 ، كلجیت خوـی دس هشوض ٍسق  تلذیك ؿذُ اػت. هتغیش 

 ،یهذٍل استدبػ یؿؼبػ ییشاتتغ یشتبث ،2اػت. دس خذٍل 

هَد اٍل  ايیِهخبهت ثش فشوبًغ صاٍ یتًؼجت پَاػَى ٍ هشا

هٌبثك ًتبیح  اسائِ ؿذُ اػت. یشداسگثب لجِ  دٍ خْتِكفحبت 

، ثب افضایؾ ؿبخق تَاًی هخبهت ٍ 2اسائِ ؿذُ دس خذٍل 

یبثذ. اي وبّؾ هیوبّؾ ًؼجت پَاػَى، فشوبًغ صاٍیِ

تَصیغ خٌی هذٍل استدبػی  ٍسق ثباي ّوچٌیي فشوبًغ صاٍیِ

تَصیغ اي ٍسق ثب فشوبًغ صاٍیِدس اهتذاد ؿؼبػی، ًؼجت ثِ 

هذٍل استدبػی ثضسگتش دس لجِ، ثیـتش اػت. ػیٌَػی ثِ دلیل 

 تبثیش ؿشایي ،4گشادیبى هَاد ٍ دس خذٍل  شیتبث ،3دس خذٍل 

گیشداس ٍ هفللی اسائِ ؿذُ ّبي ٍسق ايِیثش فشوبًغ صاٍهشصي 

   ثشاي ٍسق ايصاٍیِ فشوبًغ هیشایی، هشیت افضایؾ ثب اػت.

 

 
 ( های پایه )ای با افسایص تعذاد درایههمگرایی فرکانس زاویه -2 ضکل
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همبدیش هختلف هشیت ٍ ؿبخق تَاًی هخبهت، ًؼجت 

یبثذ. هٌبثك ًتبیح هَاد وبّؾ هی ّبي هختلفپَاػَى ٍ تَصیغ

اي ٍسق ثب لجِ ، همذاس فشوبًغ صاٍی4ِاسائِ ؿذُ دس خذٍل 

اي ٍسق ثب لجِ هفللی اػت. ثِ گیشداس ثیـتش اص فشوبًغ صاٍیِ

ػجبست دیگش، چٌبًچِ دسخِ ًبهؼیٌی ٍسق ثیـتش ؿَد، همذاس 

 .وٌذاي آى افضایؾ پیذا هیفشوبًغ صاٍیِ
 

 یجنتا یجمع بنذ -5
 ووه ثِ ول پتبًؼیل ایي همبلِ، ثب وویٌِ وشدى اًشطي دس

 استدبػی ػَاهل هختلف هبًٌذ هحیي تبثیش سیتض، ًیفی سٍؽ

دٍ  دلخَاُ دلخَاُ دس اهتذاد ؿؼبػی، تغییشات هتغیش ثبس لضج،

 تغییشات غیشخٌی، ٍ خٌی هخبهت هتغیش ثؼذي هلبلح،

-صاٍیِ ّبيفشوبًغ ثش هختلف هشصي ؿشایي ٍ پَاػَى ًؼجت

ثب تَخِ ثِ ًتبیح حبكل . اػت ؿذُ ثشسػی اٍلیي هَد اي

 هختلف هشصي ؿشایي ثب سیتض ًیفی هـخق گشدیذ سٍؽ

دس . ثبلایی ثشخَسداس اػت ّوگشایی اص ػشػت ثَدُ ٍ ػبصگبس

 هشصي ؿشایي اسهبء ثشاي یبفتِ تؼوین پبیِ سٍؽ ًیفی سیتض اص

 اػتفبدُ ؿذُ اػت، لزا اص چؼجٌذُ تَاثغ خبي ًجیؼی ثِ ٍ

اي دؿَاس ثشاي لحبٍ تَاثغ فشػی ّبي سایبًًَِؿتي ثشًبهِ

 ايصاٍیِ فشوبًغ هـبّذُ گشدیذ وِ همذاس. اػت ؿذُ اختٌبة

 وبّؾ هخبهت، تغییشات ثِ هشثَى ؿبخق تَاًی افضایؾ ثب

 پَاػَى ًؼجت وبّؾ ًبهؼیٌی، دسخِ وبّؾ هخبهت، هشیت

 ًؼجت افضایؾ ٍ ثبؿذ گیشداس كفحِ لجِ وِ ؿشایٌی دس

 افضایؾ ثبؿذ، هفللی كفحِ لجِ وِ ؿشایٌی دس َاػَىپ

 لجِ هدبٍست دس استدبػی هذٍل وبّؾ لضج، هحیي هیشایی

 هدبٍست دس ثیـتش فـبسي ثبس اػوبل ٍ كفحِ هشوض ثِ ًؼجت

 یبثذ.هی وبّؾ كفحِ، لجِ ثِ كفحِ ًؼجت هشوض

 

 
 )     ) دو جهته گیردارهذفمنذ ای ورق فرکانس زاویه -4 ضکل

 

 
)    𝟏   𝟏     ) 

 

 (      √   )  تصذیك نتایج برای ورق مفصلی و گیردار تحت بار ضعاعی فطاری ثابت -0جذول 

       
        

      

یِ
تى

گبُ
 ]4 [هشخغ همبلِ حبهش ]4 [هشخغ همبلِ حبهش ]4 [هشخغ همبلِ حبهش 

637/2 637/2 308/4 308/4 935/4 935/4 

ی
لل

هف
 

137/9 137/9 870/9 870/9 216/10 216/10 

داس
یش

گ
 



 
 

 

 یواقع بر بستر ارتجاع دلخواه یشعاع دوجهته با ضخامت متغیر تحت بار ورق یرایارتعاش م  |004

 

 5/ شماره 00/ دوره 0011سال ها/ ها و شارهمکانیک سازه

 

 ای مود اول صفحات گیردارتاثیر تغییرات ضعاعی مذول ارتجاعی نسبت پواسون و ضرایب ضخامت بر فرکانس زاویه -2جذول 

 
               

  

        ( 
 

 
)      

 

 
 

0/0 1/0 2/0 3/0 4/0 5/0 0/0 1/0 2/0 3/0 4/0 5/0 

    

5/0- 0/27 5/30 9/34 5/40 0/48 5/58 4/28 9/31 2/36 7/41 1/49 59/5 

3/0- 5/34 7/38 9/43 7/50 6/59 2/72 6/36 8/40 1/46 8/52 7/61 3/74 

1/0- 2/42 1/47 1/53 9/60 3/71 8/85 0/45 9/49 0/56 9/39 4/74 0/89 

0/0 1/46 3/51 8/57 1/66 2/77 7/92 2/49 5/54 0/61 5/69 7/80 4/96 

1/0 1/50 6/55 5/62 3/71 1/83 5/99 5/53 1/59 1/66 0/75 0/87 7/103 

3/0 1/58 3/64 9/71 8/81 0/95 3/113 0/62 3/68 2/76 3/86 7/99 5/118 

5/0 2/66 0/73 5/81 4/92 9/106 2/127 6/70 6/77 3/86 5/97 4/112 3/133 

    

5/0- 0/29 8/32 6/37 7/43 8/51 2/63 5/30 2/34 8/38 8/44 8/52 0/64 

3/0- 7/35 1/40 5/45 6/52 9/61 9/74 0/38 4/42 8/47 8/54 1/64 1/77 

1/0- 6/42 5/47 7/53 6/61 1/72 7/86 5/45 5/50 6/56 6/64 2/75 0/90 

0/0 1/46 3/51 8/57 1/66 2/77 7/92 2/49 5/54 0/61 5/69 7/80 4/96 

1/0 7/49 1/55 9/61 7/70 3/82 6/98 9/52 5/58 4/65 3/74 1/86 7/102 

3/0 8/56 7/62 2/70 8/79 6/92 6/110 3/60 4/66 1/74 9/83 0/97 3/115 

5/0 9/63 4/70 6/78 1/89 0/103 5/122 6/67 3/74 7/82 4/93 7/107 8/127 

    

5/0- 2/30 2/34 1/39 4/45 9/93 9/53 9/31 7/35 6/40 7/46 0/55 6/66 

3/0- 5/36 0/41 5/46 7/53 2/63 2/63 0/39 5/43 0/49 1/56 6/65 8/78 

1/0- 9/42 9/47 0/54 0/62 5/72 5/72 9/45 9/50 1/57 1/65 7/75 6/90 

0/0 1/46 3/51 8/57 1/66 2/77 2/77 2/49 5/54 0/61 5/69 7/80 4/96 

1/0 3/49 7/54 5/61 2/70 8/81 8/81 5/52 0/58 9/64 73/7 5/85 0/102 

3/0 6/55 5/61 9/68 4/78 0/91 0/91 8/58 9/64 4/72 1/82 0/95 0/113 

5/0 8/61 2/68 2/76 5/86 2/100 2/100 9/64 5/71 6/79 1/90 1/104 7/123 



 

 

 

 005 | حیذری و قلیساده

 

 5/ شماره 00/ دوره 0011سال ها/ ها و شارهمکانیک سازه

 

 با گرادیان ضعاعی سینوسی )راست( و خطی مواد )چپ(  رداریصفحات گ ایهیبر فرکانس زاومتغیرهای مختلف  ریتاث -3جذول 
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     استؼبؽ  یلتحل( 1399ّبؿوی ع، خؼفشي ع ا )[ 22]

اص خٌغ هبدُ هذسج  یلیهؼتٌ يّب ٍسق یشخٌیآصاد غ

ّب ّب ٍ ؿبسُهىبًیه ػبصًُـشیِ ػلوی . ِدٍخْت یتبثؼ
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 .8(3): 165-175 ّبّب ٍ ؿبسُهىبًیه ػبصُ

ثب سٍؽ یفشاًؼیلحل هؼبدلات د( 1385) ت تدَیذي[ 24]

ًبهِ دوتشي، پبیبى. یدس داهٌِ ًبهتٌبّ یفیً يّب

 .یشوجیشاه یاًـگبُ كٌؼتیَتش، دٍ وبهپ یبهیداًـىذُ س

  

 




