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  چکیده

ناپذیر، لزج و دو بعدي در حالت ناپایا ارائه شده است. در روش معادلات ناویر استوکس تراکمدر این تحقیق، یک الگوریتم عددي براي حل 

سازي بخش زمانی معادلات، روش تفاضل پیشنهادي، براي حل معادله پواسون فشار، روش بدون المان پتروف گالرکین محلی و براي گسسته

یاب و از تابع وزن گاوسی براي تابع آزمون حداقل مربعات متحرك به عنوان درون رو اعمال شده است. در تحلیل حاضر، از تقریبمحدود پیش

هاي عددي ارائه شده، اثر همچنین، روش ضریب جریمه براي ارضاي شرایط مرزي اساسی به کار گرفته شده است. در مثال ؛استفاده شده است

هاي زیر دامنه وبه دو صورت منظم و نامنظم، بر خطاي نسبی نتایج بررسی ها ها، اندازه بازه زمانی و همچنین توزیع گرهتغییر تعداد گره

براي هندسه  نتایجاین  تحلیل اند.با یکدیگر مقایسه شده هاي مختلفانتگرالی گاوسی به دو شکل دایره و مربع، لحاظ و دقت نتایج در حالت

 سیال جریان به مربوط مسایل حل در ترکیبی پیشنهادي روش دقت دهد کهوضوح نشان میبه معیار محفظه دو بعدي با شرایط مرزي مختلف

 . استبسیار ناچیز دقیق حل تحلیلی  ها بااختلاف آنو بسیار بالا  ،ناپذیر، دو بعدي، ویسکوز و غیر دایم راکمت

  .ناپایا جریان ؛ناپذیرتراکم سیال جریان ؛متحرك مربعات حداقل ؛روپیش محدود تفاضل ؛محلی گالرکین پتروف المان بدون روش :کلیدي کلمات
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Analysis of Transient and Incompressible Navier–Stokes Equations  
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Abstract 
This paper presents a numerical algorithm for solving unsteady viscous incompressible two–dimensional 
(2D) Navier–Stokes equations. In the proposed method, for discretization of time derivatives and solving the 
Poisson equation of the pressure, Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) and forward finite difference 
methods are employed, respectively. In the present analysis, the moving least-square (MLS) approximation 
is regarded for interpolation, and the Gaussian weight function is used as the test function. To satisfy the 
boundary conditions, the penalty approach is applied.  In the numerical examples, the accuracy and 
efficiency of the method are compared with those of the exact solutions. The effects of the number of nodes, 
the size of time interval, as well as the nodes distribution (both regular and irregular) on the relative errors 
are investigated.  Moreover, the Gaussian integral sub-domains with the circular and square shapes are 
considered, and the accuracy of the results is compared with each other. Analysis of these results for 2D 
benchmark geometries with different boundary conditions clearly displays that the accuracy of the suggested 
combined method for solution of the problem related to unsteady viscous incompressible 2D flows is high 
such that its differences with analytical solution is negligible. 

Keywords: Meshless Local Petrov-Galerkin Method; Forward Finite Difference; Moving Least Squares; 
Incompressible Fluid Flow; Unsteady Flow. 
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  مقدمه -1

هاي عددي در آن به امري یکی از علومی که استفاده از روش

ناپذیر درآمده، علم دینامیک سیالات محاسباتی است. اجتناب

سازي ریاضی مسائل مربوط به ترین شبیهاز سوي دیگر، کامل

استوکس انجام دینامیک سیالات با استفاده از معادلات ناویر 

، اجزا هاي تفاضل محدوداین راستا، روش پذیرد. درمی

هاي هاي مرزي، در طی سالمحدود، حجم محدود و المان

ن مختلف براي حل عددي معادلات ااخیر بارها توسط محقق

اند. از آنجا که ساختار این مذکور مورد استفاده قرار گرفته

است، استفاده از  بندي دامنهها همگی وابسته به شبکهروش

ها در تحلیل مسائل با هندسه پیچیده بسیار مشکل و پر آن

سازي مسائل، ها در شبیه. هر یک از این روشاستهزینه 

مخصوصا مسائل داراي مرزهاي متغیر با زمان مانند سطح 

باشند. به طوري که در هر آزاد، داراي مشکلات خاصی می

وده و این امر مستلزم بندي مجدد نیاز بگام زمانی به شبکه

صرف وقت فراوان براي ایجاد شبکه و در نتیجه بالا رفتن 

. این مشکل به حدي جدي است که به استهزینه محاسباتی 

از کار، زمان و هزینه بیشتري را ن، این مرحله اگفته محقق

این، نیاز به برکند. علاوهنسبت به تحلیل محاسباتی طلب می

نیز منجر به محاسبات اضافی و هاي میدان نگاشت متغیر

هاي بدون شبکه بنابراین، روش ؛]1شود [کاهش دقت می

سازي مسائل پیچیده براي شبیه ،هاامیدوارترین روش

ترین خصوصیت باشند. جذابدینامیک سیالات محاسباتی می

هاي مذکور این است که براي حل مسئله نیازي به روش

و این موضوع یک روزنه جدید براي  نداشتهبندي شبکه

پیشبرد تحلیل مسائل مربوط به دینامیک سیالات محاسباتی 

   ن گشوده است.اروي محقق

هاي بدون شبکه گزارش شده در ترین روشیکی از موفق

اخیر، روش بدون المان پتروف گالرکین محلی بوده  هايدهه

، توسط اتلوري و ژو معرفی شده 1998که اولین بار، در سال 

]. از آن زمان تاکنون، تحقیقات فراوانی جهت بسط و 2است [

کاربرد آن، توسط دانشمندان انجام شده است. در روش بدون 

راي مانده وزنی بالمان پتروف گالرکین محلی از روش باقی

ولی ایده  ؛شودسازي معادلات دیفرانسیل استفاده میگسسته

کارگیري فرم انتگرالی باقیمانده وزنی براي اصلی این روش، به

یک حوزه عملی کوچک به ازاي هر نقطه است. در این روش، 

به منظور استخراج مقادیر توابع شکل از روش حداقل مربعات 

ا توجه به توابع شود. اتلوري و شن بمتحرك استفاده می

شود، آن را به آزمون مختلفی که در این روش استفاده می

]. درتحلیل حاضر، تابع 3اند [بندي کردهشش دسته تقسیم

آزمون مشابه تابع میدان حداقل مربعات متحرك انتخاب شده 

 است.

  هاي بدون شبکه در حل در زمینه استفاده از روش

هاي زیادي ن پژوهشاعددي معادلات ناویر استوکس، محقق

توان به مسائل زیر اشاره ها میاند که از جمله آنانجام داده

  کرد. 

ناپذیر، ، معادلات ناویراستوکس تراکم2001در سال

]. در 4دوبعدي و پایا براي اولین بار با این روش حل شدند [

سازي ، وو و همکارانش از این روش براي مدل2005سال 

پذیر، دو بعدي و دائم در یک دامنه ناجریان سیالات تراکم

بندي توابع جریان و چرخش استفاده حلقوي بر پایه فرمول

، محمدي از دیدگاهی دیگر، به ارائه 2006]. درسال 5کردند [

- چگونگی حل عددي مسائل جریان سیال ویسکوز و تراکم

ناپذیر با استفاده از روش بدون المان پتروف گالرکین محلی 

همین سال، آنالیز مسائل جریان سیال  ]. در6پرداخت [

درحالت دو بعدي با این روش به وسیله توابع پایه شعاعی 

از روش بدون  ،وو و همکارانش 2010]. در سال 7ارائه شد [

سازي جریان المان پتروف گالرکین محلی پایدار براي شبیه

شایان و ]. 8ناپذیر در حالت پایا استفاده کردند [سیالات تراکم

براي  بولتزمن بدون شبکه یسروش لاتیک از  همکاران

استفاده ناپذیر لزج تراکم یخارج یانجر يعدد يسازیهشب

، روش بدون المان پتروف گالرکین 2015]. در سال 9[ کردند

محلی براي حل مسایل جریان سیال و انتقال حرارت بکار 

، از یک روش بدون المان در 2016]. در سال 10گرفته شد [

مسائل جریان چند فازي در فضاي دو بعدي براي  حل

]. در همین سال، 11هاي متخلخل استفاده شد [محیط

موسوي و اشرفی زاده از روش شبکه بولتزمن بدون المان، 

]. 12هاي پیچیده را تحلیل کردند [ جریان در هندسه مسائل

زاده با ارائه نسخه جدیدي از روش گالرکین دهقان و عباس

ناپذیر تراکم به حل معادله ناویراستوکس بدون المان

هاي بدون ، با استفاده از روش2017]. در سال 13پرداختند [

المان، جریان دو فازي مورد تحلیل و بررسی قرار گرفت 

بدون المان ارائه شد که به طور  ]. در همین سال، روشی14[

پرداخت پایدار به تحلیل جریان رسانایی وابسته به زمان می
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المان هاي بدون ]. بورانتاس و همکاران با بکارگیري روش15[

هاي نامنظم در ناپذیر با هندسهبه بررسی جریان سیال تراکم

]. چن و همکاران با 16فضاهاي دو و سه بعدي پرداختند [

استفاده از روش بدون المان گالرکین به بررسی هدایت 

د هاي متخلخل پرداختنطبیعی در مسائل جریان محیط

یک حل عددي محلی از مسئله جریان سیال  کوزك]. 17[

 ،2018در سال ]. 18[ کردارائه  را روي یک دامنه نامنظم

هاي گرمایی سطح آزاد در فرایند پر کردن قالب با یک جریان

تالات در همین سال، ]. 19روش عددي بدون المان حل شد [

یل میدان فازي بدون المان به تحلو همکاران با بسط روش 

، دیگردر یک مطالعه  ].20مسائل جریان دو فازي پرداختند [

روش بدون المان  محمودآبادي و همکاران از طریق گسترش

 یر استوکسمعادلات ناو یلتحل به یمحل ینپتروف گالرک

] که به 21بعدي پرداختند [ایی در فضاي سهلایه ناپذیرتراکم

توابع آزمون، هاي محلی، توابع پایه، لحاظ شکل زیردامنه

طور کامل با تحقیق حاضر یاب به توابع وزن و توابع درون

براین، ذکر این نکته ضروري است که در . علاوهاستمتفاوت 

زمانی،  ها، اندازه بازه]، اثر تغییر تعداد گره21تحقیق مرجع [

هاي انتگرالی بر خطاي ها و شکل زیر دامنهنحوه توزیع گره

ده و تحلیل حساسیت روش پیشنهادي نسبی نتایج بررسی نش

  نیز صورت نگرفته است. 

اگرچه تاکنون چندین مطالعه و تحقیق براي حل مسائل 

بدون المان پتروف گالرکین محلی مختلف با استفاده از روش 

انجام شده است، اما براساس اطلاعات نویسندگان، ترکیب این 

روش با روش تفاضل محدود براي حل عددي معادلات 

  ظه مربعی ناپذیر و گذرا در یک محفاویراستوکس تراکمن

هاي آن تابعی از زمان است، شکل که سرعت روي دیواره

توسط محققان دیگر بررسی نشده است. این موضوع به 

نویسندگان حاضر انگیزه داد تا براي اولین بار به معرفی یک 

      هاي تفاضل محدود و روش ترکیب الگوریتم عددي با

بدون المان پتروف گالرکین محلی جهت آنالیز جریان سیال 

   ناپذیر ناپایا در یک محفظه مربعی شکل بپردازند.تراکم

تحلیل حساسیت روش پیشنهادي به این،  بر علاوه

ها، اندازه ها، نحوه توزیع گرهتعداد گره ،پارامترهایی همچون

ي نسبی را هاي انتگرالی بر خطازمانی و شکل زیر دامنه بازه

 انجام دهند.

  

 فرمول بندي مسئله -2

معادلات ناویر استوکس بی بعد حاکم بر جریان سیال دو 
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به ترتیب مقادیر سرعت در  � و � ، در معادلات فوق

نیروهاي حجمی در  �� و 	��میدان فشار، 	�	،	�	و �جهت 

 دهد.عدد رینولدز را نشان می  ��و  �	و �	راستاي  

  شوند:شرایط مرزي مسئله به صورت زیر تعریف می

� = �̅	on	Γ� )4( 
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��
≡ �� = ���on	Γ� )5( 

 ی،اساس يشرط مرز  �Γمرز،  يفشار رو  ̅� در این رابطه،

و  �Γاست.  یعیطب يشرط مرز �Γ	مرز و  يمقدار شار رو  ���

	Γ� مجموعه مرز  یرزΓ کهيطورهب ،بوده Γ� ∩ 	Γ� = و  ∅

Γ� ∪ 	Γ� = Γ	. 

  

  حداقل مربعات متحرك یابدرون -3

هاي بدون المان، از جمله روش بدون المان در بیشتر روش

گالرکین محلی، براي تقریب تابع میدان از روش  پتروف

شود. در این تخمین حداقل مربعات متحرك استفاده می

,�)�مدل، براي هر نقطه با مختصات دلخواه  ، براساس (�

ثیر أدامنه به نام دامنه تزیر هاي اطراف آن، یک تعداد گره

به شکل زیر تخمین زده  �در نقطه  (�)Ψمیدان  وتعریف 

  شود:می

)6( Ψ(�) = ���

�

���

(�)Ψ�� 

است که داخل دامنه  � هاي اطراف نقطهگره تعداد �

رابطه  تابع شکل است که به صورت (�)��ثیر قرار دارند. أت

 شود:محاسبه می )7(
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یک مجموعه کامل از چند  (�)�درحالت دوبعدي، 

تعریف  )8ا رابطه (است که ب �هاي پایه تا درجه ايجمله

  ]:22شود [می

)8( �(�) = [1, �, �, ��, ��, ��,… , ��, ��]� 

�)هاي پایه چهار  ايدر این مقاله، از چند جمله = 4) 

) به صورت زیر 7هاي رابطه (ماتریس استفاده شده است.

 شوند:تعریف می

)9( �(�) = ���� = �(�)� 

)10(  �(�) = ��� 

(�)�� ،روابط اخیردر  = [�(��), �(��),… , �(��)] .

، �ثیر گره تأاست که روي دامنه تابع وزن  (�)�� همچنین،

  شود:تعریف می) 11رابطه (به صورت 

��(�) 

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧exp �−�

��

��
�
��

� − exp �−�
��

��
�
��

�

1 − exp �−�
��

��
�
��

�
			0 ≤ �� ≤ ��

0																																								�� ≥ ��			

 

)11(   

��که در آن  = |� −  ��ازگره  �نقطه اقلیدسی فاصله  |��

اندازه ناحیه  ��  .است ��ثابت کنترل تابع وزن  ��بوده و 

را  ��محدوده همسایگی گره  ،بوده و در واقع ��تابع وزن 

�توان سازي میکند. براي سادهمشخص می = را انتخاب  1

شود که تابع وزن گاوس روي تمام  کرد. به آسانی دیده می

رتبه اول مشتقات م است. ��داراي پیوستگی از نوع  Ωدامنه 

  است: آمده )13( و )12( معادلات در ترتیب به گاوسی وزن تابع

��,�(�) 

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧−2�(� − ��)��

���� exp �−�
��

��
�
��

�

��
��(1 − exp �−�

��

��
�
��

�)
			0 ≤ �� ≤ ��

0																																													�� ≥ ��

 

)12(    

��,�(�) 

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧−2�(� − ��)��

���� exp �−�
��

��
�
��

�

��
��(1 − exp �−�

��

��
�
��

�)
		0 ≤ �� ≤ ��

0																																													�� ≥ ��

 

)13(    

��براي حالتی که  = مشتقات مرتبه اول و دوم تابع  ،0

  است: ) آمده15) و (14وزن گاوس به ترتیب در معادلات (

)14(	��,�(�) = ��,�(�) = 0 

��,��(�) = ��,��(�) =
−2���

���� exp �−�
��

��
�
��

�

��
�� �1 − exp �−�

��

��
�
��

��
	

)15(  
  

- به وسیله دیفرانسیل (�)��مشتقات جزئی مرتبه اول 

  ]:21آید [ می )  به صورت زیر در7گیري مستقیم از معادله (

��,� = ����,�(�
���)�� + ����

���,� + �,�
����

��
�

�

���

 

)16( 
  

  آنکه در 

)17( �,�
�� = −����,��

�� 

گیري به وسیله دیفرانسیل (�)��مشتقات جزئی مرتبه دوم 

  آید: ) در می18) به صورت معادله (16از معادله ( مجدد

��,�� = �[��,��(�
���)��

�

���

 

										+��,���
���,� + �,�

����
��

 

										+��,���
���,� + �,�

����
��

 

										+ �����,�� + �,��
�� � + �,�

���,� + �,�
���,����� 

)18(    

  که در آن

�,��
�� = ����,��

���,��
�� − ���,���

�� 

)19(  												+����,��
���,��

�� 

همچنین، مشتقات مرتبه دوم تابع وزن گاوسی به ترتیب 

  است: ) آمده21) و (20در معادلات (

��,��(�)

=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ −2���

���� exp �−�
��

��
�
��

�

��
��(1− exp �−�

��

��
�
��

�
×

�
�
−2�(� − ��)

���
��

��
��

� +

(2� − 2)(� − ��)
� + ��

�

�

0																																															�� > ��

					�� ≤ ��  

)20(    
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��,��(�)

=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ −2���

���� exp �−�
��

��
�
��

�

��
��(1− exp �−�

��

��
�
��

�
×

�
�
−2�(� − ��)

���
��

��
��

� +

(2� − 2)(� − ��)
� + ��

�

�

0																																													�� > ��

					�� ≤ ��  

)21(    

  

 سازي مشتقات زمانی و الگوریتم حلگسسته -4

 مسئله

سازي با استفاده از روش تفاضل محدود پیشرو، گسسته

  صورت زیر است:ه)، ب3( ) و2عبارت زمانی در معادلات (

) 3) و (2) در معادلات (23) و (22با جایگذاري روابط (

  داریم:

���� − ��

Δ�
=

1

��
�
����

���
+

����

���
� 

																									−�
���

��
− �

���

��
−

���

��
+ ��

�

	

)24(	

 به عبارت دیگر

���� = �� − Δ�
���

��
+ Δ� �

1

��
�
����

���
+

����

���
� 

																					−�
���

��
− �

���

��
+ ��

��

	

)25(	

  به صورت زیر تعریف شود:  ��که اگر 

�� = �� + Δ� �
1

��
�
����

���
+

����

���
� 

																												−�
���

��
− �

���

��
+ ��

��	 )26(  

 گاهآن

���� = �� − Δ�
���

��
 )27(  

خواهیم  �یندي مشابه، براي سرعت در جهت آبا فر

 داشت:

���� − ��

Δ�
=

1

��
�
����

���
+

����

���
�− �

���

��
 

																								−�
���

��
−

���

��
+ ��

�	 )28(  

 به عبارت دیگر

���� = �� − Δ�
���

��
+ Δ� �

1

��
�
����

���
+

����

���
� 

																					−�
���

��
− �

���

��
+ ��

��	 )29(  

  صورت زیر تعریف شود:به ��اگر 

�� = �� + Δ� �
1

��
�
����

���
+

����

���
� 

																												−�
���

��
− �

���

��
+ ��

�� )30(  

 گاهآن

���� = �� − Δ�
���

��
	 )31 (  

- 32(توان روابط ) می31) و (27با استفاده از معادلات (

 را بازنویسی کرد:) 33

�����

��
=

���

��
− Δ�

����

���
	 )32(

�����

��
=

���

��
− Δ�

����

���
 )33(

 پیوستگی ) در معادله33) و (32با جایگذاري معادلات (

 شود: ) حاصل می35)، معادله (34(

�����

��
+

�����

��
= 0	 )34(

����

���
+

����

���
=

1

Δ�
�
���

��
+

���

��
� )35(

بنابراین به طور خلاصه، الگوریتم حل معادلات ناویر 

توان به صورت زیر بیان )) را می3) تا (1(استوکس (معادلات 

  کرد:

روش  محاسبه میدان سرعت متوسط با استفاده از - 1

  تفاضل محدود پیشرو به صورت زیر:

�� = �� + Δ� �
1

��
�
����

���
+

����

���
�	

)36(  																							−�
���

��
− �

���

��
+ ��
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�� = �� + Δ� �
1
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�
����

���
+

����
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)37(  																							−�
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− �

���

��
+ ��

�� 

��

��
(�, ��) =

����(�) − ��(�)

Δ�
	 )22(  

��

��
(�, ��) =

����(�) − ��(�)

Δ�
 )23(  
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حل معادله پواسون فشار با روش بدون المان پتروف  - 2

 ):38صورت معادله (هگالرکین محلی ب

)38(	
����

���
+

����

���
=

1

Δ�
�
���

��
+

���

��
� 

�ها براي گام زمانی به دست آوردن سرعت - 3 + ام با  1

  استفاده از:

���� = �� − Δ�
���

��
					���� = �� − Δ�

���

��
 

)39(    

  

بندي معادله پواسون فشار براي حل به فرمول -5

 روش بدون المان پتروف گالرکین محلی

روش بدون المان پتروف گالرکین محلی، از شکل ضعیف روي 

و تقریب حداقل مربعات متحرك براي  �Ωزیر دامنه محلی 

  حل معادلات مقدار مرزي به صورت بدون شبکه استفاده 

زیر دامنه محلی داخل دامنه مسئله است که در  �Ω کند.می

یک شکل ضعیف محلی  تواند دایره یا مربع باشد.دو بعد می

) روي زیر دامنه محلی 38تعمیم یافته از معادله دیفرانسیل (

Ω� ارائه شود:) 40رابطه (تواند به صورت می  

� ��
����

���
+

����

���
�−

1

Δ�
�
���

��
+

���

��
����Ω

��

 

)40( −� �(�� − �̅�)��Γ

���

= 0 

همان تابع  ،تابع آزمون است که در این پژوهش � که در آن

در نظر گرفته شده است.  3وزن معرفی شده در بخش 

یک انتگرال خطی است که  ،)40انتگرال دوم در معادله (

کند، زیرا توابع شکل شرایط مرزي اساسی را اعمال می

حداقل مربعات متحرك در روش بدون شبکه پتروف گالرکین 

 ��Γ]. 2,3محلی فاقد خاصیت تابع دلتاي کرونکر هستند [

بوده که شرایط مرزي اساسی روي آن  ��Ωقسمتی از مرز 

��Ωتعریف شده است. در حالت کلی  = Γ� ∪  �Γکه  ��

است  که روي مرز کلی قرار گرفته  استقسمتی از مرز محلی 

قسمت دیگر از مرز محلی است که درون دامنه کلی  ��و 

  مساله قرار گرفته است.

�Γ، به عبارت دیگر = �Ω� ∩ Γ, L� = �Ω� − Γ اگر زیر .

به طور کامل داخل دامنه کلی قرار گرفته و هیچ  �Ωدامنه 

وجود نداشته باشد،   Γتداخلی بین مرز محلی و مرز کلی 

)، از 40صفر خواهد شد. در معادله ( �Γانتگرال مرزي روي 

�یک ضریب جریمه  ≫ براي اعمال شرایط مرزي اساسی  1

�دراین مقاله، که  استفاده شده = در نظر گرفته شده  1014

  ا استفاده از معادله زیر:. باست

(∇��)� = �
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 )42( )، رابطه40قضیه دیورژانس، از معادله (کارگیري هبا ب

  شود:حاصل می
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بردارهاي یکه و عمود بر مرز به سمت بیرون  �� و �� که

اگر کمیت میدانی فشار با استفاده از تابع شکل  هستند.

- تقریب زده ) 43رابطه (حداقل مربعات متحرك به صورت 

 شود:

)43( �� = ���. �̅�
�

�

���  
به ) 44()، رابطه 42آنگاه با جایگذاري آن در معادله (

  آید:دست می
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تواند به صورت معادلات جبري خطی  ) می44معادلۀ (

 خلاصه شود: �̅�روي) 45(

)45( �����̅�
� = ℎ�						� = 1,2,3,… ,�

�

���

 

 �ℎو بردار  ���ها بوده و ماتریس تعداد کل گره �که در آن 

  شوند:بصورت زیر تعریف می
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هاهندسه مسئله همراه با نحوه توزیع گره - 1 شکل  

 منظم

 

 منظمنا
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  همگرایی تحلیلاعتبار سنجی نتایج و  -6

در این قسمت، براي سنجش و ارزیابی عملکرد الگوریتم ارائه 

تحقیق، چندین مثال عددي مختلف از جریان شده در این 

ناپذیر، غیر دائم، دو بعدي و ویسکوز با شرایط سیال تراکم

مرزي و شرایط اولیه متفاوت، در یک دامنه مربعی 

[0,1] × شماتیک گیرند. ، مورد بررسی و حل قرار می[0,1]

ها به صورت هندسی این دامنه حل، همراه با نحوه توزیع گره

در نظر گرفته شده است. در  1مطابق شکل  منظم و نامنظم،

حقیقت، شرایط مرزي و اولیه مورد نیاز براي حل با استفاده 

از الگوریتم عددي ارائه شده در این پژوهش، از حل دقیق به 

�ها، شعاع همسایگی . براي همه مثالاندآمدهدست  = 1 ،

��هاي انتگرالی شعاع زیر دامنه = ، عدد رینولدز 0.05

�� = �و مدت زمان حل  100 =   است.  لحاظ شده 0.1

�Δهاي زمانی به دو صورت بازه = �Δو  0.05 = و  0.001

هاي انتگرالی به هر دو شکل دایره و مربعی در نظر زیر دامنه

ها بر خطاهاي نسبی گرفته شدند. اثر افزایش تعداد گره

  ها و فشار نیز بررسی شده است.سرعت

  

 ار سنجی نتایجباعت -6-1

 مثال -6-1-1

یک حل دقیق از مساله که در معادلات پیوستگی و مومنتوم 

 شود:در نظر گرفته می) 48رابطه (صورت هکند، بصدق می

� = �� 

� = −�� 

� = −0.5(�� − ��) 

�� = ��� 

)48( �� = ���   

ها، شرایط مرزي و اولیه مربوط به با استفاده از این جواب

  آیند: بدست می) 49( شکل بهمیدان فشار 

�(0, �, �) = 0.5�� 

�(1, �, �) = −0.5(1 − ��) 

�(�, 0, �) = −0.5�� 

�(�, 1, �) = −0.5(�� − 1) 

)49( �(�, �, 0) = −0.5(�� − ��)   

نیز گفته شد، با بکارگیري این شرایط  طور که قبلاًهمان

توان به و با استفاده از الگوریتم ارائه شده در این تحقیق، می

مساله پرداخت. نتایج حاصل از این الگوریتم، در حل عددي 

  نشان داده شده است.  4تا  2هاي شکل

در دو نقطه  	� ، مقادیر مولفه سرعت در جهت2در شکل 

,0.5)�با مختصات  ,0.9)�	و  (0.5 هاي مختلف در زمان(0.9

گونه اند. همانارائه و با نتایج حاصل از حل دقیق مقایسه شده

شود، الگوریتم ارائه شده در این کل مشاهده میکه از این ش

براي اطمینان  خوردار است.رتحقیق، از دقت بسیار بالایی ب

  مقادیر  شده، ارائه الگوریتم نتایج دقت و صحت از بیشتر

  

  
بر حسب زمان در نقاط  	�مولفه سرعت در جهت -2شکل 

.�,�.�)�و  (�.�,�.�)�   1براي مثال  (�

  

  
بر  � و 	�هاي سرعت در دو جهتفشار و مولفه - 3شکل 

�و در خط ثابت 	�	حسب محور  =   1براي مثال  ��.�
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  1توزیع خطوط فشار ثابت در کل دامنه محاسباتی براي مثال  -4شکل 

  

و  همچنین مقادیر � و  �هاي سرعت در دو جهت مولفه

و در  �فشار بدست آمده از این الگوریتم، بر حسب محور 

�راستاي خط ثابت  = با نتایج حاصل از حل دقیق  0.25

طور که ارائه شده است. همان 3اند که در شکل مقایسه شده

خوبی مشخص است، نتایج حاصل از هاز این شکل نیز ب

هاي عددي تفاضل محدود و بدون المان پتروف ترکیب روش

گالرکین محلی، تطابق بالایی با نتایج حل دقیق دارند. این 

انطباق نتایج، از مقایسه توزیع خطوط فشار ثابت در کل 

وضوح مشهود ارائه شده نیز به 4دامنه محاسباتی که در شکل 

  است.

  

 2مثال  -6-1-2

یک حل دقیق دیگر از معادلات حاکم بر مساله مورد بررسی، 

 شود:) ارائه می50شکل رابطه (به

� = cosh(�) sin(�) ��� 

� = ���ℎ(�) cos(�)���  

� = sinh(�) sin(�) ��� 

�� = cosh(�) sinh(�) ���� 

)50( �� = sin(�)cos	(�)����  

میدان شرایط مرزي و اولیه منطبق بر این حل، براي 

  ) خواهند بود:51صورت رابطه (فشار به

�(0, �, �) = 0 

�(1, �, �) = sinh(1) sin(�) ��� 

�(�, 0, �) = 0 

�(�, 1, �) = sinh(�) sin(1) ��� 

)51( �(�, �, 0) = sinh(�) sin(�) 

با استفاده از این شرایط مرزي و اولیه مربوط به میدان 

بار دیگر به حل مساله با استفاده از روش عددي فشار، یک

ترکیبی پیشنهادي پرداخته شد. سپس، نتایج حاصل از این 

ها در حل عددي با نتایج حل دقیق مقایسه شدند. این مقایسه

 اند.ارائه شده 6و  5هاي شکل

  

  
بر  �	 و �	 هاي سرعت در دو جهتفشار و مولفه - 5شکل 

�و در خط ثابت  �حسب محور  =   2براي مثال  ��.�
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  2ر کل دامنه محاسباتی براي مثال توزیع خطوط فشار ثابت د - 6شکل 

  

وضوح مشخص است، ها بهطور که از این شکلهمان

الگوریتم ارائه داده شده در این تحقیق، توانایی بسیار زیادي 

  استوکس دارد.براي حل معادلات پیوستگی و ناویر 

  

  3مثال  -6-1-3

در سومین مثال، براي اعتبار سنجی و ارزیابی نتایج حاصل از 

هاي عددي تفاضل محدود و بدون المان پتروف ترکیب روش

گالرکین محلی، یک حل دقیق دیگر از مساله مورد بررسی، 

همراه با شرایط مرزي و اولیه منطبق بر آن، بصورت زیر در 

  .اندنظر گرفته شده

�(�, �, �) = �(���)�
��

��

��
�
 

�(�, �, �) = �(���)�
��

��

��
�
 

�(�, �, �) = (�� + ��)�
��

�

��
�
 

�� = 2��
��

�

��
�
 

)52( �� = 2��
��

�

��
�
 

�(0, �, �) = ���
��

�

��
�
 

�(1, �, �) = (1 + ��)�
��

�

��
�
 

�(�, 0, �) = ���
��

�

��
�
 

�(�, 1, �) = (�� + 1)�
��

�

��
�
 

)53(  �(�, �, 0) = (�� + ��) 

با استفاده از شرایط مرزي و اولیه داده شده در معادله 

توان به حل مساله با استفاده از الگوریتم ارائه داده )، می53(

شده در این تحقیق پرداخت. نتایج حاصل از این حل همراه با 

ارائه و مقایسه  8و  7نتایج حاصل از حل دقیق، در شکل هاي 

دهد که دقت ها نشان میاین شکلاند. تحلیل دقیق شده

روش بدون المان پتروف گالرکین محلی در حل مسایل 

ناپذیر، دو بعدي، ویسکوز و غیر مربوط به جریان سیال تراکم

دقت این است که  ينکته ضرور ینذکر ا دایم بسیار بالا است.

 پیشنهادي هايیکبالا مربوط به استفاده همزمان از تکن

  است.

  

 ساسیت و همگرایی تحلیل ح -6-2

یکی از موارد مهم در حل عددي معادلات ناویر استوکس، 

آنالیز همگرایی روش حل است. براي بررسی دقیق همگرایی 

و همچنین  3تا  1الگوریتم ارائه شده در این پژوهش، جداول 

، تأثیر 3تا  1اند. در جداول تا ارائه شده 11تا  9هاي شکل

هاي زمانی و تعداد ه، اندازه بازهها، شکل زیر دامنتوزیع گره

ها و فشارهاي به دست آمده هاي نسبی سرعتها بر خطاگره

از روش بدون المان پتروف گالرکین محلی براي هر سه مثال 

  اند. ارائه شده در قسمت قبل، بررسی شده

  

  
بر  � و � هاي سرعت در دو جهت فشار و مولفه -7شکل 

�و در خط ثابت  �حسب محور  =   3مثال براي  ��.�
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  3توزیع خطوط فشار ثابت در کل دامنه محاسباتی براي مثال  - 8شکل 

  

    
  نامنظم  منظم

  براي دو نوع توزیع گرهی 1توزیع بردارهاي سرعت در مثال  -9شکل 

    

    
  نامنظم  منظم

  براي دو نوع توزیع گرهی 2توزیع بردارهاي سرعت در مثال  -10شکل 
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  نامنظم  منظم

  براي دو نوع توزیع گرهی 3توزیع بردارهاي سرعت در مثال  - 11شکل 

  

 1ها و فشار در مثال هاي نسبی سرعتبر خطاتأثیر پارامترهاي مختلف  - 1جدول 

 هاچیدمان گره شکل زیردامنه گام زمانی هاتعداد گره �� � � �

1.06×10-3  7.17×10-4 3.53×10-4 

2/0 121 
05/0 

 ايدایره
 001/0 4-10×4.07 4-10×8.01 3-10×1.15  منظم

 مربعی 05/0 225 1/0 10-4×2.73 10-4×7.57 10-3×1.17

1.79×10-3 4.04×10-4 6.52×10-4 2/0 121 

05/0 

 ايدایره

 نامنظم
1.78×10-3 4.10×10-4 6.62×10-4 15/0 225 

5.72×10-7 9.33×10-8 3.64×10-7 2/0 121 
 مربعی

1.35×10-6 2.54×10-7 9.22×10-7 15/0 225 

  

 2در مثال ها و فشار هاي نسبی سرعتأثیر پارامترهاي مختلف بر خطات - 2جدول

 هاچیدمان گره شکل زیر دامنه گام زمانی هاتعداد گره �� � � �

1.74×10-4 7.35×10-4 1.12×10-3 

2/0  121 
05/0 

 ايدایره
  001/0 3-10×1.14 3-10×1.45 4-10×3.52  منظم

1×10-4 7.06×10-4 1.35×10-3 1/0  مربعی 05/0 225 

7.92×10-4 7.58×10-4 1.12×10-3 2/0  121 

05/0 

 ايدایره

 نامنظم
8.37×10-4 6.8×10-4 1.17×10-3 15/0  225 

3.91×10-4 1.23×10-3 5.56×10-4 2/0  121 
 مربعی

3.47×10-4 1.23×10-3 5.74×10-4 15/0  225 
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 3ها و فشار در مثال هاي نسبی سرعتتأثیر پارامترهاي مختلف بر خطا -3جدول 

 هاچیدمان گره شکل زیر دامنه گام زمانی هاگرهتعداد  �� � � �

6.98×10-4  9.32×10-3 8.67×10-3 

2/0 121 
05/0 

 ايدایره
 001/0 2-10×1.11 2-10×1.73 3-10×2.7  منظم

 مربعی 05/0 225  1/0 10-3×9.3 10-2×1.06 10-3×4.65

8.42×10-4 9.28×10-3 8.57×10-3 2/0 121 

05/0 

 ايدایره

 نامنظم
6.45×10-4 9.19×10-3 8.58×10-3 15/0 225 

2.83×10-4 1.21×10-3 5.64×10-4 2/0 121 
 مربعی

2.81×10-4 1.22×10-3 6.12×10-4 15/0 225 

  

این جدول مشخص است، با تغییر  همانگونه که از آنالیز

هر کدام از این موارد، همگرایی الگوریتم پیشنهادي برقرار 

نیز توزیع بردارهاي سرعت  11تا  9هاي مانده است. در شکل

هر سه زیع گره منظم و غیر منظم و براي براي دو نوع تو

اند. آنالیز مثال تشریح شده در قسمت قبل نشان داده شده

بخوبی نشان دهنده حساس نبودن  ،اه دقیق این شکل

  الگوریتم حل پیشنهادي به نوع توزیع گره است.

  

  گیري  نتیجه - 7

 يهاروش یبترک یهبر پا يعدد یتمالگور یکپژوهش،  یندر ا

و تفاضل محدود  یمحل ینبدون المان پتروف گالرک يعدد

 یالس یانحل معادلات جر يو از آن برا یشنهادپ یشروپ

 یتمالگور یقت،گذرا استفاده شده است. در حق یرناپذتراکم

معادلات  یبخش زمان يسازگسسته يبرا یشنهادي،حل پ

حل  يو برا یشرواز روش تفاضل محدود پ ،استوکس یرناو

بهره  یمحل یناز روش بدون المان پتروف گالرک ،معادله فشار

- از درون یدانم یرمتغ یابیدرون  يبرا ین،برابرده است. علاوه

تابع آزمون از تابع وزن  براي متحرك، مربعاتحداقل  یاب

 یمهجر یباز روش ضر يمرز یطاعمال شرا يو برا یگوس

و  يمرز یطبا شرا يمثال عدد یناست. چند استفاده شده

 ینعملکرد ا یابیسنجش و ارز يمتفاوت برا یهاول یطشرا

و  یتها، موفقمثال ینا یهارائه شده است. در کل یتمالگور

معادلات حاکم  يشده در حل عدد یشنهادپ یتمالگور ییکارآ

 ؛و گذرا نشان داده شده است یرناپذتراکم یالس یانبر جر

یت روش پیشنهادي به پارامترهاي حلیل حساست ین،همچن

هاي محلی، ثر همچون اندازه بازه زمانی، شکل زیر دامنهمؤ

ها و ضریب تابع وزن گوسی انجام و تعداد و چیدمان گره

در پایان  همگرایی آن در همه موارد به اثبات رسیده است.

در مراحل  ینکهبا توجه به اتوان به این نکته اشاره کرد که می

 گونهیچه یقتحق ینشده در ا یشنهادپ يعدد یتمالگور

اعمال نشده است، لذا  يمرز یطبر هندسه و شرا یتیمحدود

در  هاروش مذکور نه تنتوان انتظار داشت که کارایی یم

قابل تعمیم به  بلکه ،هاي مورد مطالعه است ارتباط با مثال

  .باشد موارد دیگر نیز 

  

  فهرست علائم -8

  ثابت کنترل تابع وزن ��

  فاصله اقلیدسی نقطه ازگره ��

  �	در راستاي  بعدبی نیرو حجمی ��

  �	در راستاي  بعدبی نیرو حجمی   ��

  ثابت تابع وزن �

  گیريراستاهاي مشتق �و  �

  ایی پایهدرجه چند جمله �

  هاي داخل دامنه تأثیرتعداد گره �

  بردارهاي یکه و عمود بر مرز �� و ��

  بعدبی میدان فشار �
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  مرز يرو بعدبی شار   ���

 اندازه ناحیه تابع وزن ��

 عدد رینولدز   ��

 �در جهت  بعدبی سرعت �

  	�در جهت بعدبی سرعت �

  تابع وزن ��

  تابع شکل ��

	Γ�   یعیمرز طب  

Γ�   یمرز اساس  

Γ   دامنه مرز  

Ω دامنه حل مسئله  
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