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  چکیده

لذا به دست  ؛گردد یی با توجه به تعداد درجات آزادي بالا به امري مشکل بدل میهاي فضایی چند بازو استخراج معادلات حرکت ربات

، مقاله. در این کند سازي هاي پیچیده را مدل سازي دینامیکی بتواند این سیستم که حین شبیه است يضرور يامرآوردن روشی ساده 

زو که هر بازو متشکل از تعدادي لینک دلخواه است، با الگوریتمی جهت تشکیل معادلات حرکت یک ربات فضایی با تعداد دلخواهی با

است که در آن  ابتکاري به دست آوردن فرمی مقاله درنوآوري این استفاده از معادلات لاگرانژ بر حسب شبه مختصات به دست آمده است. 

ي معمول روش لاگرانژ حذف شده ها پیچیدگی در نتیجه دیگر نیازي به تشکیل انرژي جنبشی و محاسبه مشتقات جزئی وجود ندارد و

جهت استخراج معادلات حرکت، ابتدا معادلات حرکت با استفاده از فرمولاسیون لاگرانژ بر حسب شبه مختصات بیان شده است. در است. 

است. در موجود در معادلات حرکت پرداخته شده  هاي مشتقات جزئی ي ترم ادامه با استفاده از روابط سینماتیکی بازگشتی به محاسبه

با استفاده از الگوریتم بازگشتی معرفی شده در این مقاله  ،نهایت یک ربات دو بازویی که هر بازو متشکل از دو لینک با مفاصل دورانی است

حت افزار آدامز مقایسه گردیده. ص سازي با نمودارهاي حاصل از نرم سازي شده است. سپس نتایج شبیه افزار متلب شبیه سازي و در نزم مدل

  الگوریتم ذکر شده با توجه به تطابق نمودارها اثبات گردیده است.

  .شبه مختصات ؛الگوریتم بازگشتی ؛معادلات حرکت ؛ربات فضایی چند بازویی :کلمات کلیدي
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Abstract 
According to high degrees of freedom of multiple-arm space manipulators, it is cumbersome to exploit 
equations of motion of such systems. In this paper, an algorithm is provided by using Lagrange equations in 
terms of quasi-coordinates to construct equations of motion of a space robot with multiple arms which each 
arm has an arbitrary number of links. Lack of constructing kinematic energy. To exploit equations of motion, 
first equations of motion have been expressed by Lagrange formulation in terms of quasi-coordinates. The 
innovation in this paper is lied within a novel form which results in the elimination of computing kinematic 
energy term and partial derivatives, therefore the common complexities of Lagrange method gets vanished 
Then the calculation of partial derivative terms has been done by using recursive kinematic equations. At the 
end a dual arm robot, which each arm has two links with spherical joints, has been modeled by the recursive 
algorithm presented in this paper and simulated by MATLAB. Then, the results of simulation have been 
compared by line graphs conducted by ADAMS. Authenticity of the aforementioned algorithm has been 
proved by correspondence of attained figures. 

Keywords: Multiple-Arm Space Manipulator; Equations of Motion; Recursive Algorithm; Quasi-Coordinates. 
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   مقدمه - 1

خود را با  تیمأموربه فضا  شده  ارسالهاي اغلب ماهواره

- رسانند، اما در برخی از موارد با شکست یموفقیت به اتمام م

هاي حامل از تعدد شکست درگذشتهاند. هایی نیز مواجه شده

اما  ؛اي مداري برخوردار بودهتري نسبت به شکستبیش

منجر به  ،هاساخت حامل و طراحی نهیدرزمي فنّاورپیشرفت 

علاوه بر این، سوخت هر وارونه شدن نسبت فوق شده است. 

رسد و باید از رده به اتمام می تیدرنها شده  پرتاب يماهواره

بنا . کامل عملیاتی باشد طور بهخارج گردد، حتی اگر ماهواره 

میلادي به اهمیت  80، ناسا در اوایل دهه ذکرشدهبه دلایل 

. برد یپهایش عملیات سرویس در مدار جهت حفظ دارایی

ي فضایی ها سامانه) به نگهداري OOS1لغت سرویس مداري (

گیري و یا ارتقا فضاپیما، تعمیر، مونتاژ، سوخت ،در مدار شامل

ضایی ي پیچیده فها تیمأموراین  ،است ذکر  انیشااشاره دارد. 

هاي نوین رباتیک در فضا و برخی انگیزه توسعه فناوري

 .]1[ شده است دار نیسرنشسرنشین و ي بیها شیآزما

که تحت عنوان منیپولاتور یک سیستم رباتیک فضایی (

شود) براي یک شناخته می نیز فضایی یا ربات فضایی

جزء اصلی است:  معمول شامل سه طور به OOS تیمأمور

 ، یک یا چنددهنده سیسروفضاپیماي پایه یا ماهواره 

 دهنده سیسروي  درجه آزادي متصل به ماهواره nمنیپولاتور 

  و فضاپیماي هدف که باید مورد سرویس قرار گیرد.

ي اصلی یک ربات فضایی است.  فرآیند گیراندازي وظیفه

فضاپیماي  برد، کوتاه پس از اتمام مانورهاي تقرب دوربرد و

گیرد. سپس در یک فاصله ایمن قرار می دهنده سیسرو

شود که خود به چهار فاز تقسیم عملیات گیراندازي شروع می

ي جهت زیر طرحفاز اول در رابطه با مشاهده و  ؛شودمی

دریافت حرکت و مشخصات فیزیکی ماهواره هدف است. در 

- یاین فاز طرح گرفتن هدف توسط بازوي رباتیک ریخته م

فاز دوم شامل کنترل ربات جهت حرکت به سوي مکان  ؛شود

است، به طوري که بازوي رباتیک  شده  نییتعگیراندازي 

فاز سوم شامل گیراندازي  ؛هدف باشد انداختن ریگي آماده

هدف ( برخورد فیزیکی) است که در آن بازوي رباتیک 

 ؛گیردي گیراندازي ماهواره هدف را به طور فیزیکی می قطعه

  هدففاز چهارم، فاز پسا گیراندازي است. در این فاز 

                                                   
1 On-Orbit Servicing 

به همراه سیستم سرویس دهنده پایدار  شده  انداختهریگ

  .]2[ شود می

ه هاي چند بازویی داراي مزایایی از دیدگااستفاده از ربات

ها، یکی از بازوها عملیات مداري است. در این گونه ربات

در حالی که  ؛گرددجهت ردیابی مسیر مورد استفاده قرار می

که را بر عهده دارند العملی  عکس  بازوهاي دیگر وظیفه جبران

 از همین رو استخراج .]3[به پایه ربات وارد شده است 

سازي هاي چند بازویی جهت شبیهمعادلات حرکت ربات

دینامیکی و طراحی سیستم کنترل، امري بسیار ضروري 

  است.

هاي بسیاري جهت استخراج معادلات حرکت امروزه روش

مزایا و معایبی  داراي گیرند که هر یکمورد استفاده قرار می

بر  کهاستفاده کردند . هوکر و مارگولیس از الگوریتمی هستند

اویلر بود، جهت استخراج معادلات حرکت -ي روش نیوتن پایه

یک سري از اجسام صلب متصل به یکدیگر که نویسندگان 

 .]4[اند آن را معرفی نموده "درخت توپولژیک"تحت عنوان 

- اي میاین روش گرچه منجر به معادلات حرکت نسبتا ساده

نیروها و گشتاورهاي قیدي به وجود اما حذف جبري  ،شود

فرسا است. دیگر  آمده در حین استخراج معادلات امري طاقت

هاي شتاب  روش موجود اصل دالامبر است که در آن باید ترم

اي محاسبه شوند که منجر به و مشتقات سرعت زاویه

وفا و دوبوسکی . ]5[د شو محاسبات جبري بسیار طولانی می

 منیپولاتور"بر اساس مفهومی ابتکاري، تحت عنوان 

 .]6[ ، اقدام به استخراج معادلات حرکت کردند"2مجازي

موسویان و پاپادوپولس در پژوهشی، دو روش بردار 

و  کدیگر مقایسه کردهو روش مسیر مستقیم را با ی3گرانیگاهی

اند که روش بردار گرانیگاهی به طور محسوسی از نشان داده

حجم محاسبات کمتري جهت تحلیل مکان و سرعت 

- تر میهاي سادهبرخوردار است که منجر به معادلاتی با ترم

همچنین، موسویان و پاپادوپولس با استفاده از  ؛]7[گردد 

فرمولاسیون لاگرانژ اقدام به مدل سازي یک ربات آزاد پرواز 

یب ن روش معا. اگرچه ای]8[اند فضایی چند بازویی کرده

نیاز به محاسبه مشتقات  اما ،هاي ذکر شده را نداشتروش

جزئی براي یک سیستم پیچیده منجر به یک روند بسیار 

                                                   
2 Virtual Manipulator 
3 Barycentric Vector method 
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و مایر با  1.  کیلاو]9[طولانی و معادلات حرکت بغرنج گردید 

مفهوم هندسه دیفرانسیلی در فضاي ریمانی و استفاده از 

روشی را ابداع نمودند که فارغ از هاي لی مفهوم کروشه

ها از این روش براي استخراج معادلات گیري بود. آنمشتق

 بر پایه روش لاگرانژ یک سازه درختی غیرهولونومیکحرکت 

 ،در پژوهشی دیگر خوشنود و همکاران. ]10[استفاده کردند 

تلاطم سوخت را در یک وسیله نقلیه هوافضایی تحت عنوان 

سازي دینامیکی چند جسمی در نظر گرفته و با استفاده مدل

هامل به استخراج معادلات دینامیکی آن -از معادلات بولتزمان

  .]11[اند پرداخته

از جمله مقالات داخلی ارائه شده در زمینه استخراج 

توان به کار پژوهشی  خوشنود و  معادلات دینامیکی می

سازي یک ماهواره با  مرادي اشاره کرد که در آن جهت مدل

پذیر از روابط لاگرانژ استفاده هاي خورشیدي انعطاف صفحه

سازي یک  پرهیخته و همکاران براي مدل. ]12[شده است 

] 13اند [ دار نیز از روش لاگرانژ استفاده کرده ربات سیار چرخ

سازي دینامیکی  اي دیگر فاتح و کیقبادي براي مدل و در مقاله

اند  یک ربات تک چرخ الکتریکی از روشی مشابه بهره جسته

همچنین خوشنود و همکاران با استفاده از فرمی ]. 14[

سازي  هامل اقدام به مدل-اري بر اساس معادلات بولتزمانابتک

هاي فضایی و زمینی در حالت زنجیر باز دینامیکی ربات

اپل -ایم و شافعی با استفاده از روش گیبس. کور]15[کردند 

یک ربات با مفاصل بازگشتی روند استخراج معادلات حرکت 

  .]16[اند کشویی را نشان داده- دورانی

هامل بر مفاهیمی تحت - ي اساسی معادلات بولتزمان دهیا

استوار است؛  "ها سرعتشبه "و  "شبه مختصات"عنوان 

و  "افتهی میتعممختصات "یی که در مقابل ها تیکم

. رندیگ یمدر روش لاگرانژ قرار   "افتهی میتعمي ها سرعت"

هامل به علت استفاده از مفاهیم مذکور و -معادلات بولتزمان

، در شود یمنیز به این دلیل که از معادلات لاگرانژ استخراج 

نیز  "شبه مختصات ببرحسمعادلات لاگرانژ "برخی مراجع 

ي، ساز مدلي بارز این روش ها شاخصهنامیده شده است. از 

ي که به ازاي هر ساختار از ا گونه به ،قابلیت تغییر فرم آن است

                                                   
1 

Keilau 

ي فرمی از معادلات زیر هیپاي مکانیکی، احتمال ها ستمیس

  نظر وجود دارد. هامل، مناسب براي سیستم مورد-بولتزمان

اشاره شد، از مزایاي معادلات  تر نیز که پیش طور همان

ي متفاوتی از آن است که ها فرم  ارائههامل، قابلیت -بولتزمان

ي دینامیکی، ها ستمیسي خاصی از ها حالتبه ازاي  تواند یم

و جزئیات فراوان فرم رایج این معادلات  ها یدگیچیپاز 

اجتناب نماید. نوآوري این مقاله در استخراج فرمی از 

هامل است که براي سیستم دینامیکی -انمعادلات بولتزم

ی است. توجه قابلداراي مزیت  ،ی در این مقالهبررس مورد

 صورت  بهمزیت این فرم، عدم نیاز به تشکیل انرژي جنبشی 

است که تأثیر  ها سرعت و شبه افتهی میتعمتابعی از مختصات 

هاي محاسباتی دارد. این  گیري در کاهش پیچیدگی چشم

، صرفاً به  اولیه  ست که ایدها  شده  حاصلمزیت در حالی 

استفاده از حساب دیفرانسیل ماتریسی از همان ابتداي 

  شود. استخراج فرم مذکور خلاصه می

در این مقاله، در بخش دوم دینامیک جسم صلب مورد 

گیرد. سپس در بخش سوم معادلات لاگرانژ  بررسی قرار می

گردد فی میبراي ربات فضایی بر حسب شبه مختصات معر

هایی همچون معرفی مدل و انرژي که در این بخش زیربخش

ربات فضایی نیز مطرح شده است. در بخش چهارم روابط 

سینماتیکی به فرم بازگشتی ارائه شده است و در ادامه در 

بخش پنجم به محاسبه مشتقات جزئی پرداخته شده است. 

سنجی مدل به دست سازي و صحت در بخش ششم شبیه

در ده براي یک ربات فضایی دو بازویی ارائه شده است. آم

که اهم آن  گیري آورده شده استانتها در بخش هفتم نتیجه

بدین شرح است که روشی بر پایه روش لاگرانژ ارائه شده 

است که خاصیت بازگشتی دارد. با توجه به عدم نیاز به 

 گیري به صورت جزئی از آن  بر تشکیل رابطه انرژي و مشتق

اثر استفاده از شبه مختصات، این روش از سهولت و حجم 

  محاسباتی کمتر نسبت به روش لاگرانژ برخوردار است.

   

  دینامیک جسم صلب - 2

اویلر براي یک جسم صلب - فرم ماتریسی معادلات نیوتن

 متحرك در فضا با استفاده از نقطه مرکز جرم عبارت است از:

)1(  ��̇ + ⟦�⟧�� = ��
���

 

)2(  	��̇ + ⟦�⟧�� =��
���
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ي  ماتریس اینرسی حاصل از تجزیه �جرم جسم،  �در آن 

 �هاي بدنی آن، تانسور اینرسی جسم در یکی از دستگاه

ماتریس ستونی حاصل از تجزیه بردار سرعت خطی مرکز 

جرم جسم صلب نسبت به چارچوب اینرسی در دستگاه بدنی، 

اي  از تجزیه بردار سرعت زاویهماتریس ستونی حاصل  �

جسم صلب نسبت به چارچوب مرجع اینرسی تجزیه شده در 

ماتریس ستونی حاصل از تجزیه بردار برآیند  �دستگاه بدنی، 

ماتریس  �نیروهاي خارجی وارد بر جسم در دستگاه بدنی و 

ستونی حاصل از تجزیه بردار برآیند گشتاورهاي وارد بر جسم 

همچنین  ؛م در دستگاه بدنی هستندصلب حول مرکز جر

 د:شو ف مییتعر )3رابطه ( به صورت 1عملگر ماتریسی کراس

از طرفی با ترکیب معادلات به دست آمده در مرجع جانکینز 

توان نشان هاي حساب دیفرانسیل ماتریسی، می و روش ]17[

جسم صلب با استفاده از روش شبه ت داد که معادلات حرک

  مختصات به صورت زیر قابل بازنویسی است:

)4(  ��̇ + ��̇��� = ���  

��̇ + (��)�� ��̇� −
��

��
� �� 

)5(  						+�−(��)��
��

��
��� = (��)���� 

گاه اینرسی به دستگاه ماتریس دوران از دست �که در آن 

ماتریس ستونی حاصل تجزیه بردار مکان مرکز جرم  �بدنی، 

ماتریس ستونی حاوي زوایاي وضعیت  �در دستگاه اینرسی، 

ماتریس تبدیل از  �دستگاه بدنی نسبت به دستگاه اینرسی، 

 ��) از و �اي ( ) به سرعت زاویه̇�نرخ زمانی زوایاي وضعیت (

 �و  �ي متناظر با ترتیب نیروهاي تعمیم یافتهیز به ن ��و 

(یک نیروي  	⃗�ماتریس ستونی حاصل از تجزیه  	�هستند. اگر

ماتریس  	�دلخواه وارد شده بر جسم) در دستگاه بدنی و 

نسبت به  	⃗�ستونی حاصل از تجزیه بردار مکان محل اعمال 

د، آنگاه با استفاده از تعریف مرکز جرم در دستگاه بدنی باشن

  نیروهاي تعمیم یافته، خواهیم داشت:

                                                   
2 Matrix Cross Operator 

)6(  �� = �
�(� + ���)

��
���

��� =����
���

 

  	�� =�
�(� + ���)

��
���

��� 

)7(  								=��
����

��
����

���

 

) و 4ادن معادلات فوق در سمت راست معادلات (با قرار د

  گردد:)، معادلات دینامیکی به صورت زیر بازنویسی می5(

)8(  ��̇ + ��̇��� =�����
���

=��
���

 

��̇ + (��)�� ��̇� −
��

��
� �� + �−(��)��

��

��
��� 

)9(  											=�(��)�� �
����

��
����

���

 

شود که ) عبارتی حاوي مومنتوم خطی دیده می9در معادله (

حضور ندارد. براي اینکه امکان مقایسه دو  )2( ي در معادله

معادله مذکور فراهم گردد، یک عبارت صفر به صورت 

بدین گردد. می اضافه )2(ي به طرف چپ معادله ��⟦�⟧

  نیز نوشت:) 10(توان به صورت را می )2(ي ترتیب، معادله

)10(  ��̇ + ⟦�⟧�� + ⟦�⟧�� =��
���

 

از  )2(و نیز تفریق  )8( از معادله )1(ي حال با تفریق معادله

  گردند:حاصل می )12- 11( )، روابطی به صورت10(  معادله

)11(  �⟦�⟧ − ��̇���� = 0 

�⟦�⟧ + (��)�� ��̇� −
��

��
�� �� 

											+�⟦�⟧+(��)��
��

��
��� 

											=�(��)�� �
����

��
����											

���

 

											=��⟦�⟧ − (��)�� �
����

��
����

���

� 

)12(   

هاي داخل پرانتز توان اثبات نمود که تمامی عبارتحال می

  صفرند. به عبارت دیگر، خواهیم داشت:

)13(  �̇	 = −⟦�⟧� = 0 

 )3(  � = �

��
	��
��
� 		⟹		 ⟦�⟧ ≝

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0 −�� ��

�� 0 −��

−�� �� 0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
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)14(  (��)�� ��̇� −
��

��
� = ⟦�⟧ 

)15(  
��

��
= −��⟦�⟧ 

)16(  ����

��
= ��⟦�⟧� 

�به علاوه، با توجه به اینکه  = و با استفاده از  ̇��

) به صورت 15اتحادهاي مرتبط با عملگر کراس، معادله (

  قابل بازنویسی است:) 17(

)17(  
���̇

��
= −��⟦��̇⟧ = −���⟦�̇⟧�� 

 )9) و (8معادلات (شود، روابطی مشابه  در ادامه اشاره می

چندین  براي ربات فضایی (به عنوان سیستمی متشکل از 

جسم صلب با اتصالات مفصلی) نیز قابل استخراج است که در 

سازي دینامیکی ربات فضایی بسیار مورد استفاده قرار مدل

  خواهد گرفت.

  

معادلات لاگرانژ بر حسب شبه مختصات براي  - 3

  ربات فضایی

گردد که در ادامه  این بخش خود به چند زیربخش تقسیم می

  آورده شده است.

  

  ي جنبشی ربات فضاییانرژ -1- 3

پذیري، انرژي جنبشی ربات فضایی با توجه به خاصیت جمع

هاي جنبشی تک تک اعضاي ربات به صورت مجموع انرژي

  توان نوشت:گردد. به عبارت دیگر، به سادگی میمحاسبه می

� =
1

2
����

��� +
1

2
��
����� 

							+��(
1

2
��(�)��

�(�)��(�)

��

���

�	

���

 

)18(  							+��
�(�)��(�)��) 

ها، ي لینک به ترتیب شمارنده �و  	��، �، �که در آن 

و تعداد بازوها  �هاي بازوي ي بازوها، تعداد لینک شمارنده

ي انرژي  حائز اهمیتی که در مورد رابطههستند. نکته 

، (�)��هاي ماتریسی جنبشی وجود دارد، این است که کمیت

- همگی در دستگاه بدنی متناظر با اندیس (�)��و  (�)��

در صورتی که در  (�)�⃡�اند. تانسور اینرسی شان بیان شده

بیان شود،  �بازوي از  �دستگاهی غیر از دستگاه بدنی لینک 

انجامد. هاي متغیر با زمان میبه یک ماتریس اینرسی با درایه

هاي گیري واضح است که چنین حالتی به علت نیاز به مشتق

هاي اینرسی مطلوب نیست. جزئی و زمانی از ماتریس

��همچنین عبارت 
تواند در تنها زمانی می (�)��(�)��(�)�

نیز  (�)��انرژي جنبشی مورد استفاده قرارگیرد که ي  رابطه

بیان شده  �از بازوي  �در دستگاه بدنی لینک  (�)��همانند 

هاي خطی در دستگاه بدنی به همچنین بیان سرعت ؛باشد

  انجامد.تري میروابط سینماتیکی بازگشتی منظم

  

  معرفی مدل - 2-3

اي متشکل از  رت مجموعهصو توان بههاي فضایی را می ربات

ي اصلی (فضاپیماي ربات) و یک یا چند بازوي  یک بدنه

به طوري که هر یک  ،شده از فضاپیما در نظر گرفت منشعب 

ها داراي تعداد معلومی لینک باشند. در این مقاله به از بازو

قابلیت و جامعیت روش ارائه شده  دادن نشانمنظور 

رکت یک ربات فضایی با الگوریتمی جهت تشکیل معادلات ح

 اما با تعداد دلخواه بازو و لینک ارائه ،آرایش هندسی معلوم

، مفاصل در حالت کلی داراي علاوه به). 1شده است (شکل  

  آزادي دورانی هستند.  یک تا سه درجه

  

  
  چند بازویی شماتیک یک ربات فضایی - 1 شکل
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ده ] آورده ش16که در مرجع [با انجام محاسبات طولانی 

توان نشان داد که معادلات لاگرانژ بر حسب شبه میاست، 

به  1مختصات براي ربات فضایی نشان داده شده در شکل 

  گردد:صورت زیر حاصل می

)19(  �
�

��
+ ⟦��

⟧�
��

���
= �� 

)20(  �
�

��
+ ⟦��⟧�

��

���

+ ⟦��⟧
��

���
= �� 

)21(  �
�

��
+ ⟦��(�)⟧�

��

���(�)
+ ��(�) = ��(�) 

  شود:تعریف می )22رابطه ( به صورت (�)��در آن 

)22(  ��(�) ≝ −(��
�(�))��

��

���(�)
 

  

  تحلیل سینماتیکی به فرم بازگشتی - 3-3

  د که:کناي ایجاب میهاي زاویهقضیه جمع سرعت

)23(  ��⃗ �(�) = ��⃗ ���(�) + ���⃗ �(�) 

⃗���در آن  که نسبت  �از بازوي  �اي لینک سرعت زاویه (�)�

�به لینک  − از همان بازو است. بیان ماتریسی معادله فوق  1

  عبارت است از:

)24(  ��(�) = ����
� (�)����(�) +��(�) 

ارتباط میان بردارهاي مکان را مشخص  )25( يرابطه

  کند:می

)25(  ��⃗�(�) = ��⃗���(�) + �⃗���(�) + ��⃗ �(�) 

ها بردار مکان مراکز جرم لینکگر ها بیان(�)�⃗��آن که در 

 گیريي مرجع اینرسی هستند. حال با مشتق نسبت به نقطه

ت به چارچوب اینرسی و ي فوق نسب زمانی از طرفین معادله

براي  )26( ي به رابطه 1ي انتقال نرخ تغییرات استفاده از قضیه

  انجامد:هاي خطی میسرعت

  ��⃗�(�) = ��⃗���(�) + ��⃗ ���(�) × �⃗���(�) 

)26(  																																	+��⃗ �(�) × ��⃗ �(�) 

  است:) 27(وق به فرم بیان ماتریسی عبارت ف

��(�) = ����
� (�)(����(�)−⟦����(�)⟧����(�)) 

)27(  												−⟦��(�)⟧��(�) 

                                                   
1 Rate of Change Transport Theorem 

  در کلیه روابط فوق عبارات زیر صادق است:

)28(  � = 1, … , �				,			� = 1, … , ��		, ��(�) = �� 

  

  ت جزئیمحاسبه مشتقا -3-4

شود، چهار عبارت ) مشاهده می1همانطور که در معادلات (

��صورت حاوي مشتق جزئی به 

���
 ،��

���
 ،��

���(�)
وجود  (�)��و  

ها پرداخته خواهد شد. با ي آن دارند که در ادامه به محاسبه

و استفاده از  ��) نسبت به 18ي ( گیري از طرفین رابطهمشتق

اي در حساب و دیفرانسیل ماتریسی خواهیم قاعده زنجیره

  داشت:

��

���
= ���� +���

���(�)

���
��(�)��(�)�

�

���

��

���

 

)29(   

(�)���ي حال براي محاسبه

���
  ) داریم:27ي (از رابطه 

)30(  
���(�)

���
=
�����(�)

���
[����

� (�)]� 

  که در آن: 

)31(  � = 1, … , �				,			� = 1, … , ��  

ي فوق بیانگر یک رابطه بازگشتی است که با قرار رابطه

�دادن  = (�)���مقادیر ، تمامی 1

���
گذارد. به اختیار میرا در  

�ازاي  =   آید:به دست می )32( ي اخیر به صورترابطه 1

)32(  
���(�)

���
=
���(�)

���
[��

�(�)]� = [��
�(�)]� 

��با طی روندي مشابه، عبارت 

���
محاسبه ) 33(به صورت  

  گردد: می

 ��) نسبت به 24ي (گیري از طرفین رابطهبا مشتق

  داریم:

)34(  
���(�)

���

=
�����(�)

���

[����
� (�)]�  

�از طرفی به ازاي  =   گردد:ي زیر حاصل می، رابطه1

)35(  
���(�)

���

=
���

(�)

���

[��
�(�)]� = [��

�(�)]� 

(�)���بدین ترتیب، عبارت 

���
از  �، به ازاي سایر مقادیر 

  آیند.) به دست می34ي ( رابطه

��

���

= ���� +��(
���(�)

���

��(�)��(�)

�

���

��

���

 

)33(  																							+��
�(�)��(�)��) 
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(�)���ر مورد عبارت همچنین د      

���
ي ، با استفاده از رابطه

  ) خواهیم داشت:27(

���(�)

���

= �
�����(�)

���

+
�����(�)

���

⟦����(�)⟧� 

)36(  																		. [����
� (�)]� +

���(�)

���

⟦��⟧ 

(�)���هاي با توجه به اینکه تمامی ترم

���
ي از رابطه 

�اند، تنها با قرار دادن ) به دست آمده34بازگشتی ( = در  1

(�)���هاي ترمي اخیر، سایر رابطه

���
 )� = 2,… , ) به دست ��

�آیند. به ازاي  می =   داریم: 1

���(�)

���

= ⟦��(�)⟧[��
�(�)]� +

���(�)

���

⟦��(�)⟧ 

)37(   

(�)���آن، که در 

���
) به دست آمده 35ي (تر از معادلهشپی 

  است.

) 18ي (گیري ماتریسی از طرفین معادلهحال با مشتق

  د:شو حاصل می) 38(ي ، رابطه(�)��نسبت به 

��

���(�)
= ��(

���(�)

���(�)
��(�)��(�)

�

���

��

���

 

)38(  																																	+
���(�)

���(�)
��(�)��(�)) 

سازي به شرح زیر ي فوق قابل سادهبا کمی دقت، رابطه

 1عریف بردارهاي مکان در شکلي تبا توجه به نحوه است.

هیچگونه ارتباط سینماتیکی میان دو بازوي مختلف وجود 

  ندارد.

)39(  ∀� ≠ � ∶ 	
���(�)

���(�)
=
���(�)

���(�)
= 0�×�						 

اي هاي زاویههمچنین طبق روابط سینماتیکی، سرعت

اي مطلق زاویه هاي خطی وهاي جلوتر در سرعتنسبی لینک

توان هاي پیشین حضور ندارند، به عبارت دیگر میلینک

  نوشت:

)40(  ∀� < � ∶ 	
���(�)

���(�)
=
���(�)

���(�)
= 0�×� 

ي ) در رابطه40( ) و39بدین ترتیب، قرار دادن روابط (

اي ساده براي ) به رابطه38(
��

���(�)
ي انجامد. رابطهمی 

  مذکور عبارت است از:

��

���(�)
=��

���(�)

���(�)
��(�)��(�)

��	

���

 

)41(  																									+
���(�)

���(�)
��(�)��(�)� 

�) به طوري که 24ي (با استفاده از رابطه = �و  � = � 

  د:شوحاصل می) 42(ي باشند، رابطه

)42(  
���(�)

���(�)
= ��×� 

                            �از طرفی به ازاي سایر مقادیر 

)� = � + 1, � + 2,… , ي بازگشتی به فرم  ) یک رابطه��

  بدین ترتیب خواهیم داشت: آید:می به دست) 43(

)43(  
���(�)

���(�)
=
�����(�)

���(�)
[����

� (�)]� 

(�)���ها به فرم بدین ترتیب تمامی عبارت

���(�)
با استفاده از  

ي شوند. طی روندي مشابه، یک رابطهروابط اخیر محاسبه می

(�)���هاي ي ترمبازگشتی به صورت زیر جهت محاسبه

���(�)
به  

  آید:دست می

)44(  
���(�)

���(�)
= ⟦��(�)⟧ 

���(�)

���(�)
= �

�����(�)

���(�)
+
�����(�)

���(�)
⟦����(�)⟧� 

)45(  																			. [����
� (�)]� +

���(�)

���(�)
⟦��(�)⟧ 

)، 45) و (44ي (ها لازم به ذکر است که در رابطه
���(�)

���(�)
) به 43) و (42هاي (تر با استفاده از رابطهپیش 

ي دیگري جهت تولید و بنابراین هیچ محاسبه دست آمده

عبارت 
���(�)

���(�)
ي ماند. در ادامه به محاسبه باقی نمی 

��

���(�)
 

. با ظاهر شده است )22ي ( که در رابطه پردازیم یم

  داریم: (�)��) نسبت به 18ي ( گیري از رابطه مشتق

���−با ضرب عبارت 
�(�)�

��
) به 46ي ( در طرفین رابطه 

  رسیم: می) 47(ي  رابطه

��

���(�)
= �

���(�)

���(�)
��(�)��(�)

��

���

 

)46(  																				+
���(�)

���(�)
��(�)��(�) 
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��(�) =��(�, �, �)��(�)��(�)

��

���

 

)47(  																			+�(�, �, �)��(�)��(�) 

  که در آن داریم:

)48(  �(�, �, �) ≝ −���
�(�)�

�� ���(�)

���(�)
 

)49(  �(�, �, �) ≝ −���
�(�)�

�� ���(�)

���(�)
 

,�)�عبارت  �, با توجه به روابط بازگشتی زیر حاصل  (�

  گردد: می

)50(  � = � ∶ 	�(�, �, �) = �����
� (�)����(�)� 

� > � ∶ 	�(�, �, �) = 	�(� − 1, �, �)�����
� (�)�

�
 

)51(   

,�)�از طرفی  �, عبارت نیز با استفاده از روابط  (�

  بازگشتی زیر قابل محاسبه است:

) و 53با استفاده از روابط ( (�)��بدین ترتیب عبارت 

 زگشتی قابل محاسبه است.) به صورت با54(

ي  در رابطه ]15[با توجه روابط به دست آمده از مرجع 

هاي بردار نیروي  ماتریسی ستونی حاوي مؤلفه ��)، 18(

که در دستگاه بدنی  برآیند وارد بر کل سیستم است

یک ماتریس  ��فضاپیماي ربات بیان گردیده و همچنین 

یماي ریات ستونی شامل گشتاور کل حول مرکز جرم فضاپ

است که آن نیز در دستگاه بدنی فضاپیماي ربات بیان گردیده 

هاي بردار  ماتریس ستونی حاوي مؤلفهیک  (�)�� است.

تا  (�)�هاي  گشتاور برایند وارد بر سیستمی شامل لینک

  است. (�)�نسبت به اولین مفصل لینک  (�)��

  

  سنجی سازي و صحت شبیه - 4

         سازي یک ربات فضایی دو بازویی که هر  نتایج شبیه

بازو متشکل از دو لینک است و هر مفصل داراي سه درجه 

ي صفر و در زیر براي شرایط اولیه ،آزادي دورانی است

(1)��نیروهاي وارد شده به صورت  = و  �[1,1−,1]

��(2) = آورده شده است. هر یک از نیروهاي  �[2−,2−,2]

به ترتیب نیروي وارد شده بر انتهاي لینک دوم از بازوي فوق 

اول و نیروي وارد شده بر انتهاي لینک دوم از بازوي دوم 

نکته دیگري  دهد. ربات مورد نظر را نشان می 2است. شکل 

ها  این است که کلیه مفاصل و لینک ،باشد که حائز اهمیت می

سازي در  تمامی پارامترهاي مورد نیاز جهت شبیه .استصلب 

  ارائه شده است. 1جدول 

  

  

  
  شماتیک یک ربات فضایی -2شکل 

  

� = � ∶ 	�(�, �, �) = ⟦����(�) − ⟦����(�)⟧����(�)⟧ 

)52(  								+�(�, �, �)⟦��(�)⟧ 

� > � ∶ 	�(�, �, �) = (�(� − 1, �, �) 

								+�(� − 1, �, �)⟦����(�)⟧)[����
� ]� 

)53(  								+�(�, �, �)⟦��(�)⟧ 
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 پارامترهاي ربات فضایی - 1جدول 

  پارامتر  مقادیر

61.27 (kg) ��(1) = ��(1) = ��(2) = ��(2) 

400 (kg) �� 

0.5 (m) ��(1) = ��(1) = ��(1) = ��(2) = ��(2) = ��(2) 

0.5 (m)  ��(1) = ��(1) = ��(2) = ��(2) 

5.144 (kg.��) ����(1) = ����(1) = ����(2) = ����(2) 

5.144 (kg.��) ����
(1) = ����

(1) = ����
(2) = ����

(2) 

0.076 (kg.��)  ����(1) = ����(1) = ����(2) = ����(2) 

900 (kg.��)  ���� = ���� = ���� 

  

 افزار متلب صورتسازي ربات فضایی در محیط نرمشبیه

ها با  ي مقایسه آن سنجی نتایج به وسیله گرفته و صحت

انجام  دمزآافزار تحلیل دینامیکی  نمودارهاي حاصل از نرم

که بر پایه روابط لاگرانژ کدنویسی شده است.  شده است

هاي متعددي از این روش جهت  شایان ذکر است، در مقاله

 هاي دینامیکی ارائه شده استفاده شده روشسنجی  صحت

افزار آدامز سنجیده شده و مورد تایید  است؛ چراکه صحت نرم

 ].18است [

مرکز جرم  جابجایی مکان 7و  6، 5، 4، 3در اشکال 

افزار آدامز  اعضاي ربات فضایی در دو مدل تحلیلی و مدل نرم

  اند. به ازاي ورودي یکسان مقایسه شده

شود، نمودارهاي فوق جابجایی  همانطور که ملاحظه می

مکان مرکز جرم اجزاي تشکیل دهنده ربات در مدل تحلیلی 

افزار آدامز  شده در نرم یجادرا با نمودار حاصل از مدل ا

افزار متلب انجام شده است و از  که در نرم کند یم یسهقام

تطابق بسیار خوبی برخوردار است. علت انحرافات جزیی 

موجود عدم امکان به صفر رساندن اصطکاك در مفاصل در 

 افزار آدامز است. نرم

هاي  تطابق وضعیت 11و  10، 9، 8در ادامه در اشکال 

آدامز بررسی گردیده  افزار سازي تحلیلی و نرم حاصل از شبیه

  است.

  

    
  1از بازوي  1جابجایی مکان مرکز جرم لینک  -4شکل   جابجایی مکان مرکز جرم فضاپیماي ربات - 3شکل 
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  2از بازوي  1جابجایی مکان مرکز جرم لینک  - 6شکل   1از بازوي  2جابجایی مکان مرکز جرم لینک  - 5شکل 

    

    
  1از بازوي  1وضعیت لینک  - 8شکل   2از بازوي  2جرم لینک جابجایی مکان مرکز  -7شکل 

    

    
  2از بازوي  1وضعیت لینک  -10شکل   1از بازوي  2وضعیت لینک  -9شکل 
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  2از بازوي  2وضعیت لینک  - 11شکل 

  

هاي ربات در  در نمودارهاي فوق زوایاي هر یک از لینک

گر  یاندو مدل تحلیلی و مدل آدامز بررسی شده است که ب

انطباق مطلوب بین دو مدل است. آنچنان که در قبل گفته 

اختلاف جزیی موجود ناشی از عدم صفر بودن اصطکاك  ،شد

  .استدر مفاصل در مدل آدامز 

  

  گیري نتیجه - 5

هاي فضایی  در این مقاله یک الگوریتم بازگشتی براي ربات

ارائه  ي روش لاگرانژ چند بازویی با تعداد لینک دلخواه بر پایه

شد. این روش با استفاده از مزایاي شبه مختصات و شبه 

اویلر و -معایب روش نیوتن ،ها به خوبی توانسته است سرعت

روش لاگرانژ را پوشش دهد و به معادلاتی ساده جهت 

هاي فضایی بیانجامد. از دیگر  سازي دینامیکی ربات مدل

گیر حجم محاسبات است که  کاهش چشم ،مزایاي این روش

هاي پیچیده برخوردار است.  از اهمیت بسزایی در سیستم

انرژي جنبشی، عدم نیاز به   علت این امر عدم نیاز به محاسبه

جزئی و بازگشتی بودن الگوریتم است. در ادامه، گیري  مشتق

ي  صحت مدل تحلیلی به دست آمده با استفاده از مقایسه

و  سازي یک ربات دو بازویی نمودارهاي حاصل از شبیه

  .افزار آدامز تأیید گردید نمودارهاي به دست آمده از نرم

  

  فهرست علائم -6

V  بردار سرعت خطی  

� 

جسم صلب نسبت به  اي بردار سرعت زاویه

 چارچوب مرجع اینرسی تجزیه شده در

  دستگاه بدنی

� 

اي جسم  بردارحاصل از تجزیه بردار سرعت زاویه

ه صلب نسبت به چارچوب مرجع اینرسی تجزی

  شده در دستگاه اینرسی

  جرم جسم �

I ممان اینرسی جسم  

F  نیروهاي وارده بر جسمبردار  

M  بردار گشتاورهایوارده بر جسم  

  ماتریس دوران از دستگاه اینرسی به دستگاه بدنی  �

� 
ماتریس ستونی حاصل تجزیه بردار مکان مرکز 

  جرم در دستگاه اینرسی 

� 
ایاي وضعیت دستگاه ماتریس ستونی حاوي زو

  بدنی نسبت به دستگاه اینرسی

� 
ماتریس تبدیل از نرخ زمانی زوایاي وضعیت به 

  اي سرعت زاویه

  نرخ زمانی زوایاي وضعیت ̇�

   pي متناظر با نیروهاي تعمیم یافته ��

  ϑي متناظر با نیروهاي تعمیم یافته ��

�	 
بردار مکان محل ماتریس ستونی حاصل از تجزیه 

  نسبت به مرکز جرم در دستگاه بدنی نیزواعمال 

  هاي لینک شمارنده �

  ي بازوها شمارنده �

  تعداد بازوها �

  βهاي بازوي تعداد لینک ��

K انرژي جنبشی  
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  نیروي وارده به فضاپیماي پایه ��

  گشتاور وارده به فضاپیماي پایه  ��

  رعت خطی فضاپیماي پایه سبردار  ��

  اي فضاپیماي پایه سرعت زاویهبردار  ��

��⃗ �(�)
 از به  βبازوي  αبردار مکان از ابتداي لینک 

  مرکز جرم

�⃗�(�) 
  αبردار مکان از مرکز جرم به انتهاي لینک 

  βبازوي 
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