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  چکیده

تئوري الاستیسیته ریز از ، در مدلسازيشده است.  محاسبه میکروتیر ویسکوالاستیک به تحریک الکتریکی يپاسخ گذرادر پژوهش حاضر، 

برنولی و اصل همیلتون و با در نظر - ده از تئوري تیر اویلربا استفااست.  شده گرفتهبهره اثرات اندازه در ریز ساختار،  قطبی با در نظر گرفتن

نیروي  انتگرالی)، نیروي کشش صفحه میانی، تنش باقی مانده محوري و معادلات ساختاري ویسکوالاستیک (به فرمگرفتن 

معادله کمک روش گالرکین، با . به دست آمده است ویسکوالاستیک دو سر گیردار معادله حرکت و شرایط مرزي میکروتیر، الکترواستاتیکی

انتگرالی غیرخطی معمولی از جنس معادله ولترا تبدیل شده است.  -اي به معادله دیفرانسیلی  هانتگرالی غیرخطی پار -دیفرانسیلی  حرکت

ز که در واقع خیحاصل شده است میکروتیر ویسکوالاستیک  کوتاي مرتبه چهارم، پاسخ معادله حرکت - با به کارگیري روش رانگ

میکروتیر ویسکوالاستیک نسبت به  و پارامتر بعد طول ماده بر رفتار تاثیر طول فاصله اولیهدر بخش نتایج، میکروتیر ویسکوالاستیک است. 

و شده  سازي شبیه د کامسولمساله میکروتیر ویسکوالاستیک در نرم افزار المان محدوبه منظور اعتبارسنجی، است. گردیده زمان بررسی 

  بین نتایج المان محدود و عددي صورت گرفته است. ايمقایسه

  سازي المان محدود. شبیه میکروتیر ویسکوالاستیک؛ معادله انتگرالی؛ تئوري کوپل تنش؛ :کلمات کلیدي
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Abstract 

In this paper, the dynamic response of electro actuated viscoelastic microbeam is investigated and 
micropolar theory of elasticity has been used to consider the effects of size in microstructure. Euler-Bernoulli 
beam theory and Hamilton’s principle with considering viscoelastic integral constitutive equations, the 
midplane stretching effect, the axial residual stress and electrostatic force has been used to obtain the 
equation of motion and the boundary condition of fixed-fixed viscoelastic microbeam. Therefore, the 
nonlinear integro-differential equation in Volterra integral equation form is obtained. Galerkin method will 
be used, in order to solve the nonlinear partial integro-differential governing equation and then it converted 
to the ordinary integro-differential equation. By using the fourth order Runge - Kutta method, we can obtain 
the response (transverse displacement) of the electro actuated viscoelastic microbeam. In the following, the 
effect of initial gap value and material length scale parameter on the viscoelastic microbeam behavior are 
investigated. In the end, the viscoelastic microbeam is simulated in the FE software and the problem is 
analyzed in quasi-static form. In order to validate, the simulation result is compared with the result obtained 
from the quasi-static solution of the viscoelastic microbeam. 

Keywords: Viscoelastic Microbeam; Integral Equation; Couple Stress Theory; FE Simulation. 
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   مهمقد - 1

هایی با به عنوان دستگاه 1هاي میکروالکترومکانیکسیستم

شوند که قادر به انجام یک وظیفه ابعاد کوچک تعریف می

]. با گسترش سریع تکنولوژي، به ویژه 1هوشمند هستند [

تکنولوژي میکرو و نانو، این ساختارها به دلیل داشتن خواص 

        ته ویژه، مورد توجه بسیاري از محققان در دهه گذش

   توان به می ،هاي این ساختارهااند. از ویژگیقرار گرفته

      هزینه ساخت پایین، وزن کم، اندازه کوچک، مصرف 

هاي ناچیز انرژي، حساسیت بالا و ... اشاره کرد. سیستم

هاي مهم ساختارهاي میکرو میکروالکترومکانیک یکی از مؤلفه

ها و.... شتاب سنج ها،ها، حسگرها، سوئیچنظیر محرك

  هستند. 

     رفتاري میان دو خاصیت  2مواد ویسکوالاستیک

دهند. ویسکوز بودن و الاستیک بودن از خود نشان می

برخلاف مواد الاستیک، یک ماده ویسکوالاستیک داراي 

ماده  کرنشهاي کشسان و ویسکوز است. مؤلفه

. این وابسته به زمان است ،لزجت آن به دلیلویسکوالاستیک 

میرایی بالا، وزن کم، استحکام  ،هایی نظیرمواد داراي ویژگی

     ]. چنین موادي 2بالا و جذب انرژي عالی هستند [

ها مثل رباتیک، هاي وسیعی در برخی تکنولوژياستفاده

]. خاصیت 3هوافضا، قطعات بیولوژیک مصنوعی و.... دارند [

ویسکوالاستیک به طور گسترده در ساختارهاي 

]، پلی سیلیکون 4سیلیکون [ ،یکروالکترومکانیک نظیرم

  شوند. ] یافت می8،7[ هاي فلزيفیلم] و 6،5[

    یک تیر میکروالکترومکانیک متشکل از دو الکترود 

ها متحرك و دیگري ثابت است. که یکی از آن رسانا است

        موجب ایجاد  ،اعمال ولتاژ مستقیم بین دو الکترود

استاتیکی و در نتیجه حرکت الکترود متحرك نیروي الکترو

شود. اگر ولتاژ اعمالی بیشتر از ولتاژ بحرانی باشد، خیز می

        میکروتیر زیاد شده که منجر به برخورد دو الکترود به

    ها به عنوان شود که از آنهم و ناپایداري میکروتیر می

 شودمییاد ناپایداري کششی و خیز 3 ناپایداري کششیولتاژ 

]9.[  

                                                             
1 Microelectromechanic Systems (MEMS) 
2 Viscoelastic 
3 Pull-in 

هاي مکانیکی اند که پدیدهنتایج آزمایشگاهی نشان داده

هاي الکترومکانیکی علاوه بر وابستگی به موجود در سیستم

 2002زمان، به اندازه نیز وابسته هستند. از این رو در سال 

تئوري کوپل تنش اصلاح شده  ،]10آقاي یانگ و همکاران [

رفتار  ،آمیز قادر بودرا توسعه دادند که به طور موفقیت 

 4مکانیکی میکروتیرها را با تعریف یک پارامتر بعد طول ماده

بررسی کند و مشکلات ناشی از به دست آوردن ثوابت ماده را 

با به کارگیري  ،]11برطرف کند. رهایی فرد و همکاران [

تئوري کوپل تنش اصلاح شده تاثیر اندازه به خیز و ولتاژ 

کی میکروتیر یک سرگیردار سیلیکون ناپایداري کششی استاتی

میکروتیر  تأثیر اندازه ،]12را بررسی کردند. یین و همکاران [

با تحریک الکترواستاتیکی را با استفاده از تئوري کوپل تنش  

مورد بررسی قرار دادند. کنگ  ،اصلاح شده به صورت تحلیلی

تقریبی براي تعیین ولتاژ و جابجایی  -] یک حل تحلیلی 13[

اپایداري کششی میکروتیر با تحریک الکترواستاتیکی را بر ن

] به 14پایه تئوري کوپل تنش اصلاح شده ارائه داد. باغانی [

صورت تحلیلی پاسخ و تأثیر ولتاژ بر وابستگی به اندازه 

میکروتیر با تحریک الکترواستاتیکی را مطالعه کرد. زمان زاده 

ستاتیکی میکروتیر بی ثباتی دینامیکی و ا ،]15و همکاران [

مدرج هدفمند تحت فشار الکترواستاتیک غیرخطی و منبع 

حرارتی خارجی را بر پایه تئوري کوپل تنش اصلاح شده را 

به صورت عددي  ،]16مورد بررسی قرار دادند. شات و محمد [

و تحلیلی رفتار الکترواستاتیکی میکروتیر یک سرگیردار را با 

شده تحقیق کردند.  توجه به تئوري کوپل تنش اصلاح

اثر نفوذ روي ضریب میرایی  ،]17گردان و همکاران [خوانچه

میکروتیرهاي تشدید کننده براي مقادیر مختلف ضخامت، 

دماي محیط و پارامتر بعد طول ماده را مطالعه کردند. فو و 

پدیده  ،]20]، ژانگ وفو [19]، فو وژانگ [18همکاران [

کوالاستیک دوسرگیردار با میکروتیر ویس ناپایداري کششی در

تحریک الکتریکی را برپایه تئوري کوپل تنش اصلاح شده 

میکروتیر ویسکوالاستیک با تحریک  ،]21بررسی کردند. اَتا [

هاي ویسکوالاستیک بر پایه الکتریکی را با استفاده از تئوري

تئوري کوپل تنش اصلاح شده مطالعه کردند و معادله حاکم 

ه استاتیکی با روش مربع کردن حاصل را در حالت شب

 ،]32[اجري و همکاران  انتگرالی حل کردند. -دیفرانسیلی 

                                                             
4 Material Length Scale Parameter 
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- نانو صفحه وابسته به اندازه ارتعاشات آزاد و رفتار دینامیک

بررسی کردند و پاسخ فرکانسی و هاي ویسکوالاستیک را 

- نیرویی نانوسیستم را تحت بارگذاري هارمونیک گسترده به

با به کارگیري تئوري  ]33[ي و طحانی مختار دست آوردند.

ي کوپل تنش و میرایی ویسکوز رفتار وابسته به اندازه

هاي با ساختار میکروتیر دوسرگیردار را تحت ژیروسکوپ

جریان مستقیم و تحریک هارمونیک بررسی کردند. 

بر اساس تئوري کوپل تنش  ،]34[اندیخشیده و همکاران 

         یکروتیر هدفمند را ی به اندازه موابستگاصلاح شده 

     اثرات ها با ارائه الگوریتمی، مورد مطالعه قرار دادند. آن

اندازه اولیه میان میکروتیر و الکترود و همچنین توزیع سفتی 

در میکروتیر هدفمند بر ولتاژ ناپایداري کششی را بررسی 

  کردند.

میکرو  هايسیستم يوابسته به زمان و دما یکیمکان رفتار

      هاآن نانیاطم تیدر رابطه با قابل و نانو الکترومکانیک

        تنش  طیدر شرا یشناخته شده است که به راحت امري

     . ثابت شدهرندیگ یخزش قرار م ریبالا تحت تاث يو دما

هاي کوچک، هاي نازك فلزي، حتی در کرنشفیلم ،است

نشان نسبت به همتایان حجیم خود رفتار ویسکوالاستیک 

میکرو و نانو  يهادستگاهمناسب عملکرد  يبرادهند. می

به کار  ينازك فلز يها لمیف یکیمکان يداریپا ،الکترومکانیک

این پژوهش پاسخ گذرا  .است یاتیح ها امريرفته در آن

میکروتیر ویسکوالاستیک دوسرگیردار را تحت نیروي 

آوردن الکتریکی مورد مطالعه قرار داده است. براي به دست 

          برنولی  –معادله حاکم بر میکروتیر از تئوري تیر اویلر 

    هاي ویسکوالاستیک و و اصل همیلتون بر پایه تئوري

تئوري کوپل تنش اصلاح شده استفاده گردیده و معادله 

اي به دست آمده به روش انتگرالی پاره -حاکم دیفرانسیلی 

مرتبه چهارم حل کوتاي  -کاهش مرتبه گالرکین و رانگ 

  شده است. 

در ادامه بحث تاثیر پارامتر بعد طول ماده بر پاسخ گذرا 

کشد میکروتیر ویسکوالاستیک و مدت زمانی که طول می

مطالعه قرار  میکروتیر به خیز ناپایداري کششی برسد، مورد

صحت سازي المان محدود به منظور  گرفته است. از شبیه

بررسی تاثیر پارامترهاي سنجی حل انجام شده و همچنین 

ولتاژ و اندازه فاصله اولیه بر خیز میکروتیر در حالت شبه 

  استاتیکی استفاده شده است.

  معادله حاکم بر میکروتیر ویسکوالاستیک - 2

را در نظر  1نشان داده شده در شکل  ����سیستم مختصات 

ی میدان جابجای ،برنولی –بگیرید. با توجه به تئوري تیر اویلر 

  شود.تعریف می 1به صورت رابطه 

�  الف)- 1( = − �
��(�,�)

��
 

�  ب)- 1( = 0 

�  ج)- 1( = �(�,�) 

در  جابجاییبردار هاي به ترتیب مؤلفه �،	�	و	� که در آن

  هستند.  �،	�	و	�راستاي 

  

  
شماتیک میکروتیر ویسکوالاستیک تحت تحریک  - 1شکل 

  الکتریک

  

] 10[تئوري کوپل تنش اصلاح شده  از الاستیسته و

 گرادیان ریز تانسورقسمت متقارن و  ���تانسور کرنش 

�چرخش 
��

  اند.نشان داده شده 3و  2به ترتیب در روابط  

)2(  ��� =
1

2
���,� + 	��,�� 

)3(  ��� =
1

2
���,� + 	��,�� 

,�( ��جابجایی و  بردار �� که در آن � = 1, ریز بردار ) 2,3

   چرخش است.

)4(  �� =
1

2
�����	��,�� 

هاي غیر صفر توان مؤلفهمی 2و  1 با استفاده از روابط

را  قسمت متقارن تانسور گرادیان ریز چرخشتانسور کرنش و 

  به دست آورد.

)5(  ��� = 	− �
���

���
(�,�) 

)6(  �� = 	−
��

��
(�,�)	 
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)7(  ��� = 	−
1

2

���

���
(�,�)						 

بر اساس تئوري کوپل تنش اصلاح شده و رابطه لیدرمن 

  توان تانسور براي ساختارهاي ویسکوالاستیک، می ]22[

عریف را ت ���و قسمت انحرافی تانسور کوپل تنش  ���تنش 

  کرد.

)8(  ���(�) = λ(t)⊗ ��� (�)��� + 2�(�)⊗ ���(�) 

)9(  ���(�)= 2ℓ��(�)⊗ ���						 

λ(t)  وابسته به زمان در تئوري  1ثوابت لامه (�)�و

پارامتر بعد طول ماده  ℓویسکوالاستیک کلاسیک هستند و 

 2استایلچس ر کانولوشننماد عملگ ⊗ همچنین ؛]23[است 

  استفاده شده است. 9و  8که در روابط  ]24[است 

(�)�  الف)-10( =
E(t)

2(1 + ν)
	 

λ(t)  ب)-10( =
νE(t)

(1 + ν)(1 − 2ν)
		 

�(�)⊗ �(�) = �(0)�(�)+ �
��(� − �)

�(� − �)

�

�

�(�)�� 

)11(   

 �یک و مواد ویسکو الاست 3مدول واهلش (�)�، 10 در رابطه

  .ضریب پواسون است

را بازنویسی  9و  8توان روابط ، می11با استفاده از رابطه 

  کرد.

���(�) = ������ (�)��� + 2�����(�)� 

												+ �
��(� − �)

�(� − �)

�

�

��� (�)����� 

												+ 2�
��(� − �)

�(� − �)

�

�

���(�)�� 

)12(  													= ���
� + ���

�(�) 

��� = 2ℓ������(t)+ 2	ℓ� �
��(� − �)

�(� − �)

�

�

���(s)ds 

)13(  								= ���
� (t)+ ���

� (t) 

                                                             
1 Lame 
2 Stieltjes’s Convolution 
3 Relaxation 

فتار الاستیک به ترتیب نشان دهنده ر υو  eهاي بالانویس

 ��و  ��رفتار ویسکو الاستیک هستند.  اي و تاریخچهلحظه

tمقادیر ثوابت لامه در  نشان دهنده =   .باشندمی 0

          12به ترتیب در روابط  7و  5با جایگذاري روابط 

ر تنش و تانسور کوپل تنش حاصل هاي تانسومؤلفه 13و 

  شوند. می

���  الف)-14(
� (t) = − z���

���

���
(x,t) 

���  ب)-14(
� (t) = − �� ��̇(� − �)

���

���
(x,s)��

�

�

 

���  الف)-15(
� (t) = − ��ℓ

�
���

���
(x,t) 

���
� (�) = − ℓ� � �(̇� − �)

�

�

���(�,�)

���
�� 

   )ب-15(
�)لازم به ذکر است، اگر میکرو تیر عریض باشد  ≥ 5ℎ)  به

جاي استفاده از مدول معمول باید از مدول مؤثر 

��(�) =
�(�)

(����)
 .]25[ استفاده شود 

در ادامه جهت به دست آوردن معادله حاکم میکروتیر 

کوالاستیک از اصل همیلتون استفاده خواهد شد که ویس

  بیان شده است. 16بطه فرمول آن در را

)16(  �� (� − Π + � )�� = 0
��

��

 

کار  Wانرژي کرنشی و  Π	انرژي جنبشی، T، 16 در رابطه

انجام شده توسط نیروهاي خارجی و نیروهاي اتلافگر 

       متشکل از دو   W،  درنتیجه، کاراستویسکوالاستیک 

 و Wextکل کار انجام توسط نیروهاي خارجی  ،بخش شامل

 Wvisکار انجام شده توسط نیروهاي اتلافگر ویسکوالاستیک 

  است.

)17(  W = 	W ��� + W ��� 

اصل  فرمول رابطه 16 در رابطه 17با جایگذاري رابطه 

  شود.همیلتون بازنویسی می

)18(  �� (� − Π + W ��� + W ���)�� = 0
��

��

 

انرژي کرنشی  صلاح شده،با توجه به تئوري کوپل تنش ا

علاوه بر تانسور تنش و کرنش، تانسور کوپل تنش و چرخش 

  شود.را نیز شامل می
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δΠ = 	�(���
� 	�	��� + 2���

� 	�	��� )��  

						= � ��� ����
���

���
(x,t)� �(

���

���
(�,�))����

�

�

 

						+ � ����ℓ
�
���

���
(x,t)� �(	

���

���
(�,�))����

�

�

 

)19(  
					

= � (Ε��+ ��ℓ
�Α	)

�

�

���

���
	�	�

���

���
��� 

)20(  �=
�

��
�ℎ�  و � = �ℎ	 

ینرسی و مساحت سطح به ترتیب ممان ا �و  �که در آن 

  مقطع هستند.

و نیروي عرضی  �با فرض اینکه که نیروي محوري 

�(�, توان کل کار می ،دننیروهاي خارجی اعمالی باش (�

 انجام شده نیروهاي خارجی را تعریف کرد.

�� ��� = −
1

2
� �	�(

��

��
)�

�

�

�� + � �	�	�	��
�

�

 

													= − �
��

��
��|

�

0
+ �

�

��

�

�

��
��

��
����� 

)21(  													+ � �����
�

�

 

 همچنین انرژي جنبشی میکروتیر ویسکوالاستیک از رابطه

 شود.حاصل می 22

)22(  �� = 	
1

2
� ���(
�

�

��

��
)�	�� 

)23(  � ���� = − � � ��
���

���
	������

�

�

��

��

��

��

 

چگالی جرمی میکروتیر  �پارامتر ، 22 در رابطه

 ویسکوالاستیک است.

به طور مشابه با انرژي کرنشی، براي کار انجام شده 

  کوالاستیک داریم.ویستوسط نیروهاي اتلافگر 

δ� ��� = �(���
� 	�	��� + 2���

� 	�	��� )d� 

= � � (��+ 	�ℓ�
�

�

�

�

A)	
���(�,�)

���
����

���

���
��� 

= �� ���̇�+ �ℓ̇���
���

���
��)

�

�

���

��
�
�

0
 

− �� ��	�̇�+ 	�ℓ̇���
�

�

���

���
������

�

0
 

)24(  + � � ���̇�+ 	�ℓ̇���
���

���
��

�

�

�

�

� ���� 

� �� [− 	��
�

�

���

���
− (����+ 	���ℓ

�)
���

���	
+ 	� (

�

�

��̇�+ 	��̇��)
���

���
��+ 	

�

��
��

��

��
�+ �]	�� + [− (����

��

��

+	���ℓ
�)
���

���
+	� ���̇� +	� ℓ̇���

���

���
��

�

�

]�(
��

��
)|
�

0
+ [���� +	���ℓ

�)
���

���

−	� ���̇� +	� ℓ̇���
���

���
�� − �

�

�

��

��
]��|

�

0
��� = 0  

)25(   

 شرایط مرزي و حاکم  توان معادلهمی 25از رابطه 

  میکروتیر ویسکوالاستیک را استنباط کرد.

(����+ 	��ℓ
��)

���(�,�)

���
 

									− � ���̇�+ 	�ℓ̇���
���(�,�)

���
��	

�

�

 

									+ ��
���

���
(�,�)	–�(�,�)−

�

��
��

��

��
� = 0 

)26(   

(����+ 	����ℓ
�)
���

���
	�	�

��

��
�|
�

0
 

									+ � ���̇�+ 	��̇ℓ��
���

���
��

�

�

��
��

��
�|
�

0
 

									+ (����+ 	���ℓ
�)
���

���
���

�

0
− �

��

��
���

�

0
 

)27(  									− � (
�

�

��̇�+ 	��̇ℓ�)
���

���
����|

�

0
= 0 

حاکم میکروتیر ویسکوالاستیک بر پایه  معادله 26 رابطه

ترم از عادله . اگر در این ماستتئوري کوپل تنش اصلاح شده 
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تاریخچه رفتار ویسکوالاستیک میکروتیر  که بیان کننده-دوم 

ℓ)و تأثیر اندازه صرف نظر کنیم  -است =  ، به معادله(0

  کلاسیک خواهیم رسید. با تئوري میکروتیر الاستیک

  

با مدل سازي میکروتیر ویسکوالاستیک  - 3

  تحریک الکتریکی

و ضخامت  bعرض و   Lیک میکروتیر دو سر گیردار به طول 

h  نشان داده شده است،  1که شماتیک دو بعدي آن در شکل

اعمال شده  �در نظر بگیرید که به آن بار الکترواستاتیکی 

. در یک میکروتیر استفاصله اولیه بین دو الکترود  ��است و 

 نیروي باقی مانده، متشکل از �دو سر گیردار نیروي محوري 

  است. ��از تأثیر کشش صفحه میانی  ، و نیروي ناشی��

)28(  P = �� + �� 

نیروي محوري ایجاد شده توسط کشش صفحه میانی براي 

 بیان شده است 29 یک میکروتیر دوسر گیردار در رابطه

]26[.  

)29(  ��
� = 	

��

2�
� (

��

��

�

�

(�,�))��� 

، نیروي حاصل از کشش 11 هو رابط 29 با توجه به رابطه

صفحه میانی براي یک میکروتیر و یسکوالاستیک دو سر 

  آید.گیردار به دست می

��  الف) – 30(
� = 	

�

2�
�� ⊗ � (

��(�,�)

��

�

�

)��� 

  ��
� = 	

����

2�
� (

��

��

�

�

)��� 

+										  ب) – 30( 	�
���̇

2�

�

�

(� (
��(�,�)

��

�

�

)���)�� 

فاصله بین میکروتیر و  اندازهدر مسائلی که نسبت 

- توان از اثرات میدانبه عرض میکروتیر کم باشد، می الکترود

. همچنین وقتی که ]31[ اي صرف نظر کردهاي حاشیه

فاصله بین میکروتیر و الکترود خیلی کوچک باشد یا طول 

تاثیر نیروهاي بین  ،یکروتیر نسبت به سایر ابعاد زیاد باشدم

از این رو در مسأله حاضر ]. 21[است  اهمیتمولکولی داراي 

هاي حاشیه اي و نیروهاي بین توان از اثرات میدان می

 31 رابطه در یکیالکترواستات يروین .مولکولی صرف نظر نمود

  .است شده انیب

)31(  �(x	,t)=
����

�

2(�� − �)�
		;		�� = 	8.86	

��

�
			 

ولتاژ اعمالی بین دو  Vثابت دي الکتریک هوا و  ��که در آن 

 الکترود است.

حرکت  معادله 26 در رابطه 31-28با جایگذاري روابط 

  بازنویسی شده است.

(����+ 	���ℓ
�)
���(�,�)

���
+ ��

���(x,t)

���
 

− � (��̇
�
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�+ ��̇�ℓ�)
���(�,�)
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2(�� − �)�
+ [�� +
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� (

��(�,�)
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��̇�
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�
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� (
��(�,�)
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�

�

)���ds]
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����

�
� (

��(�,�)
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�

�

)(
���(x,t)

���
)�� 

+ �
��̇�

�

�

�

� (
��(�,�)

��

�

�

)(
���(x,s)

���
)��ds]

��(�,�)
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)32(   
  .]28[ و براي شرایط مرزي تیر دوسر گیردارداریم

)33(  x=0  : 	�(0,�)	= 	
��

��
(0,�)= 0	 

)34(  � = �  :  �(�,�)		= 	
��

��
(�,�) = 0 

  داریم: 32 روي معادلهبا اعمال عملیات جبري و ریاضیاتی 

�
���(�,�)
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  کنیم.بعد میمتغیرهاي موجود را بیها و در ادامه جهت ساده شدن روند حل مسئله، پارامتر

 

T	= (
��ℎ��

����
)�.� ℜ = 	

��̇

���
 β =

�

�
 �∗ =

�

��
 

)36( ��� =
6���

���	

���ℎ���
�  � = 	

6

�
(
��
ℎ
)� τ =

�

�
 ���	=

���
�

��	�
 

 

���∗

���
(�,�)+ �

���∗

���
(�,�)− � ℜ (�− �)

�

�

���∗(�,�)

���
����1 +

6ℓ�

ℎ�(1 + �)
� =
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���
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��∗(�,�)

��
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�

)��� + �� ℜ (�− �)� (
��∗(�,�)

��

�

�

)�����]+
1
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																						+
��∗(�,�)
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�2�� (

��∗(�,�)

��
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)�
���∗(�,�)

���
��� 

)37(  																						+ 2�� 	ℜ (�− �)
�

�

� (
��∗(�,�)

��

�

�

)(
���∗(�,�)

���
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معادله حرکت میکروتیر ویسکوالاستیک بی بعد   37 رابطه

 39و 38 شده است و شرایط مرزي بی بعد شده در روابط

  اند.بیان شده

)38(  � = 0		∶		�∗(0,�)=
�� ∗

��
(0,�)= 0  

)39(  � = 1		∶		�∗(1,�)=
�� ∗

��
(1,�)= 0  

  

  مدل ویسکوالاستیک - 4

جهت بررسی رفتار ویسکوالاستیک میکروتیر، از مدل 

که  استفاده شده است 1ویسکوالاستیک جامد خطی استاندارد

بیان شده  40 در رابطه (�)�در آن تابع یا مدول واهلش 

  است.

)40(  �(�)= �� + ���
���		;	� =

1

�
 

نشان داده  2 شکلماتیک مدل جامد خطی استاندارد در ش

را برابر صفر قرار دهیم،   tمقدار  40شده است. اگر در رابطه 

  آید.به دست می E0مقدار 

)41(  �� = �(0) = �� + �� 

                                                             
1 Standard Linear Solid (SLS) 

  .شود مدول واهلش بی بعد حاصل می 36و 41،40از روابط 

ℜ (�)=
��̇(�)

���
=

�(�)

����

��

����

=
− ����

���

�� + ��
 

)42(  											= − �������		;		�� =
��

�� + ��
 

  

  
  شماتیک مدل جامد خطی استاندارد  -2شکل 

  

و اعمال بسط تیلور  37 در معادله 42 با جایگذاري رابطه

توان حاکم را می کی معادلهروي ترم نیروي الکترواستاتی

  بازنویسی کرد.
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)43(   

  

  المان محدود يساز یهشب - 5

همانطور قبلا بیان شد، با توجه به اینکه میکروتیر 

ساختارهاي میکروالکترومکانیک   مجموعهویسکوالاستیک زیر 

شود. است، از این رو جزء مسائل چند فیزیکی محسوب می

یکی از نرم افزارهاي المان  ،کسنرم افزار کامسول مولتی فیزی

اي را محدود موجود است که قابلیت تحلیل مسائل بین رشته

دارد. این نرم افزار براي تحلیل مسائل الکترومکانیک ماژول 

مجزا و از قبل تعریف شده در نظر گرفته است. صالحی و 

میکروتیر منحنی تحت تحریک الکترو  ]29[معین خواه 

فزار کامسول شبیه سازي کردند و نشان استاتیکی را در نرم ا

دست آمده سازي با نتایج به دست آمده از شبیهنتایج به ،دادند

  از تئوري همخوانی دارد.

در این تحقیق شبیه سازي در فضاي دو بعدي انجام شده 

 است و با استفاده از ماژول الکترومکانیک میکروتیر

� به طول ویسکوالاستیک = اولیه به  ، نسبت فاصله��150

��ضخامت 

�
= �و ولتاژ اعمالی برابر  1.2 = مدل شده  �122

است. براي اعمال خواص ویسکوالاستیک از مدل جامد خطی 

استاندارد استفاده شده است و حل به صورت وابسته به زمان 

شماتیک تغییر شکل میکروتیر  3انجام گرفته است. شکل 

   امسول را نشانویسکوالاستیک مدل شده در نرم افزار ک

  دهد.می

  

  
  یکروتیرشماتیک تغیر شکل م -3شکل 
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 میکروتیر میانی نقطه خیز تغییرات 4 شکل

دهد که مطابق ویسکوالاستیک نسبت به زمان را نشان می

    هاي ویسکوالاستیک، با افزایش زمان خیز افزایشتئوري

   قدار ثابتشود و به ممی خزشیابد و رفته رفته دچار می

  رسد.می

میانی  ، تأثیر ولتاژ اعمالی به خیز نقطه5در شکل 

یی نقطه جابجا با افزایش ولتاژ،شود. میکروتیر مشاهده می

 یتا زمانیابد. این افزایش جابجایی میانی میکروتیر افزایش می

 کششی استحکاماز  ترکم کیالکترواستات يرویکه نرخ رشد ن

 کیالکترواستات يرویناي که نقطه یابد. درادامه می ،است

بدون تماس  تواند ینم ستمیس ،است کششی استحکاماز  بیش

     و ناپایداري کششی رخ  برسد ییرویبه تعادل ن یکیزیف

نتیجه گرفت با افزایش ولتاژ توان دهد. از این رو میمی

ایداري کششی افزایش اعمالی، احتمال رسیدن به خیز ناپ

  .یابدمی

  

  
  خیز نقطه میانی میکروتیر ویسکوالاستیک -4شکل 

  

  
  جابجایی نقطه میانی در مقادیر مختلف ولتاژ  - 5شکل 
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میان دو الکترود در  تأثیر اندازه فاصله اولیه 6 در شکل

      میکرومتر بررسی شده  45/2و  40/2، 35/2 هاياندازه

موجب افزایش نیروي  ��است. با توجه به اینکه کاهش 

      الکترواستاتیک و کاهش بیشینه خیز ممکن میکروتیر

یدن به خیز ناپایداري کششی افزایش شود، احتمال رسمی

  یابد. می

  

حل معادله حرکت با روش گالرکین به همراه  -6

  تحلیل و اعتبار سنجی

 ي فضاییهاپاسخ سیستم به صورت ترکیب خطی از شکل

)Spatial Shapes(  اثرات مودهاي دوم به بالا در استمختلف .

 سائلم تحلیل درپاسخ کلی سیستم ناچیز است. از آنجایی که 

 ساده منظور به اینجا در ،ی مود اول حکفرما استارتعاشات

. است شده گرفته نظر در اول مود فقط     محاسبات زياس

کروتیر می (�,�)∗�، خیز 43براي حل معادله حرکت رابطه 

 (�)�را برابر با حاصل ضرب یک تابع وابسته به زمان بی بعد 

که باید شرایط مرزي را ارضا کند  (�)�در یک تابع کمکی 

  گیریم.میدر نظر 

)44(  �∗(�,�)= ��(�)��(�) 

(�)�تابع کمکی  = 16��(1 −  براي میکروتیر �(�

 39و  38ه است که شرایط مرزي دوسرگیر در نظر گرفته شد

، 43 در رابطه 44ي . با جایگذاري رابطه]29[کند را ارضا می

با  )ODEاین معادله به دو معادله دیفرانسیل معمولی (

شود. از آنجایی که تفکیک می �و  � مستقلرهاي متغی

در  را معادله حاصلطرفین تابعی متعامد است؛  (�)��

� قرار و  �انتگرال گیري نسبت کنیم. با میضرب  (�)

�دادن  =   شوند. می حذف �عبارات شامل   �

، یک معادله دیفرانسیلی 45 شود که معادلهمشاهده می

است  �انتگرالی، غیرخطی ناهمگن معمولی با متغیر مستقل 

که حل بسته آن امکان پذیر نیست. به منظور حل اینگونه 

شود. از این رو با به هاد میمعادلات، حل عددي پیشن

کوتاي مرتبه چهارم در نرم افزارهاي -کارگیري روش رانگ

ریاضیاتی، پاسخ گذراي میکروتیر ویسکوالاستیک نسبت به 

تحریک الکتریکی به دست آمده است. پارامترهاي هندسی و 

  ثبت شده است. 1مکانیکی در جدول 

  

  
  جابجایی نقطه میانی در مقادیر فاصله اولیه مختلف - 6شکل 
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ا صرف را ب 45 جهت اعتبار سنجی حل انجام شده، رابطه

نظر کردن از ترم اینرسی در حالت شبه استاتیکی حل کرده و 

ℓنتیجه حاصل از حل شبه استاتیکی در  = با  را ��0.6

سازي المان محدود میکروتیر  نتیجه به دست آمده از شبیه

) مقایسه شده 4 ویسکوالاستیک در نرم افزار کامسول (شکل

خوبی  شود که انطباق بسیارمشاهده می 7است. در شکل 

بین حل المان محدود و حل با استفاده از روابط تئوري وجود 

  دارد.
  

  پارامترهاي هندسی و مکانیکی فیلم آلومینیومی - 1جدول 

E�(���) 
[7] 

γ(
�

�
) 

[7] 
υ P�(�) b(μm) 

g�
h

 L(μm) 

56.9  0.1  0.23  0  10 1.2 150 

��
2

��q(�)

�τ�
+ ���(�)+ �� �������− �(�− �)�

�

�

�(�)����1 + 	
6ℓ�

ℎ�(1 + �)
� 

																				= ��(�)���� + ����(�)− �� � �������− �(�,�)�
�

�

��(�)���+ 2������(�) 
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  ی به دست آمده از شبیه سازي و تئوريمقایسه جابجای -7شکل 
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پاسخ گذراي میکروتیر ویسکوالاستیک نسبت  8 در شکل

بعد رسم به زمان در مقادیر متفاوت پارامتر بعد طول ماده بی

ℓشده است. منحنی  = همان نتیجه تئوري کلاسیک بدون  0

با  ،شودمشاهده می 8 در نظر گرفتن اثر اندازه است. در شکل

مان رسیدن به خیز ناپایداري کششی افزایش ز 	ℓافزایش 

وابسته به خواص و ابعاد پارامتري  ℓاز آنجایی که  یابد.می

 سفتی کلی سیستمجسم است، افزایش آن به منزله افزایش 

موجب افزایش زمان رسیدن به  ،. از این رو افزایش آناست

همچنین وقتی که ولتاژ بی ؛ شودخیز ناپایداري کششی می

ℓو  8ر بعد براب = ي زمانی تعیین شده در بازه ،باشد ��	0.6

   رسد.میکروتیر به خیز ناپایداري کششی نمی

در آخر پاسخ گذراي میکروتیر ویسکوالاستیک را در 

   9 شکل در کنیم.می بررسی واهلش زمان مختلف مقادیر

بیشتر باشد، مدت زمان  �شود، هرچه مقدار مشاهده می

شد تا میکروتیر به خیز ناپایداري کششی کمتري طول می

نتیجه کاهش ویسکوزیته (با  فرض  �برسد. در واقع افزایش 

ثابت بودن سفتی) میکروتیر است که با کاهش ویسکوزیته 

سیستم کاهش  اتلاف انرژي ناشی از خاصیت ویسکوالاستیک

کشد تا ناپایداري یابد و مدت زمان کمتري طول میمی

  کششی رخ دهد.

  

  نتیجه گیري -7

پاسخ گذراي میکروتیر ویسکوالاستیک به تحریک 

     الکترواستاتیکی با استفاده از تئوري کوپل تنش اصلاح 

  برونلی و اصل همیلتون تعیین  -شده، تئوري تیر اویلر 

 يمعادله یک فرم به که میکروتیر این حرکت معادله گردید.

در ابتدا با  است،اي انتگرالی غیرخطی پاره –دیفرانسیلی 

 استفاده از روش کاهش مرتبه گالرکین به یک معادله

 س معادلهانتگرالی غیرخطی معمولی از جن –دیفرانسیلی 

انتگرال ولترا کاهش یافت و سپس با انجام چندین عملیات 

دیفرانسیل معمولی  جبري و ریاضیاتی پی در پی به معادله

- در ادامه با به کارگیري روش رانگ .مرتبه چهارم تبدیل شد

کوتاي مرتبه چهارم پاسخ گذرا میکروتیر ویسکوالاستیک با 

  تحریک الکتریکی به دست آمد.

پژوهش تأثیر اندازه میکروتیر (پارامتر بعد طول در این 

ماده) به خیز میکروتیر ویسکوالاستیک و همچنین تأثیر 

پارامترهاي ولتاژ و اندازه فاصله اولیه به خیز ناپایداري کششی 

بررسی شده است و مشاهده گردید که با افزایش پارامتر بعد 

ه خیز کشد تا میکروتیر بطول ماده، مدت زمانی که طول می

  ناپایداري کششی برسد افزایش خواهد یافت.

  
  د طول ماده.پاسخ گذراي میکروتیر ویسکوالاستیک در مقادیر مختلف پارامتر بع - 8شکل 
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  )�پاسخ گذراي میکروتیر ویسکوالاستیک در مقادیر مختلف زمان واهلش ( -9شکل 

  

همچنین طبق مطالعات انجام شده براي نخستین بار 

میکروتیر ویسکوالاستیک در نرم افزار کامسول مولتی 

رفتار میکروتیر  سازي این مدل .فیزیکس شبیه سازي شد

سازي  سبت به تئوري با دقت بالایی شبیهویسکوالاستیک را ن

سازي المان محدود در  به دست آمده از شبیه و از نتایج کرد.

نرم افزار کامسول جهت اعتبارسنجی حل انجام شده استفاده 

  گردید.
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