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  چکیده

براي آن کنترلر طراحی گردید. این  (CTM)و به روش گشتاور معین  بررسی شد. 3PRSدر این پژوهش، سینماتیک و دینامیک ربات موازي 

    ورانی غیرفعال کنترل ي سه مفصل لغزنده فعال و سه مفصل دربات، نوعی مکانیزم موازي فضایی با شش درجه آزادي است؛ که به وسیله

هاي انتقال همگن و ماتریس استفاده از ماتریسشود؛ و در گروه مکانیزم هاي مقید طبقه بندي شده است. تحلیل سینماتیک ربات با می

نامیکی ژاکوبین انجام شد. و روابط موقعیت و سرعت بین فضاي کاري و مفاصل، در مسیرهاي مستقیم و معکوس استخراج شد. معادلات دی

 سیستم، به روش لاگرانژ، در فضاي مفاصل استخراج گردید. و به حذف ضرایب لاگرانژ با استفاده از ماتریس پوچی پرداخته شد. در نتیجه، حل

سینتیک مستقیم و معکوس مکانیزم به دست آمد. نهایتا، کنترل ربات با کمک معادلات دینامیکی سیستم و استفاده از روش گشتاور معین 

مستقیم و معکوس صحه در سناریوهاي و مقایسه مسیرهاي حل  MATLABام شد. تمام مدل سازي ها با کمک شبیه سازي در نرم افزار انج

SimMechnicsبراي این کار از محیط سنجی شد. 
دهد که، با استفاده از مدل ریاضی و کنترلر یاد استفاده گردید. نتایج شبیه سازي نشان می 

 توان هر مسیر دلخواهی را در فضاي کاري طی کرد.شده، به سادگی می

  کنترل. ؛روش لاگرانژ ؛سینتیک ؛سینماتیک ؛3PRS موازي ربات: کلیدي کلمات

 
Modeling and Control of a 3PRS Robot Using Lagrange Method 
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Abstract 
Kinematic and Kinetic Modeling of a 3PRS mechanism is performed in this paper and its related controller 
is designed according to Computed Torque Method (CTM). This mechanism is a kind of spatial parallel 
robot with 6 DOFs, which is controlled using three active prismatic joints and three passive revolute joints 
and thus the system is categorized as constrained mechanism. Kinematic modeling of the robot is 
performed using Homogenous transformation matrix and its related Jacobian matrix is exracted. Therefore 
the position and velocity relation between the joint space and workspace are provided both in its direct and 
inverse modes. Dynamic equation of the system is also derived using Lagrange equation in the joint space 
of the robot. Thus both of forward and inverse kinetic of the system are solved for the presented system. 
Finally, by the aid of the extracted dynamic equation, the robot is controlled using Computed Torque 
Method (CTM). All of the modeling are verified by simulating the equations in MATLAB and comparing 
the direct and inverse modes. It is shown that using the extracted modeling and the designed controller for 
this parallel robot, the desired path can be easily tracked within the workspace of the robot. 

Keywords: 3PRS Parallel Robot; Kinematic; Kinetic; Lagrange Method; Control. 
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  مقدمه - 1

دقت و قابلیت استحکام، هاي موازي به دلیل سرعت،  مکانیزم

اي مورد مطالعه قرار  هاي گسترده گذاري بالا، در پژوهشبار

توسط  1965اند. یکی از پرکاربردترین آنها در سال گرفته

توسط دیگر  معرفی شده و ]1[دانشمندي به نام استوارت 

هاي سترش داده شد. از مهمترین کاربردپژوهشگران گ

پرواز اشاره توان به انواع شبیه سازهاي مکانیزم استوارت می

توان آن را به نوعی مکانیزم هایی که می کرد. یکی از مکانیزم

استوارت شبیه دانست، مکانیزمی است با سه درجه آزادي و 

 3PRSمکانیزم  شود.می، که در این پژوهش بررسی 3PRSنام 

به دلیل وجود مفاصل لغزنده در راستاي افق، نسبت به 

مکانیزم استوارات از آزادي بیشتري براي حرکت در صفحه 

برخوردار است. صفحه متحرك این ربات با سه لینک به 

هاي مکانیزم  زنده متصل بوده و مشکل تعدد لینکمفاصل لغ

لکرد و دقت بالاي لینک) را ندارد. آزادي عم 6استوارت (

آن را براي کاربردهایی در ابعاد میکرو مناسب  3PRSمکانیزم 

توان به کاربرد از دیگر مصارف این ربات، می .]2[کرده است 

لی و  1988در سال . ]3[در سیستم تعلیق خودرو اشاره کرد 

نوعی مکانیزم  معکوس دینامیکسینماتیک و  ]4[شاه 

 را هاي متغیر با طول لینکاستوارت از نوع سه درجه آزادي 

این  به روش لاگرانژ بررسی کردند. در فضاي مفاصل و

سه پایه هاي دوربین کاربرد دارد. از  ،مکانیزم در مواردي نظیر

توان به عدم بررسی دینامیک هاي این نوشتار میکاستی

 ،]5[پندار و همکاران  2004در سال اشاره کرد. مستقیم 

ه و معادلات دینامیک آن را به روش لاگرانژ، استخراج کرد

حذف کردند. براي  NOC1 ضرایب لاگرانژ را با کمک ماتریس 

ه شد؛ که شش استفاداین منظور از دوازده مختصه عمومی 

ها و شش مختصه دیگر از درجات  مختصه مربوط به لینک

آزادي صفحه متحرك انتخاب شد. در کار آنها هیچ گونه 

شبیه سازي براي صحه سنجی معادلات یافت شده آورده 

همچنین بحثی پیرامون استخراج معادلات  ؛نشده است

گنگ  1992در سال سینماتیک ربات انجام نشده است. 

نوعی مکانیزم استوارت از نوع شش سینماتیک  ،]6[اینس وه

را حل کرده و تمام  هاي متغیر و طول لینک درجه آزادي

سپس  .پاسخ هاي ممکن را براي یک وضعیت ربات یافتند

                                                   
1 Natural Orthogonal Complement 

ر گرفتن شش مختصه عمومی شده و را با در نظآن دینامیک 

. در لاگرانژ محاسبه کردندبه کمک معادلات  مستقل،

گرانژ، پرهیز از وارد مدلسازي مکانیزم هاي موازي به روش لا

هاي عمومی وابسته، به عدم ظهور ضرایب  کردن مختصه

شود. این امر مزیت بزرگی لاگرانژ در معادله حرکت منجر می

کرده و محاسبات را  حل را طولانیشود؛ اما راه محسوب می

آنها همچنین سینماتیک مستقیم ربات یاد ؛ کنددشوار می

ها،  کرده و در یک وضعیت طولی از لینکشده را مدلسازي 

از  .ها ممکن را براي جایابی پلتفرم یافتند تمام پاسخ

توان عدم بررسی سینماتیک هاي این نوشتار می کاستی

اربردهاي بهینه سازي، یافتن د. درکمعکوس مکانیزم را نام بر

ها، در یک وضعیت پلتفرم، هاي ممکن براي طول لینک پاسخ

حل  ،]7[لی و چو  2005سال  دراهمیت بالاتري دارد. 

را در مسیر معکوس، به  3PRSسینماتیک مکانیزم معادلات 

روش دقیق و در مسیر مستقیم، به روش عددي یافتند. 

صل و ا لاگرانژآن را به دو روش دینامیک  سپس معادلات

از  بررسی کردند. کارمجازي، هردو در مسیر معکوس

توان به حل عددي می ،هاي پژوهش یاد شده کاستی

سینماتیک مکانیزم در مسیر مستقیم اشاره کرد. با وجود 

شود؛ اما باید توجه اینکه حل عددي لزوما نقص محسوب نمی

د این ربات، امکان فرمول بندي  بهتر داشت که درمور

و که حل دقیق داشته باشد  وجود داردسینماتیک به نحوي 

هاي عددي نیست. از دیگر  لزومی براي استفاده از روش

توان به عدم بررسی دینامیک مستقیم کاستی این نوشتار، می

تحلیل  ،]8[و یوان تی ساي  2010در سال ربات اشاره کرد. 

را به روش تجزیه نیروهاي  3PRSدینامیک معکوس مکانیزم 

و آن را در مسیر عکس العملی وارد بر مفاصل انجام داده 

حل  ،]9[ 2011و در سال  کاري دایروي شبیه سازي کردند

دینامیک مستقیم آن را به روش یاد شده انجام داده و به 

دینامیک  ،]10[ 2014در سال  سپسکنترل آن پرداختند. 

لحاظ کردن نیروي روش یاد شده و با  مستقیم آن را

- 8[اصطکاك محاسبه کردند. مکانیزم بررسی شده در مراجع 

در راستاي عمود بر صفحه قابلیت حرکت مناسبی داشته  ]10

و براي حرکت در صفحه بسیار محدود است. درحالی که 

رو در تمام فضا قابلیت  مکانیزم بررسی شده در پژوهش پیش

گرچه روش به کار گرفته شده در حرکت مناسبی دارد. 

پژوهش آنان جدید بوده و نشان از خلاقیت بالاي نویسنده 
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دارد، اما به مراتب دشوار تر از روش لاگرانژ بوده و در عمل 

لی و  2012کند. درسال  کمکی به ساده سازي مدلسازي نمی

که شباهت  کردند یبررسرا  3PRCمکانیزم  ،]11[استایکو 

دارد. آنان پس از مدلسازي سینماتیک  3PRSبسیاري به 

ربات به استخراج معادلات حرکت با استفاده از روش لاگرانژ و 

صحه گذاري بر آن از روش کار مجازي پرداختند و درنهایت 

هاي این  معکوس آن را حل کردند. از کاستی دینامیک

وان به عدم بررسی دینامیک مستقیم ربات اشاره تنوشتار، می

دینامیک  ،]12[آلتوزارا و همکاران  2015در سال کرد. 

هامل تحلیل -را به روش بولتزمن 3PRSمعکوس مکانیزم 

 است. ]10-8[این مکانیزم نیز مشابه مکانیزم منابع  کرده اند.

توان به عدم تحلیل می ،هاي پژوهش یاد شده از کاستی

 رویز و 2016در سال  دینامیک مستقیم ربات اشاره کرد.

پرداختند و یک روش  3PRSبه بررسی ربات  ،]13[همکاران 

براي طراحی سینماتیک آن ارایه کردند. آنان تمام شبیه 

ها را براساس فرض کوچک بودن جابجایی ها انجام سازي

توان بسیاري از عوامل غیرخطی را ادند. در این حالت مید

سازي کرد. پس از آن به طراحی براساس روش اجزاي ساده

ا صحه گذاري آزمایشگاهی بر محدود پرداختند. در نهایت ب

هاي انجام شده، درستی محاسبات خود را نشان دادند.  طراحی

نامیک آن تحلیل دی ،]2[ 2017در سال پژوهشگران یاد شده 

هامل انجام داده و به صحه گذاري - را به روش بولتزمن

آنان هدف از این پژوهش را   آزمایشگاهی بر آن پرداختند.

دست یافتن به یک ابزار پنج درجه آزادي (سه درجه آزادي 

هایی گاه آن) براي جابجاییربات و دو درجه آزادي براي تکیه

هاي پژوهش آنان  یستبا دقت یک میکرومتر بیان کردند. از کا

م برد. آنان با توان به عدم بررسی دینامیک مستقیم ربات نامی

عمومی، هاي  به دست آوردن قیدهاي میان مختصه

اند و بحثی پیرامون محاسبه  سینماتیک را مدلسازي کرده

مسیر مستقیم و ها، بر حسب یکدیگر در پارامتري این مختصه

به بهینه ، پوند و کرترو ا،پس از آنهاند.  معکوس انجام نداده

 ،. آنان در ابتدا]14[پرداختند 3PRSسازي ساختاري ربات 

تفاوت  ؛سه نوع متفاوت از مکانیزم یاد شده را معرفی کردند

 ،گیري ریل مفاصل لغزنده است. سپس در جهت ،عمده آنها

معرفی شده، به  هايرباتبه منظور حداکثرسازي فضاي کاري 

فضاي  ،بهینه سازي سینماتیکی آنها پرداختند. در نهایت

هاي آنان نشان کاري هرسه نوع را قیاس کردند. نتایج یافته

داد که فضاي کاري ربات، در نوعی که تی ساي معرفی کرده 

برتري دارد.  ،کاريوده و براي مقاصد ماشیناست، بیشتر ب

در  1به قیاس حرکت پارازیتی، لی و همکارانسپس 

. حرکت ]15[ پرداختند 3PRSهاي مختلف مکانیزم  چینش

ها و قرارگیري مفاصل توسط نوع چینش لینک ،پارازیتی

این مکانیزم را برحسب  ،شود. در ابتداتعیین می ،کروي

به هفت دسته تقسیم بندي  ،هاهاي مختلف لینکچینش

حرکت پارازیتی هرکدام را بررسی کردند. و  ،نمودند. سپس

معرفی  بدون حرکت پارازیتی ،یک چینش خاص ،درنهایت

را مورد بررسی  3PRSمکانیزم ، استایکو. پس ازآن است شده

با استفاده از  ،. وي به استخراج معادلات حرکت]16[ قرار داد

ماتریسی بیان کرد.  شکلپرداخت و آن را در  ،روش لاگرانژ

 اواز روش کار مجازي پرداخت.  ،به صحه گذاري بر آن ،سپس

کانیزم را یافت و توان مورد نیاز پاسخ دینامیک معکوس م

براي هر عملگر فعال ربات را محاسبه کرد. هرچند این 

بررسی دینامیک ربات را کاربردهاي کنترلی  انگیزه پژوهشگر

از  ،اقدامی در جهت حذف ضرایب لاگرانژ ،بیان کرده است؛ اما

، هررو و همکاران پس از اوانجام نداده است.  ،معادله حرکت

که شباهت بسیاري کردند  یبررسرا  2PRU-1PRSمکانیزم 

سه درجه آزادي داشته و  ،. ربات یاد شده]17[ دارد 3PRSبه 

دوار، یونیورسال و کروي است. از انواع لغزنده،  ،مفاصل آن

پژوهش خود را ساخت ابزاري براي سنجش  آنها انگیزه

سازي بیان کردند. براي این منظور، ابتدا به مدل ،ارتعاشات

پرداختند و  سینماتیک و بررسی سرعت و شتاب ربات

از  ،پژوهش خود را با استخراج معادلات دینامیک سیستم

، لی و همکارانسپس ساندند. به سرانجام ر ،اویلر- روش نیوتن

بررسی ابعاد همگن  اب ،3PRSبه تحلیل ابعادي مکانیزم 

با بررسی   . آنها]18[ ژاکوبین تحلیلی پرداختندماتریس 

ابعاد ربات پیشنهاد  سینماتیک، روشی براي طراحی بهینه

 ،مبتنی بر تحلیل حساسیت سیستم ،س روش آنهاکردند. اسا

لیپینگ  پس از آنان،و معرفی یک شاخص بهینه سازي است. 

. ]19[ پرداختند 3PUUبه معرفی یک مکانیزم ، و همکاران

. این رددا 3PRSهاي بسیاري به نوع شباهت ،این مکانیزم

از انواع ربات، مفاصل  است؛از نوع سه درجه آزادي  ،ربات

با بررسی  ،لغزنده و یونیورسال است. نویسندگان یاد شده

                                                   
1 Parasitic 
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هاي آن ها و محدودیتبه شرح ویژگی آن،سینماتیک 

این به این نتیجه دست یافتند که  ،اند. و درنهایتپرداخته

امکان استفاده در جهت یک ماژول سر ابزار مناسب  ،مکانیزم

  را دارا است. 

در این پژوهش، تحلیل سینماتیک و دینامیک مکانیزم 

 یاد شده، هردو در مسیرهاي مستقیم و معکوس انجام شد و

در ابتدا سینماتیک مستقیم ربات نتایج آن ها قیاس گردید. 

د. این روش توانایی سازي شهندسه تحلیلی مدل بر پایه

محاسبه پارامتري تمام متغیرهاي فضاي کاري را برحسب 

پژوهشگر را از نه تنها متغیرهاي فضاي مفاصل دارد و 

سازي بلکه امکان بهینه  ،کندمحاسبه عددي آنها بی نیاز می

 . دیگر مزیت محاسبهکند هندسی ربات را نیز فراهم می

تفاوت رسیدن به پارامتري سینماتیک، یافتن مسیرهاي م

همچنین معادلات حرکت ربات  ؛نقطه مقصد در پلتفرم است

دست آمد و ضرایب لاگرانژ حذف شد. حذف ازروش لاگرانژ به

این ضرایب براي کاربردهاي بهینه سازي ضروري است که 

تاکنون در مورد این ربات انجام نشده است و این نوشتار 

ت دینامیکی براي این معادلا اولین پژوهش از این نوع است.

ایجاد امکان کنترل غیرخطی ربات ضروري بوده و حذف 

 ضرایب لاگرانژ حجم محاسبات لازم را کاهش می دهد. 

 شد شبیه سازي، تحلیل دینامیک مستقیم این مکانیزم سپس

در نهایت کنترل  که مشابهی دربین کارهاي انجام شده ندارد.

ستفاده از روش ربات با کمک معادلات دینامیکی سیستم و ا

براي دفع اغتشاشات ورودي، یک گشتاور معین انجام شد. 

یري جمع شد. اهمیت به کار گ CTM1با کنترلر  PDکنترلر 

یه مناسب براي اعمال روش فوق در تخمین یک حدس اول

نیروهاي کنترلی است. این حدس اولیه مطلوب که با استفاده 

عت بدست معادلات حرکت سیستم و خطاي موقعیت و سراز 

گیري کرده و آید، از اعمال نیروهاي نامناسب کنترلی پیشمی

- با استفاده از مدل به همواري مسیر حرکت را به دنبال دارد. 

دست آمده و کنترلر طراحی شده براي این ربات موازي، در 

؛ توان به سادگی طی کردفضاي کاري هر مسیر دلخواه را می

یري و حدس مکان عملگرها گاي در قرار حتی اگر خطاي اولیه

به کمک این کنترلر،  . به عبارت دیگروجود داشته باشد

توان از مزایاي دو روش کنترلی فیدبک و فیدفوروارد به  می

                                                   
1 Computed Torqe Method 

طور هم زمان بهره جست و علاوه بر اعمال سیگنال کنترلی 

تم غیرخطی اغتشاشات و عدم مناسب براي یک سیس

 بین برد. ها را به کمک ترم هاي فیدبک از قطعیت

ط موقعیت در این نوشتار، ابتدا در بخش سینماتیک، رواب

هاي مستقیم و معکوس استخراج و سرعت مکانیزم در مسیر

شد. سپس در بخش دینامیک، با استفاده از رابطه لاگرانژ، 

معادلات دینامیکی ربات به دست آمد و پس از حذف ضرایب 

ید. پس از لاگرانژ، در مسیرهاي مستقیم و معکوس مدل گرد

آن در بخش کنترل، کنترلر مسیر مستقیم با استفاده از روابط 

دینامیکی طراحی شد. درنهایت تمامی معادلات به دست 

سازي شد و براي صحت سنجی  شبیهآمده در نرم افزار متلب 

در محیط  شده شبیه سازيها با مدل  یافتهمعادلات، نتایج 

 گردید.  مقایسه سیم مکانیک

   

  سینماتیکازي سمدل - 2

هاي مستقیم و نماتیک مکانیزم مورد نظر در مسیرسی

  شد. مدل ،معکوس مطابق آنچه در ادامه آمده است

 

  سینماتیک مستقیم -1- 2

به عنوان ابتداي ریل  �� مبدا مختصات مرجع و نقاط Oنقطه 

 نظر گرفته شد. حرکت مفاصل لغزنده در

� = �
0
0
0
� , �� = �

0
0
�
� , �� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡�√3

2
0
−�

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

, �� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡−�√3

2
0
−�

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

	 

)1(   

طول ریل مفاصل لغزنده است. براي انتخاب  aکه در آن 

شد  استفاده2 هاتنبرگ- دستگاه هاي مختصات از روش دنات

 ]20[ها مطابق مرجع  و جدول پارامترهاي معرف لینک

  استخراج گردید:
  

  ها پارامترهاي معرف لینک - 1 جدول

e �  d Θ لینک 

0 -90 � − ��  90 OC1  

                                                   
2 Denavit-Hartenberg 
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  مکانیزم شماتیک -1 شکل

  

جدید در  zقدیم و  z(فاصله بین محورهاي  eکه در آن 

 zقدیم و   z(زاویه بین محورهاي �جدید)،  	xراستاي محور

(فاصله عمودي بین مبدا  dجدید)،  xجدید حول محور 

قدیم) در راستاي  zجدید و  xدستگاه قدیم و فصل مشترك (

جدید  xقدیم و  x(زاویه بین محور هاي  Θ قدیم)، zمحور 

بر حسب  1گنماتریس انتقال همقدیم) است.  zحول محور 

  است: ) 2رابطه (به صورت  1 پارامترهاي جدول

)2(  ���
� = ��,���,���,���,�  

انتقال  �,��و  Θبه اندازه  zدوران حول محور  �,�� که در آن

جدول پارامترهاي است.  dبه اندازه  و zدر راستاي محور 

 ؛مانند لینک اول است ،دو لینک دیگر نیزدنات هاتنبرگ در 

  دارند. yبا این تفاوت که یک دوران اضافی حول محور 

   

)3(  �
���

� = �
�,

��

�
��,���,���,���,�			

���
� = �

�,�
��

�
��,���,���,���,�

 

برابر  ��در دستگاه محلی متصل به مفصل �B مختصات نقطه 

  :است با

  

)4(  ��
�� = �

�	�����

�	�����

0

� 

                                                   
1 Homogeneous Transformations 

 ��زاویه لینک متصل به مفصل  ��طول هر لینک و  � در آن

در دستگاه مرجع �B مختصات نقطه حامل آن است.  با ریل

 است:) 5رابطه (صورت به Oمتصل به نقطه 
  

)5(  ���
�

1
�
(��,��)

= ���
� ���

��

1
� , � = 1,2,3 

  بدست آمد:) 6(از حل دستگاه  ��و   ��بین قیدي رابطه 

  

)6(  

⎩
⎨

⎧�� = ����
���������⃗

�
. �������������⃗ − 3�� = 0

�� = ����
���������⃗

�
. ����
���������⃗ − 3�� = 0

�� = ����
���������⃗

�
. ����
���������⃗ − 3�� = 0

 

 �مختصات نقطه شعاع صفحه متحرك است.  bکه در آن 

  چنین است:

  

  

)7(  �
�
1
� = �

�
�
�
1

� =
1

3
����

�

�

���

���

��

1
� 

  بردار یکه  عمود بر صفحه متحرك برابر است با:
  

  

)8(  ��⃗ =
(����
���������⃗ × ����

���������⃗ )

|����|. |����|���
�

�

 

مختصات محلی حامل صفحه متحرك در حالت جابجایی 

برابر  �⃗�با بردار یکه جهت  ⃗��است. بردار  �(���) نهایی 

⃗��است.  �,   دست آمد:هاز روابط زیر ب �⃗�
  

  

)9(  ��⃗ � =
���
�������⃗

�
, �⃗� = �⃗� × ��⃗ � 

  :�(���)در دستگاه مختصات 
  

  

)10(  �⃗� = �
1
0
0
� , �⃗� = �

0
1
0
� , ��⃗ � = �

0
0
1
�. 

  برابر است با: �(���)به  �(���)وران تبدیل ماتریس د

  

)11(  ��
� = �

�⃗�. �⃗� �⃗�. �⃗� ��⃗ �. �⃗�

�⃗�. �⃗� �⃗�. �⃗� ��⃗ �. �⃗�

�⃗�. ��⃗ � �⃗�. ��⃗ � ��⃗ �. ��⃗ �

� 

هاي مختصات ي دوران صفحه متحرك حول محورزوایا

 رولو  پیچ یاو،به صورت  oدستگاه مرجع متصل به نقطه 

 )12ابطه (ماتریس دوران نهایی به صورت ر .درنظر گرفته شد

  خواهد بود:
  

  

��,�,� = 

�
���� −���� + ������ ���� + ������
���� ���� + ������ −���� + ������
−�� ���� ����

� 
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��با برابر قرار دادن 
     حل معادلات بدست و �,�,��و  �

,�توان زوایاي می ،آمده �, به دلیل محدودیت  را یافت. �

  و اینکه تنها دوران این مفاصل حول  ��حرکت مفاصل 

�است، منطقی است اگر فرض شود  ���محور  ≪
�

�
خواهیم  

  داشت:

  

  � = −sin����⃗�. ��⃗ �� ,� = tan�� �
�⃗�. ��⃗ �

��⃗ �. ��⃗ �
�, 

)13(  � = tan�� �
�⃗�. �⃗�
�⃗�. �⃗�

�. 

 yان حول محور بیانگر دور �لازم به توضیح است که زاویه 

است. و اگر فرض شود که این زاویه به مقدار زیادي (حتی در 

از امتداد  �Bدرجه) دوران داشته باشد، مفاصل  10 حدود

شوند. این پدیده بیانگر شکسته شدن خارج می �OAشیارهاي 

تنها حول ، �Cاست. دقت شود که مفصل  �Cمفصل دورانی 

به مقدار  �اما دوران زاویه ؛ ران داردمحلی خود دو zمحور 

و  محلی است xحول محور  �Cبه معنی دوران مفصل  ،زیاد

�فرض  این به معناي شکسته شدن مفصل است. ≪
�

�
از آن  

 رابطهدر  (�)cosجهت حایز اهمیت است که از صفر شدن 

بی هیچ تکینگی  13رابطه پیشگیري شود. با این فرض،  12

اي صفحه متحرك، از  هاي خطی و زاویه سرعتصادق است. 

  حاصل شد:) 14(روابط 
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  سینماتیک معکوس - 2- 2

هاي مختصات وایاي دوران صفحه متحرك حول محورز

 رولو  پیچ یاو،به صورت  oدستگاه مرجع متصل به نقطه 

) 15(درنظر گرفته شد که ماتریس دوران نهایی به صورت 

  خواهد بود:
  

  

��,�,� = 

�
���� −���� + ������ ���� + ������
���� ���� + ������ −���� + ������
−�� ���� ����

� 

)15(  

 

�با مشخص بودن مختصات نقطه  =   داریم: �[�	�	�]

[��
� ��

� ��
�](�,�,�,�,�,�) = 

)16(  �[1 1 1] + ��,�,�
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صورت به ��روي ریل  ��، طول تصویر نقطه 2 مطابق شکل

 زیر است:

 
  سینماتیک معکوس شماتیک - 2 شکل

  
  

)17(  
��� = �������⃗ �.

�������⃗ �
|���|

 

  از رابطه فیثاغورث:. است yدر جهت  ��مولفه  ���
  

)18(  ���� = ��� − ���
�  

  توان نوشت:حال می

)19(  �
�� = � − (��� ± ����)																											

�� = tan��(
���
����

) , � − tan�� �
���
����

�
 

     براي یافتن سرعت مفاصل در حل سینماتیک معکوس 

دست آمده در حل توان با استفاده از ماتریس ژاکوبین بهمی

  سینماتیک مستقیم، نوشت:
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براي استفاده در  ربات،قیدهاي سینماتیکی  ،درنهایت

صورت به 16 و 5از برابري روابط  ،یستممدلسازي دینامیک س

  زیر حاصل شد:

��  
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��
�

��
�

��
�

�

(��,��)

= 0  

  

  دینامیکسازي مدل - 3

جرم  تمام توانو می استدایره  شکلهب ربات صفحه متحرك

براي مدلسازي دینامیک سیستم  .کردآن در مرکز جرم فرض 

,x]از  y, z, ψ,θ,ϕ, ��, ��, ��, ��, ��, ��]
دوازده بـه عنـوان    �

شـد. انـرژي جنبشـی مکـانیزم      استفاده تعمیم یافتهمختصه 

  برابر است با: ]21[مطابق مرجع 
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)22(  � = �� + ��  

جرم و انرژي  �,��رژي صفحه متحرك، جرم و ان �,��

ممان  ���ممان اینرسی صفحه متحرك و  �� لینک ها است.

و هردو نسبت به مختصات مرجع است.  ام �اینرسی لینک 

ممان اینرسی هر لینک در دستگاه ، 3باتوجه به شکل 

 نوشته شد و براي انتقال آن به دستگاه مرجع از ��(���)

 ؛ماتریس دوران این دو دستگاه نسبت به هم کمک گرفته شد

ممان اینرسی صفحه متحرك نسبت به دستگاه همچنین 

  نوشته شده و به دستگاه مرجع برده شد: �(���)

 

 
  دستگاه هاي مرجع و محلی لینک ها -3 شکل

  

 توان نوشت:می 3با توجه به شکل 
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  توان نوشت:می��	و  ���براي محاسبه 
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  ها در دستگاه مختصات مرجع نوشته شد: تمامی سرعت
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  رژي پتانسیل مکانیزم برابر است با:ان

  

)26(  � = ��� +��
�

2
�sin(��)
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g  شتاب گرانش زمین است. معادلات حرکت لاگرانژ برابر

  است با:
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� = [0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0 ; �; �; �]							
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در این بیانگر نیروهاي تعمیم یافته است.  Q که در آن،

روابط  ��صرفنظر شد. کولمب طکاك پژوهش از نیروي اص

  دست آمد.به 21از معادله میان قیود است 
  

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
�

��
�
��

��̇�
� =

�

��̇�
�
��

��̇�
� �̈� +

�

���
�
��

��̇�
� �̇� ,

�

��̇�
�
��

��̇�
� = ��� ,			

�

���
�
��

��̇�
� = ���,								

��

���
= �� ,			

���
���

= ���.																																	

	 

)28(  
 

  معادله حرکت برابر خواهد بود با:در نهایت، 

)29(  ��̈ + ��̇ − � + ��� = � 

ماتریس  Gاتریس کوریولیس، م Cماتریس اینرسی،  Mدر آن 

بردار نیروهاي  Qو  ماتریس وزنی ضرایب لاگرانژ A، گرانش

است. براي حذف ضرایب لاگرانژ از معادله  تعیمیم یافته

  :]22[حاصل شد) 30(تعریف از  A حرکت، ماتریس پوچی

�� 

��  

�� 

�� 

�� 
O 

���  

��� 

��� 
��� 

��� 

���  



  

 

  

  روش لاگرانژ ا استفاده ازب 3PRS ربات سازي و کنترلمدل  |32

  

 3/ شماره 9/ دوره 1398ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

)30(  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�� = 0 ,														
�⃗ = [�̇�; �̇�; �̇�],

�̇⃗ = ��⃗,														

�̈⃗ = �̇�⃗ + ��̇⃗.			

 

 ��با ضرب کردن از سمت چپماتریس پوچی است.  Sدرآن 

خواهیم  30بطه از را qو جاگذاري مشتقات  29در معادله 

  داشت:

�����̇⃗ + ����̇�⃗ + �����⃗ − ��� = ��� 

)31(   

���در آن  = ⃗ = [��; �; براي محاسبه مشتق است.  [�

  توان نوشت:ماتریس پوچی می
  

)32(  �
�� = 0 → �̇� + ��̇ = 0 → �̇ = −����̇�
��� = ��(���)��																																								

 

�×�⃗�	با انتخاب  = [��, ��, ��, �
متغیرهاي به عنوان �[�

  صورت فضاي حالت سیستم برابر است با: ،حالت فضاي 

  

 )33(  �
�⃗
̇
= �

�⃗

�̇⃗
� = ��⃗

ℎ
� + �

[0 ]�×�
(����)��

� ⃗,									

ℎ = (����)������ − ���⃗ − ��̇�⃗�.

 

  

  رکنترلطراحی  - 4

  نوشت: )34( توان به صورترا می 31معادله 

)34(  �

�̇⃗ = �−�������⃗ + ����( ⃗ + ��)

�� = (����),				�� = 	���										

� = ����� +��̇�																								

 

 هاي اگر یک ورودي کنترلی به صورت ترکیبی از کنترلر

PD ]23[  وCTM در نظر بگیریم خواهیم داشت ]24[ :  

بیانگر IDM  بیانگر سینماتیک معکوس، IKMدر آن، 

به  a,dهاي  ؛ همچنین، زیرنویسدینامیک معکوس است

با که  CTMکنترلر  هستند. actual,desiredترتیب بیانگر 

شود، به صورت استفاده از دینامیک معکوس ربات طراحی می

  است:) 35رابطه (

)35(  ���̇⃗ + ��⃗ − �� = �⃗��  

 desiredاز مختصات  ⃗̇�هاي  ، ورودي4با توجه به شکل 

 actualاز مختصات  35محاسبه شده و سایر عبارات در رابطه 

  نین است:چ PDمعادلات کنترلر  آیند.به دست می

(���⃗ + ���⃗̇) = �⃗�  

)36( 		�⃗ = �

��
��
��
�

�

− �

��
��
��
�

�

 

         به ترتیب ضرایب مشتق گیر و تناسبی ��,��در آن، 

    ورودي کنترلی کلی چنین خواهد  هستند. PDدر کنترلر 

  بود:

)37(  ��⃗ = ⃗
�� + �⃗��  

 داریم: 34به سیستم  37با اعمال ورودي 

)38(  �̇⃗ = ��������⃗ + ���̇⃗� + �̇⃗� 

      براي بررسی پایداري سیستم در حضور این ورودي

کنترلی، تابع مثبت معین زیر به عنوان تابع لیاپانوف انتخاب 

  شد:

)39(  � =
1

2
�⃗����⃗ 

  :ریمدا لیاپانوفگیري از تابع با مشتق

)40(  � = �⃗����̇⃗ 

  داریم: 40در رابطه  38با مقدار گذاري از رابطه 

)41(  �̇ = �⃗���(��
������⃗ + ���⃗̇� + �̇⃗�) 

  توان چنین نوشت:را می 41عبارت 

�̇ = −(�⃗� − �⃗)���(��
������⃗ + ���̇⃗� + �̇⃗�) 

)42(  									+�⃗�
�
��(���⃗ + ���̇⃗) 

برابر با صفر فرض  (�⃗�)حال اگر سرعت را در نقطه نهایی 

  کنیم داریم:

  �⃗̇ = (�⃗� − �⃗) 

)43(  �̇ = −�̇⃗��������⃗ − �⃗̇��������⃗̇ 

منفی معین است. پس براي  43عبارت سمت راست در رابطه 

          :دوحالت پیش آیدسیستم کافی است تا  بودن پایدار

   مقدار  -2عبارت سمت چپ نیز منفی معین باشد.  - 1

    بدون علامت عبارت سمت چپ، از مقدار بدون علامت 

راست کوچکتر باشد. با کمی دقت کاملا  عبارت سمت

زیرا اگر  ؛مشخص است که حالت دوم همیشه برقرار است

     ضرایب کنترلی به طور مطلوب انتخاب شود، همواره 

مقدار بدون علامت خطاي سرعت از مقدار بدون علامت 

سیستم پایدار  ،خطاي موقعیت بیشتر است. پس در این حالت

ي کاري داراي در تمامی بازه بوده و کنترلر طراحی شده

  اعتبار است.
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  ]CTM+PD ]24سیستم در حضور کنترلر  فلوچارت -4 شکل

  

  دست آمدهبه نتایج - 5

در این پژوهش پس از مدلسازي سینماتیک و دینامیک 

به صحه سنجی با استفاده از مدل شبیه سازي  3PRSربات 

پرداخته شد. نمایش مدل  سیم مکانیکشده در محیط 

راي شبیه ب آمده است. 5 ربات در شکلاین یاده شده براي پ

  استفاده شد.  2 سازي، از مقادیر جدول

موقعیت و زوایاي صفحه متحرك به روش سینماتیک 

    به دست آمد. از نتایج آن  ��هاي  مستقیم و با ورودي

هاي مورد  ��و محاسبه  رباتبراي سینماتیک معکوس 

   آمده است،  6شد. مطابق آنچه در شکل انتظار استفاده 

        ها منطبق  حل معکوس دو پاسخ دارد که یکی از آن

بر ورودي سینماتیک مستقیم بوده و پاسخ دیگر، نشان 

دهنده مسیر ممکن دوم براي رسیدن به موقعیت صفحه 

  متحرك است. 

  

 مقدار پارامترهاي مکانیزم - 2جدول 

  مقدار  واحد  علامت  پارامتر

 m(  0.8( متر a ول ریلط

  m(  0.2( متر  b  پلتفرمشعاع 

  m(  0.5( متر �  طول لینک

  kg(  1( کیلوگرم M  پلتفرمجرم 

  kg(  0.1( کیلوگرم  m  جرم لینک

  m/s2( 9.8( متربرمجذورثانیه  g  شتاب گرانش

  

به منظور صحه سنجی نتایج به دست آمده در 

یاد شده به  متفاوت ��سینماتیک موقعیتی، هر دو مسیر 

هاي  عنوان ورودي به مدل سیم مکانیک داده شد و خروجی

، با استفاده از 7حاصل از آنها مقایسه گردید. طبق شکل 

توان ها، می هردو مسیر پیش بینی شده براي حرکت لغزنده

  سپس  یافت. دست پلتفرم در نظر مورد دلخواه موقعیت به

  

  
  نیکمکاسیمدر محیط  3PRSمدل ربات  - 5شکل 
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  سینماتیک موقعیتی - 6شکل 

  

  
  از دو مسیر متفاوت درموقعیت پلتفرم  -7شکل 

  مکانیکسیم

  

موقعیت پلتفرم براي یک مسیر مشابه در دو حالت معادلات 

سینماتیک و مدل سیم مکانیک مقایسه شد. اطلاعات 

درستی مدلسازي سینماتیک را تایید  8موجود در شکل 

  کند.می

  
  پلتفرم (S)مکانیک سیم (c)محاسبه شده موقعیت  - 8شکل 

  

 
  سینماتیک سرعتی -9شکل 

  

اي صفحه متحرك به روش  هاي خطی و زاویه سرعت

دست آمد. از نتایج به  �̇�سینماتیک مستقیم و با ورودي 

 هاي �̇� آن براي سینماتیک معکوس مکانیزم و محاسبه

  آمده  9 شکل در آنچه مطابق شد. استفاده انتظار مورد
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منطبق  ها آن از یکی که دارد پاسخ دو معکوس حل است،

نشان  دیگر، پاسخ و بوده مستقیم سینماتیک ورودي بر

هاي خطی  دهنده مسیر ممکن دوم براي رسیدن به سرعت

  .اي صفحه متحرك است و زاویه

در شبیه سازي دینامیک معکوس، به منظور رسیدن به 

فرم که در بخش سینماتیک موقعیت و زوایاي دلخواه پلت

موقعیتی آورده شده است، یک مسیر از دو راه ممکن در 

,�� مقادیر با وروديعملگرهاي لغزنده انتخاب شد.  �̇� , �̈� 

هاي  اعمال شده توسط پیستون، نیروهاي انتخاب شده

براي صحه سنجی نتایج به دست  تعیین شد. هیدرولیکی

انتخاب شده در این بخش به عنوان  �� آمده، مسیرهاي

ورودي به مدل سیم مکانیک داده شد و نیروهاي پدید 

، 10آمده در مفاصل لغزنده اندازه گیري گردید. طبق شکل 

شبیه سازي در نرم افزار یاد شده، صحت مدلسازي 

  کند.دینامیک را تایید می

  یک  ،CTM+PDبراي سنجش عملکرد کنترلر 

ان  لغزنده ها  اعمال شد. همانگونه که اغتشاش اولیه به مک

مشخص است، کنترلر یاد شده به خوبی از  11در شکل 

هاي  پس دفع اغتشاشات برآمده و مکان و سرعت لغزنده

ربات را به مسیرهاي مطلوب باز گردانده است. در این 

فرض  10تماما برابر با  PD، ضرایب بهره کنترلر بخش

  شدند.

 

  
مکانیکسیمسبه شده با متلب و نیروهاي محا -10 شکل

  

  )CTM+PD مسیر دلخواه و مسیر واقعی در وجود اغتشاش اولیه (طی شده به کمک کنترلرمقایسه  - 11شکل 
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نیروهاي کنترلی صرف شده براي دفع  12شکل 

دهد. همانگونه اغتشاشات و طی مسیر مطلوب را نشان می

زیادي را  که مشخص است، نیروهاي کنترلی در ابتدا مقدار

دارند. رفته رفته و با نزدیک شدن سیستم به مقدار مطلوب، 

 10این نیروها نیز به نیروهاي کنترلی موجود در شکل 

اند؛ که شکل یاد شده نیروهاي کنترلی در  نزدیک شده

دهد. این امر، حاکی از کارایی را نشان می CTMکنترلر 

 است. CTM+PDبالاي کنترلر 

  

  
کنترلی بدست آمده توسط کنترلر نیروهاي  - 12شکل 

CTM+PD  

  

  نتیجه گیري -6

در این پژوهش، تحلیل سینماتیک و دینامیک مکانیزم یاد 

 شده، هردو در مسیرهاي مستقیم و معکوس انجام شد و

در ابتدا سینماتیک مستقیم ربات ها قیاس گردید.  نتایج آن

سازي شد. این روش توانایی هندسه تحلیلی مدل بر پایه

اسبه پارامتري تمام متغیرهاي فضاي کاري را برحسب مح

متغیرهاي فضاي مفاصل دارد و پژوهشگر را از محاسبه 

 ،مزیت اصلی کار پیش روکند. عددي آنها بی نیاز می

محاسبه تحلیلی سینماتیک سرعتی و موقعیتی در 

مسیرهاي مستقیم و معکوس براي تمامی نقاطی است که 

آنها را دارد، خواه ماتریس مکانیزم قابلیت رسیدن به 

 آن اهمیت این مساله از یا خیر. شود وژاکوبین سینگولار 

 ها و شتاب ها و جهت است که توانایی محاسبه سرعت

درنتیجه نیروهاي مورد نیاز براي حرکت صفحه متحرك در 

کند بی آنکه نیاز به هیچ روش حل مرز کاري را فراهم می

پارامتري سینماتیک،  دیگر مزیت محاسبهعددي باشد. 

یافتن مسیرهاي متفاوت رسیدن به نقطه مقصد در پلتفرم 

- همچنین معادلات حرکت ربات ازروش لاگرانژ به ؛است

دست آمد و ضرایب لاگرانژ حذف شد. حذف این ضرایب 

براي کاربردهاي بهینه سازي ضروري است که تاکنون در 

لین پژوهش مورد این ربات انجام نشده است و این نوشتار او

، تحلیل دینامیک مستقیم این از این نوع است. سپس

که مشابهی دربین کارهاي انجام  شد شبیه سازيمکانیزم 

در نهایت کنترل ربات با کمک معادلات  شده ندارد.

دینامیکی سیستم و استفاده از روش گشتاور معین انجام 

 PDپس از آن به تجمیع این کنترلر با یک کنترلر شد. 

ته شد و با استفاه از آن، اغتشاشات ورودي دفع پرداخ

دست آمده و کنترلر طراحی با استفاده از مدل به گردید. 

شده براي این ربات موازي، در فضاي کاري هر مسیر 

 توان به سادگی طی کرد.دلخواه را می

  

  فهرست علائم -7

  علائم انگلیسی

a ) طول ریل حرکت مفاصل لغزندهm(  

b حركشعاع صفحه مت )m(  

  )Nام ( iنیروي اعمالی توسط مفصل لغزنده   �

g 9.8( شتاب گرانش زمین m/s2(  

l  )m( لینکهر طول  

M ) جرم هر لینکkg( 

M ) جرم صفحه متحركkg( 

  )m( ام iجابجایی مفصل لغزنده   ��

��   )N.m( ما i دورانی  گشتاور اصطکاك در مفصل  

X  جابجایی صفحه متحرك در جهتx )m( 

Y  جابجایی صفحه متحرك در جهتy )m(  
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Z  جابجایی صفحه متحرك در جهتz )m(  

  علائم یونانی

 )radام ( iزاویه لینک   ��

Θ  زاویه دوران صفحه متحرك حول محورy )rad(  

  ضرایب لاگرانژ  ��

φ  محور زاویه دوران صفحه متحرك حولz )rad(  

ψ  زاویه دوران صفحه متحرك حول محورx )rad(  
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