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  چکیده

 و بعدي الاستیسیته به منظور مطالعه رفتار تنشیبالاي اصلاح شده با روابط سه محلی مرتبه-رو، یک تئوري عمومیدر مقاله پیش

تحت بارهاي استاتیکی ارائه شده است. آگزتیک پذیر هاي ساندویچی ضخیم و نازك با هسته تغییر شکلجابجایی در راستاي ضخامت ورق

محلی -توان به ارائه تئوري عمومیمی	،هاي پژوهش حاضرآوريترین نواند. از مهمبر اساس اصل همیلتون استخراج شده حاکممعادلات 

بعدي الاستیسیته، درنظر گرفتن تغییر شکل عرضی هسته (موضوعی که به خصوص در مرتبه بالاي اصلاح شده با استفاده از روابط سه

بودن آگزتیک هاي ساندویچی ضخیم از اهمیت بالایی برخوردار است) و بررسی اثر هاي ساندویچی با هسته نرم و یا ورق مطالعه رفتار ورق

هاي عرضی از آنجایی که تنش هاي مختلف تنش و جابجایی ورق ساندویچی اشاره کرد.هسته بر رفتار استاتیکی ورق ساندویچی و مولفه

هاي برشی هاي متداول مرسوم، شرایط پیوستگی تنشلاف تئورياند، برخبعدي الاستیسیته محاسبه شدهبا استفاده از معادلات تعادل سه

-  که فرمولاسیون المان دهدمیها به خوبی برآورده شده است. مقایسه نتایج بدست آمده با نتایج موجود در مراجع معتبر نشان بین لایه

همچنین نتایج حاصله نشان دادند که  ؛ستهاي ساندویچی ضخیم برخوردار امحدود ارایه شده، از دقت بسیار مناسبی حتی براي ورق

  شود.هاي ورق ساندویچی میمنجر به کاهش سطح تنش و همچنین جابجایی عرضی هسته و رویه آگزتیکاستفاده از هسته 

	پذیر؛ آگزتیک.عمومی؛ تئوري مرتبه بالا؛ هسته تغییر شکل-ورق ساندویچی؛ تئوري محلی :کلمات کلیدي

 
Stress and Displacement Analysis of Thick Sandwich Plates with Deformable Auxetic 

Cores using an Enhanced Third Order Global-Local Theory 
 

A. Ghaznavi Osgooei1,*, M. Shariyat2 
1 Assistant Professor, Mech. Eng., Niroo Research Institute, Renewable Energies Department, Tehran, Iran.  

2 Prof., Mech. Eng., K.N.Toosi university of Technology, Tehran, Iran. 
 

Abstract 
In the present article, a high-order global-local theory with three-dimensional elasticity corrections is 
employed to trace the local and instantaneous variations of lateral deflections and stress components of 
sandwich plates with auxetic (negative Poisson ratio) cores under static loads. The governing equations are 
extracted based on Hamilton’s principle. The main novelties of the present research in comparison to the 
available literature are the presenting a higher-order global-local plate theory with equilibrium-based 3D-
elasticity corrections, incorporation of the transverse flexibility of the core (a fact that is crucial when 
studying behaviors of thick or soft core sandwich plates) and investigation of the negative Poisson ratio 
(auxeticity) effects of the core material on the static (stress and displacment) responses. All these items are 
accomplished here, for the first time. Since the transverse shear stresses are extracted based on the 3D 
elasticity theory, in contract the traditional constitutive-based theories, the interlaminar continuity condition of 
the transverse shear stresses is met. The verification results show that the presented finite element formulation 
leads to highly accurate results, even for thick or soft core sandwich plates. Results reveal that auxeticity of 
the core material decreases the global and relative stresses and lateral deflections of the face sheets.   

Keywords: Sandwich Plate; Global-Local Theory; Higher Order Theory; Flexible Core; Auxetic. 
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   مقدمه - 1

در چند دهه گذشته، پیشرفت علم و فناوري براي 

اي جدید از اي در جهت یافتن مواد سازهپژوهشگران انگیزه

ایجاد  آگزتیک (ماده با ضریب پواسون منفی)قبیل مواد 

که تحت  نموده است. ویژگی مهم این مواد این است که زمانی

گیرند، بر عکس مواد معمولی در جهات دیگر نیز می فشار قرار

هایی که مورد توجه بسیاري سازه از جملهشوند. منقبض می

هاي ساندویچی با از پژوهشگران قرار گرفته است، سازه

 آگزتیک (ماده با ضریب پواسون منفی)هایی از مواد هسته

هاي کامپوزیتی به دلیل رشد روزافزون سازهاز طرفی . است

اي نیز همچون هاي بین لایهدر صنایع مختلف، ارزیابی تنش

از  ].1ها از اهمیت زیادي برخوردار است [محاسبه سایر تنش

هاي ساندویچی دچار آنجا که حل تحلیلی سه بعدي ورق

ها براساس هاي فراوانی است، تحلیل این گونه سازهمحدودیت

. استتوجه  ها بسیار کاربردي و موردها و پوستهتئوري ورق

هاي هاي سه بعدي ورقهاي مختلفی براي تبدیل مدلروش

وابستگی به ضخامت،  دسحبا هاي دوبعدي چند لایه به مدل

تئوري ترکیبی  ،]2دفادار و همکارانش [ارائه شده است. 

هاي کامپوزیتی براي حل ورقبالاي عمومی ترکیبی مرتبه 

 يتئوري مرتبه بالا]، یک 3و همکاران [ ملک زاده. ندئه داداار

ساندویچی با  ورقبهبود یافته براي تحلیل رفتار دینامیکی 

ها از تئوري در رویهکه در آن،  پذیر ارائه کردندهسته انعطاف

مرتبه اول و در هسته از تئوري الاستیسیته استفاده شده 

به بررسی و ارزیابی دقت انواع  ،]4[ اناست. کررا و همکار

، زیگزاگ و ايلایه معادل، لایهتک ،تئوري دوبعدي شامل

هاي ساندویچی ترکیبی در تحلیل استاتیکی و ارتعاشی ورق

]، با افزودن تابع زیگزاگ در 5[ پرداختند. بریشتو و همکاران

تئوري مرتبه اول و سوم برشی، نتایج تحلیل خمش ورق 

هاي هاي مختلف هندسی و نسبتساندویچی را براي نسبت

اند. بت شکنان و ه هسته بررسی نمودهمختلف سفتی رویه ب

، از یک تئوري ترکیبی کررا]، بر مبناي مدل 6همکاران [

هاي با مرتبه گونشامل تئوري تک لایه معادل و تئوري لایه

متفاوت جهت تحلیل استاتیکی ورق ساندویچی استفاده 

زاگ را بسط دادند تا از تئوري زیگ ،]7اند. لی و لو [دهکر

شرعیات  .نماینداستفاده یا مضاعف روش برهم نهی دوگانه 

هاي قائم عرضی را به تئوري برهم نهی مضاعف ] اثر کرنش8[

جهت بررسی مسائل استاتیکی،  ،اضافه نموده و از آنلی و لو 

دینامیکی و کمانشی صفحات مرکب و ساندویچی استفاده 

]، یک مدل دوبعدي المان 9همکاران[تی و ربارانمود. چاک

محدود را براساس تئوري زیگزاگ مرتبه بالا، براي تحلیل 

براي  ،مدلاین هاي چندلایه و ساندویچی ارائه کردند. در ورق

اي چند جمله ،ها و هستهاي رویههاي درون صفحهجابجایی

ها و خیز رویه 4 ، براي خیز عرضی هسته توابع درجه3درجه 

هاي اي تنشپیوستگی بین لایه وظر گرفته شده ثابت درن

، کررا]، بر مبناي تئوري 10عرضی لحاظ شده است. دماسی [

هاي کامپوزیتی و جهت تحلیل ورق یتئوري نیمه زیگزاگ

از یک تئوري  ،]11و همکاران [ رحمانیساندویچی ارائه کرد. 

هاي ساندویچی با هسته تغییر براي تحلیل پوسته مرتبه بالا

ها را دند. آنها  رفتار رویهکردر راستاي عرضی ارائه  پذیرلشک

روابط الاستیسیته  را بابا استفاده از تئوري کلاسیک و هسته 

و  ی]، تحلیل استاتیک12نمودند. گروور و همکاران [ تحلیل

کمانش ورق چندلایه و ساندویچی را با بکارگیري تئوري 

ا و ی. کاپوردندکرمعکوس بررسی  ذلولیتغییر شکل برشی ه

محلی در - هاي کلیبه ارزیابی دقت تئوري ،]13همکاران [

هاي چندلایه و ساندویچی تحلیل خمش و ارتعاشات ورق

- پرداختند. نتایج نشان دهنده دقت نسبتاً خوب تئوري کلی

اما براي  ،بودلایه  3هاي بیشتر از هاي با لایهمحلی براي ورق

 ؛نمودخوبی ارائه نمی هاي هیبریدي و ساندویچی نتایجورق

در تحلیل خمش و  یدقت مناسب ،در حالیکه تئوري زیگزاگ

ندوال و خهاي کامپوزیتی و ساندویچی داشت. فرکانسی ورق

]، با استفاده از تئوري زیگزاگ مرتبه بالاي 14همکاران [

به تحلیل استاتیک ورق ساندویچی با هسته نرم  ،ارتقاء یافته

] براي شبیه سازي آنالیز 15همچنین لزگی [ ؛پرداختند

شکست پیش رونده تیرهاي کامپوزیتی یک مدل تک بعدي 

- المان محدود بر اساس تئوري اصلاح شده مرتبه بالا عمومی

) ارائه دادند. ویژگی مدل آنها سریع RHGBمحلی تیرها (

بودن، بازدهی بالا و کم هزینه بودن از نظر حجم محاسبات 

تئوري اصلاح شده مرتبه بالاي ] از 16و بهشتی [ لزگیاست. 

محلی تیرها براي تحلیل ارتعاشی و خمشی تیرهاي -عمومی

همچنین لزگی و همکارانش  ؛کامپوزیتی نیز استفاده کرده اند

محلی بر اساس -تئوري اصلاح شده عمومی ،]17[

ارائه دادند که در  C1فرمولاسیون با شرایط پیوستگی ترکیبی 

تحلیل خمشی تیرهاي کامپوزتیت با مقطع مستطیلی و 

عرض کم کاربرد دارد. از مقایسه نتایج بدست آمده توسط 
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و نتایج تحلیل سه تئوري مذکور با نتایج موجود در مراجع 

شود که تئوري ارائه شده از دقت مناسبی  بعدي مشاهده می

  . استبرخوردار 

 مرتبه بالامحلی -ئوري عمومییک تکنونی، در مقاله 

براي یافتن معادلات همیلتون براي توصیف میدان جابجایی، 

تصحیح براي بعدي معادلات الاستیسیته سهمعادلات حاکم و 

هاي ساندویچی نازك و براي تحلیل ورقنتایج تنش عرضی 

که دقت آن با نتایج بدست آمده از حل ضخیم استفاده شده 

 ،ی دارد. مزیت عمده این تئوريهمخوانی مناسبسه بعدي 

اي هاي عرضی بین لایهبرآورده کردن شرایط پیوستگی تنش

همچنین به  است؛هسته  پذیريتغییرشکلو در نظر گرفتن 

- شده، استفاده از این تئوري براي مطالعه وردلیل ویژگی یاد

آگزتیک (ماده با ضریب با هسته مواد  هاي ساندویچیق

نیز مناسب بوده و منجر به ارائه نتایج دقیقی  پواسون منفی)

گذاري مدل پیشنهادي، رفتار . پس از صحهگردیده است

با ضرایب پواسون  هاي مختلف وهاي ساندویچی در حالتورق

مورد ارزیابی قرار  ،یعرضهاي گسترده متفاوت تحت بار

  گرفته است. 

  

استخراج معادلات ورق ساندویچی با استفاده  - 2

  محلی مرتبه بالاي پیشنهادي             - ري عمومیاز تئو

ساندویچی به صورت ورقی مربع شکل با سه لایه که  قور

 صفحۀ میانی	در ،مختصات	دستگاه	بدأماست.  1مانند شکل 

به سمت بالا در نظر  zمحور سوي مثبت داشته و 	قرار	آن

- بهx	 و	y	يهاراستا	در	ورق	عرض	و	طول	است. گرفته شده

همچنین ضخامت است؛  Hکل ورق 	و ضخامت a و	b	ترتیب

 h3و ضخامت لایه پایینی  h2، ضخامت هسته h1لایه بالایی 

  در نظر گرفته شده است.

اي ورق از ترکیب دو هاي جابجایی درون صفحهمولفه

�)شود بخش محلی و عمومی در نظر گرفته می = 1,2,3):  

)1(  �
�(�, �, �) = ��(�, �, �) + ��

� (�, �, �)

�(�, �, �) = ��(�, �, �) + ��
�(�, �, �)

 

Gu  وGv باشند که هاي عمومی میدان جابجایی میمولفه

  اند: به شرح زیر در نظر گرفته شده

)2(  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�� (�, �, �) = ��(�, �) + ��� (�, �)

+����(�, �)

��(�, �, �) = ��(�, �) + ���(�, �)

+����(�, �)

 

هاي محلی میدان جابجایی نیز مولفه Lvو  Luهمچنین 

  بوده و عبارتند از: 

)3(  �
��

�(�, �, �) = ��
�(�, �) + ���

(�)(�, �)

��
�(�, �, �) = ��

�(�, �) + ���
(�)(�, �)

 

نشان دهنده شماره لایه است؛  kکه در معادلات فوق اندیس 

�� همچنین
�� و �

�� و �
�� و (�)

به ترتیب جابجایی محلی  (�)

 �� و �� صفحه میانی هر لایه و دوران محلی هر لایه است.

نیز مربوط  �� و �� نیز دوران کلی صفحه میانی هسته است.

هاي جابجایی در به تغییرات انحناي منحنی توزیع مولفه

- باشند. با اعمال شرایط پیوستگی و سادهراستاي ضخامت می

  ) حاصل خواهند شد:6) تا (4سازي، در نهایت معادلات (

o ) براي لایه اول��
� ≤ � ≤ ��

� :(	
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�� = �� + ��� + ����(�, �)
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  پارامترهاي هندسی ورق مورد بررسی - 1 شکل
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o  لایه دوم (براي��
� ≤ � ≤ ��

� :(	

)5(  �
�� = �� + �(�� + ��

(�)
) + ����(�, �)

�� = �� + �(�� + ��
(�)

) + ����(�, �)

o ) براي لایه سوم��
� ≤ � ≤ ��

� :(	

)6(  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

�� = �� + ��� + ����(�, �)

+(� − ��
� )��

(�)
+ ��

� ��
(�)

�� = �� + ��� + ����(�, �)

+(� − ��
� )��

(�)
+ ��

� ��
(�)

شود که تغییر شکل نهایی ورق بر اساس اصل مشاهده می

هاي مقاله کنونی، شود. یکی از برتريبرهم نهی محاسبه می

در نظر گرفتن تغییرات مرتبه دو به شکل زیر براي مولفه 

  :استجابجایی عرضی در هسته 

)7(  ℒ�(�)	�� + ℒ�(�)	�� + ℒ�(�)	�� 

به ترتیب جابجایی در بالا، پایین و  ��و  ��، ��که در آن 

 مرتبه دویابی توابع درون �ℒ و �ℒ�، ℒ وسط هسته بوده و

 15لذا، ورق ساندویچی سه لایه، در مجموع داراي  ؛باشندمی

  . این پارامترها عبارتند از:استپارامتر مستقل جابجایی 

��, ��, ��, ��, ��, ��, ��
(�)

, ��
(�)

, ��
(�)

, ��
(�)

, ��
(�) 

, ��
(�)

, ��, ��, �� 

هاي ورق ساندویچی ثابت در نظر گرفته رویه عرضیجابجایی 

ها معقول و شده است که با توجه به ضخامت و سفتی رویه

. با توجه به معادلات فوق، کل میدان جابجایی استدرست 

زیر نوشت توان به فرم ماتریسی ورق ساندویچی مذکور را می

,�)��(که در آن �, نشان دهنده میدان جابجایی حاکم بر  	(�

  ):استهاي ورق ساندویچی لایه

)8(  �(�, �, �, �) = �

��(�, �, �, �)

��(�, �, �, �)

��(�, �, �, �)

�

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

�(�)

�(�)

�(�)

�(�)

�(�)

�(�)

�(�)

�(�)

�(�)⎭
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎫

 

هاي غیرخطی المانروش المان محدود و از  کنونی در تحقیق

بندي ورق استفاده شده است. با استفاده مستطیلی براي مش

  شود: می بیانجابجایی به فرم بردار  ،از روش المان محدود

)9(  �(�, �, �) = �(�, �)�(�)(�) 

به ترتیب ماتریس توابع شکل و بردار  (�)�و  	�در آن 

  باشند:مقادیر گره اي جابجایی می

)10(  � =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
�̑ � ⋯ � �
� �̑ ⋯ � �
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
� � ⋯ �̑ �
� � ⋯ � �̑⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 

  ) خواهیم داشت: 10) و (9لذا با توجه به معادلات (

  �(�, �, �) = �(�)�(�, �)��  

)11(  																			= �(�, �, �)��	

  فرم ماتریسی کرنش در هر لایه عبارت است از: ،از طرفی

� = �
�(�)

�(�)

�(�)

� = �
�
0
0

0
�
0

0
0
�

� �(�, �, �)	

																				= �
�
0
0

0
�
0

0
0
�

� �(�, �, �)�(�)	

)12(  																				= �(�, �, �)�(�) 

  که در آن:

�(�)� = ����
(�)

���
(�)

���
(�) ���

(�)
���

(�)
���

(�)�	

�(�) = � �
�
�
�

�

(�)

= ��(�)	

)13(  � =

⎣
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
�� 0 0
0 �� 0

0 0 ��

�� �� 0

�� 0 ��

0 �� ��⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  شوند:هاي تنش نیز با توجه به قانون هوك محاسبه میمولفه

  � = �
�(�)

�(�)

�(�)

� = �
�(�)

0
0

0
�(�)

0

0
0
�(�)

� �
�(�)

�(�)

�(�)

� 

)14(  																				 = �̑� = �̑�(�, �, �)�(�)	

ماتریس ضرایب الاستیک در دستگاه مختصات  (�)� که در آن

با استفاده از اصل همیلتون  حاکم. معادلات استدوران یافته 

بدست آمده است. اگر انرژي کرنشی و کار نیروي خارجی به 

  د، خواهیم داشت: ننشان داده شو Vو  	Uترتیب با نمادهاي 

)15(  � (�� − ��)
�

�

�� = 0 

  که در آن : 

�� = � (��)����
�

= � (��(�))����̑��(�)��
�

	

)16(    

�� = �������
�

	= ��(��(�))�(��)���
�
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 و به ترتیب عبارتند از سطح و حجم المان  qو  �،Aدر آن 

) 16گذاري معادلات (شدت بار خارجی وارده به ورق. با جاي

  ) خواهیم داشت: 15) در معادله (17و (

(��(�))�[� ���̑��(�)��
�

− ��(��)���] = �
�

	

)18(    

، معادله استبرداري دلخواه و غیر صفر  (�)��از آنجا که 

  ورق ساندویچی عبارت خواهد بود از:  حاکم بر

)19(  � ���̑���]�(�)

�

= ��(��)���
�

 

  

-هاي برشی به کمک معادلات سهاصلاح تنش - 3

  الاستیسیتهبعدي 

هاي عرضی تنشاي، هاي درون صفحهپس از محاسبه تنش

با استفاده از معادلات تعادل الاستیسیته سه بعدي محاسبه 

ها ))، لذا شرایط پیوستگی تنش بین لایه20شود (معادله (می

و صفر بودن تنش عرضی در سطوح آزاد به خوبی برقرار شده 

  باشد. شی نیز نمیو نیازي به استفاده از ضریب تصحیح بر

��,� + ���,� + ���,� = 0 ⇒	
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+ ���,�
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با مشابه  به روشی کاملاً ،مولفه دیگر تنش برشی عرضی نیز

  شود. ) محاسبه می20معادله (

  

  نتایج عددي - 4

اثر گذاري نتایج بدست آمده، در این بخش علاوه بر صحه

گذاري شود. علاوه بر صحهتحلیل میپارمترهاي مختلف نیز 

در مراجع  نتایج بدست آمده با نتایج حل سه بعدي ارائه شده

معتبر، موضوع همگرایی نتایج المان محدود و استقلال از 

ها نیز براي پارامترهاي مختلف بررسی شده است. اندازه مش

ها به نحوي انتخاب شده در تمام نتایج ارائه شده اندازه المان

ها تاثیر محسوسی در نتایج نداشته است که تغییر تعداد آن

  باشد. 

  

  نتایج بدست آمدهگذاري صحه -1- 4

گذاري نتایج تئوري پیشنهادي با استفاده از تحلیل ابتدا صحه

هاي ها و هستهاستاتیکی صفحه ساندویچی با رویه

 ،شود. در این مثالمیایزوتروپیک تحت بار سینوسی ارزیابی 

هاي آن داراي یک ورق ساندویچی متقارن مربعی که رویه

و ضخامت هسته ضخامت کل  1/0ضخامت یکسان و معادل 

، با استفاده از مدل استضخامت کل ورق  8/0معادل 

پیشنهادي تحلیل شده و با نتایج موجود در مراجع معتبر 

گاه تکیه لبهمقایسه شده است. شرایط مرزي ورق در هرچهار 

. خواص مواد استترده سینوسی سساده و ورق تحت فشار گ

  ]:9د [نباششرح زیر میو هسته به رویه

�� = 73���, � = 0.34 

     ها براي دو نمونه ورق ساندویچی داراي هسته تحلیل

هاي در حالت (Ef/Ec=105)و هسته نرم  (Ef/Ec=10)سفت 

بررسی شده است.  (a/h=10)نازك  (a/h=4)ضخیم 

  اند:بعد شدهبی) 21ابطه (ها با  کمک رها و تنشجابجایی

  � = �
100��ℎ�

����

,	

  �, � = (�, �)
−10���ℎ�

����

,	

)21(  ���, ��� =
ℎ�

����
(��� , ���) 

با نتیجه سه بعدي الاستیسته موجود در  ،نتایج بدست آمده

ها نشان دادند اند. بررسی مقایسه شده، 1در جدول ] 5مرجع [

که براي هر سه حالت ورق بسیار نازك، ورق معمولی و ورق 

ضخیم، نتایج محاسبه شده توسط تئوري ارائه شده قابل قبول 

 40×40مش  اندازه بوده وو از دقت بسیار مناسبی برخوردار 

ها، افزایش بیشتر المان. شودمنجر به ارائه نتایج همگرا می

 خیزنتایج  2همچنین در جدول  ؛در نتایج دارناچیزي بتاثیر 

براي هر بعد نقطه مرکزي ورق ساندویچی تحت بار مذکور یب

هاي  آمده و با نتایج حاصله از تئوري بدست چهار حالت

، برشی مرتبه 	(ZZ4)با مرتبه سوم ، زیگزاگ(CLT) کلاسیک

و  (ED4)ل از مرتبه چهارم ، تئوري لایه معاد(FSDT)اول 

] 18موجود درمراجع [ 	(3D)تئوري سه بعدي الاستیسیته

	اند.مقایسه شده
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ساندویچی  هايبراي ورقبیشینه بعد بی	خیزنتایج  - 1جدول 

  نازك و ضخیم با هسته نرم

Approach	 Mesh	size  a/h=4  a/h=10  

Present	 10×10  1114.24  1051.22  

  20×20  1204.81  1140.98  

	 30×30	 1268.28	 1203.24  

	 40×40	 1272.5	 1207.67  

3D	[5]  -  1299.4  1230.6  

  

نتایج نشان دادند که تئوري برشی مرتبه اول و تئوري 

دهند و با  ارائه می زرگهایی با خطاهاي بکلاسیک جواب

تر شدن آن، خطاهاي این نرم یاافزایش ضخامت هسته و 

همچنین تئوري  ؛کنندپیدا میگیري ها افزایش چشمتئوري

] نیز که در ورق ساندویچی 18زیگزاگ ارائه شده در مرجع  [

نازك و ضخیم با هسته سفت از دقت بسیار مناسبی برخوردار 

لیل یکسان در نظر گرفتن ه داست، در ورق ساندوچی نرم ب

در کل ضخامت ورق، عملکرد مناسبی از خود نشان  خیز

همه  این مقاله، در در حالیکه تئوري ارائه شده در ؛دهدنمی

به نحوي که  ؛ها از دقت بسیار مناسبی برخوردار استحالت

تئوري بیشترین خطاي آن درمقایسه با نتایچ حاصله از حل 

کمتر  ،در ورق ضخیم با هسته نرمحتی بعدي سهالاستیسیته 

نشان دهنده این موضوع  2نتایج جدول درصد است.  3از 

اي که باشد، هر مرتبهاست که تئوري تک لایه معادل از 

بینی خیز ورق ساندویچی با هسته نرم (حتی قابلیت پیش

در حالیکه تئوري ؛ براي ورق ساندویچی نازك) را ندارد

  .زیگزاگ و تئوري کنونی، از این قابلیت برخوردارند

  

... و ،لایه، زیگزاگهاي تکتئورينتایج با  کنونی) محاسبه شده توسط تئوري W( بیشینه بدون بعد خیزمقایسه نتایج  - 20جدول 

  ]18و  5با هسته نرم و سفت [ ،و ضخیم كهاي ساندویچی نازتئوري الاستیسیته سه بعدي براي ورق

Moduli	ratio	 Theory	

a/h=4	 a/h=10	

W  Discrepancy	(%)  W  Discrepancy	(%)  

Ef/Ec=10	

3D	elasticity  13.294  -	 6.3923  -  

Present	 13.086	 1.7	 6.4317  0.62  

CLT(classical	laminate	theory)  5.0515  62.3	 5.0515  21  

FSDT(first-order	sheardeformation)  8.0821  39.2	 5.5364  13.4  

ED4(4th	order	equivalent-single-layer)	 12.497	 6.00	 6.2671  1.96  

ZZ3		(3th	order	Zig	Zag)	 13.343	 0.37	 6.3935  0.00  

Ef/Ec=105	

3D	elasticity  1299.4  -	 1230.6	 -  

Present	 1272.5	 2.1	 1207.67	 1.9  

CLT(classical	laminate	theory)  5.5815  >100	 5.5814  >100	

FSDT(first-order	sheardeformation)  9.8240  >100	 6.2602  >100	

ED4(4th	order	equivalent-single-layer)	 112.51	 >100	 24.078  >100	

ZZ3		(3th	order	Zig	Zag)	 994.51	 23.5	 933.11  24.2  
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هاي برشی عرضی براي اي بین تنش، مقایسه3در جدول 

 پذیر ورق ساندویچی نازك و ضخیم با هسته نرم و تغییرشکل

(Ef/Ec=105) اند و که توسط تئوري حاظر محاسبه شده

  هاي مختلف انجام شده ] براي تئوري5نیز نتایج مرجع [

  است.

- شود، نتایج تئوريمشاهده می 3طور که از جدول همان

هاي کلاسیک و تغییر شکل برشی مرتبه اول و لایه معادل 

باشند. تئوري  مرتبه بالا، داراي خطاهایی بسیار زیاد می

هاي در محاسبه زیگزاگ مرتبه سوم نسبت به سایر تئوري

تري برخوردار است، هاي عرضی برشی از عملکرد مناسبتنش

گیري دارد؛ به ولی در مقایسه با تئوري کنونی، خطاهاي چشم

هاي برشی عرضی را با خطاي نحوي که تئوري زیگزاگ تنش

رد درصدي نسبت به نتایج حل سه بعدي الاستیسیته برآو 26

   که تئوري کنونی، داراي خطایی کمتر  کرده است؛ درحالی

  درصد بوده است. 3از 

  

	(Sxz)هاي عرضی برشی بدون بعد  مقایسه تنش -3جدول 

هاي تک لایه معادل،  صله  از تئوري پیشنهادي با تئوريحا

  زیگ زاگ و .. و حل سه بعدي الاستیسیته  موجود در

	]5مرجع [

Theory	

a/h=4	 a/h=10	

Sxz 
Discrepancy	

(%) 
Sxz 

Discrepancy	
(%) 

3D 0.0111 -	 0.1627 - 

Present	 0.01128	 1.62	 0.1661 2.1 

CLT 0.7045 >100	 1.7612	 >100	

FSDT 0.7045 >100	 1.7612	 >100	

ED4	 0.6502	 >100	 1.7379 >100	

ZZ3	 0.0082	 26.1	 0.1225 24.7 

  

ورق ساندویچی با هسته  تحلیل پارامتري - 2- 4

  آگزتیک تحت بار عرضی استاتیکی

در ابتدا به بررسی اثر ضریب پواسون بر رفتار ورق ساندویچی 

    عرضی پرداختهگسترده هاي مختلف تحت بار در حالت

به دوبل به صورت فشار گسترده سینوسی  ،شود. بار واردهمی

ا هسته شود. ورق در دو حالت بصفحه بالایی ورق اعمال می

	Ef/Ec)نرم =	 	Ef/Ec)و سفت 	(105 =	    و با هندسه  	(10

بررسی شده است.  (a/h=10)و نازك  (a/h=4)ضخیم 

    ضخامت 1/0هاي آن داراي ضخامت یکسان و معادل رویه

        ضخامت کل ورق  8/0کل و ضخامت هسته معادل 

، سایر خواص مواد همچون بخش قبل در نظر گرفته است

ضریب اثر تر به منظور بررسی بهتر و دقیقشده است. 

هاي ذکر شده ضریب پواسون هسته پواسون، در تمامی حالت

داراي مقادیر  ،آگزتیک (ماده با ضریب پواسون منفی)

� = −0.3,	 − 0.6,	 −    .است 0.9

ورق  رفتارکامل تاثیر ضریب پواسون بر  تجسمبه منظور 

اي در صفحهجابجایی درون توزیع عرضی خیز و ساندویچی 

استخراج  ي یاد شدههاراستاي ضخامت ورق در تمامی حالت

 خیز 5تا  2 هاياند. در شکلشده و با یکدیگر مقایسه شده

وسط ورق ساندویچی در راستاي ضخامت براي هر  مقطع

با 	 (a/h=10)و نازك  (a/h=4)چهار حالت ورق ضخیم 

هاي هسته یاد شده نشان هسته نرم و سفت و ضرایب پواسون

 خیزشود، نه تنها همانطور که مشاهده میشده است. داده 

باشد، بلکه در ورق ساندویچی در راستاي ضخامت ثابت نمی

هاي ساندویچی با هسته ها به خصوص در ورقبرخی از حالت

 داراي تغییرات کاملاً ،هاي ساندویچی ضخیمنرم و یا ورق

یت مدلسازي تغییرات . این موضوع اهماستمحسوسی 

که هسته ورق دهد  را نشان میضخامت در مسایلی 

بوده و یا ورق ساندویچی  پذیرتغییرشکلساندویچی نرم و 

 هايبدون بعد رویه خیزاختلاف  ،. به عنوان مثالاستضخیم 

       بالایی و پایینی در نمونه ورق ساندویچی معمولی 

- تغییرشکلبا هسته  (a/h=4)) ضخیم 3/0 (ضریب پواسون

	Ef/Ec) پذیر =	 . سفت شدن هسته استتا سی برابر  (105

(Ef/Ec	=	10)  در همین نمونه، باعث کاهش نسبت یاد شده

 ،5الی  2هاي همچنین از مشاهده شکل ؛شده است 1/1تا  

تاثیر درنظر گرفتن تغییرات ضخامت بر  ،توان نتیجه گرفتمی

بسیار بیشتر از  ،پذیرشکلتغییرهاي با هسته نرم و نتایج ورق

. به استهاي با هندسه ضخیم نتایج بدست آمده براي ورق

سفتی هسته اختلاف چندانی با که در مواردي  ،بیان دیگر

ها و هسته رفتار نسبتا یکسانی  ها ندارد، رویهسفتی رویه

ها نیز با افزایش ضخامت کمی  اگرچه در این مثال ؛دارند

    اختلاف بین جابجایی عرضی رویه بالایی و پایینی ایجاد 
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 ؛باشداما این اختلاف چندان قابل توجه نمی ؛شودمی

توان نتیجه گرفت که  ها می از مشاهده شکل ،همچنین

باعث  ،شدن هسته آگزتیک (ماده با ضریب پواسون منفی)

ها این اثر در تمامی نمونه شود.ورق میرفتار یکنواخت شدن 

  شود.مشاهده می

تر شدن ضریب پواسون در با منفی ،هادر تمامی حالت 

خیز ورق کاهش یافته و در ضمن اختلاف  خیزحالت کلی 

بالا و پایین هسته نیز کمتر شده است. به عنوان  هايرویه

در حالت ورق ساندویچی ضخیم با هسته نرم که در  ،نمونه

) داراي بیشترین اختلاف 3/0 (ضریب پواسونحالت معمولی 

، با تغییر ضریب استبالا و پایین ورق  هايخیز رویهبین 

خیز رویه بالایی به نسبت  - 9/0به  3/0پواسون هسته از 

  است.یافته کاهش  6تا پایینی ورق، 

اي بدون بعد براي هر در ادامه جابجایی درون صفحه

نشان داده شده است.  9 تا 6هاي در شکل حالت ورق،چهار 

شود، نرم بودن مشاهده می یاد شدههاي همانطور که در شکل

هاي نازك و هسته ورق ساندویچی در هر دو هندسه ورق

توزیع که  ايگونهبه  شده است؛باعث تغییر رفتار ورق  ،ضخیم

غیر خطی  فرمهسته به اي درون صفحهجابجایی عرضی 

  . آشکار شده است

  

    
بعد مقطع میانی  در راستاي  تغییرات خیز بی -2 شکل

  با هسته (a/h=4)ضخامت ورق ساندویچی ضخیم 

  براي ضرایب پواسون مختلف (Ef/Ec=105)نرم 

  

بعد مقطع میانی در راستاي  تغییرات خیز بی - 3 شکل

  با هسته (a/h=4)ضخامت ورق ساندویچی ضخیم 

  براي ضرایب پواسون مختلف (Ef/Ec=10)سفت 

  

    
تغییرات خیز بدون بعد مقطع میانی در راستاي  -4 شکل

با هسته نرم  	(a/h=10)ضخامت ورق ساندویچی نازك

(Ef/Ec=105)	 براي ضرایب پواسون مختلف   

تغییرات خیز بدون بعد مقطع میانی در راستاي  - 5 شکل

  با هسته (a/h=10)ضخامت ورق ساندویچی نازك 

  ضرایب پواسون مختلف براي (Ef/Ec=10) سفت
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اي بدون بعد در تغییرات مولفه جابجایی درون صفحه - 6 شکل

با هسته  (a/h=4)راستاي  ضخامت ورق ساندویچی ضخیم 

  ضرایب پواسون مختلف براي (Ef/Ec=105) نرم

  

اي بدون بعد در تغییرات مولفه جابجایی درون صفحه -7 شکل

با هسته  (a/h=4) راستاي  ضخامت ورق ساندویچی ضخیم

  ضرایب پواسون مختلف براي و 	(Ef/Ec=10)سفت 

  

    
تغییرات مولفه جابجایی درون صفحه اي بدون بعد  - 8 شکل

با هسته  	(a/h=10)در راستاي ضخامت ورق ساندویچی نازك

   ضرایب پواسون مختلف براي (Ef/Ec=105) نرم

تغییرات مولفه جابجایی درون صفحه اي بدون بعد  -9 شکل

  با (a/h=10)در راستاي ضخامت ورق ساندویچی نازك 

  ضرایب پواسون مختلف براي 	(Ef/Ec=10)هسته سفت

  

اي کنونی، میدان جابجایی لایهاز آنجا که در تئوري 

عمومی در هر لایه از ورق از مرتبه سه است، قابلیت پیش 

پذیر است؛ همچنین بینی رفتار ورق با دقت بالا امکان

شود ها به خوبی مشاهده می پیوستگی جابجایی در بین لایه

هاي که نشان از دقت مناسب تئوري ارائه شده دارد. در نمونه

ها، به دلیل نزدیکی سفتی هسته و رویه ورق با هسته سفت،

اي ها از نقطه نظر جابجایی درون صفحهرفتار هسته و رویه

نزدیک است. به نحوي که در نمونه ورق ساندویچی نازك و 

ها و هسته هسته سفت، عملاً تفاوت زیادي میان پاسخ رویه

 شود. آگزتیک (ماده با ضریب پواسون منفی)مشاهده نمی

- ز، دو نوع تاثیر در رفتار جابجایی درون صفحهشدن هسته نی

اي (هم گذارد. یکی کاهش جابجایی درون صفحهاي ورق می

تر بالایی و رویه پایینی) و هم در هسته و دوم شبیه در رویه

شدن رفتار رویه بالایی و پایین ورق ساندویچی و کاهش 

  ها است.اختلاف موجود بین رویه

نسبت طول به عرض (نسبت  در ادامه، به بررسی تاثیر

زمان با تغییر شود. هممنظري) ورق  بر رفتار آن پرداخته می

، سایر پارامترها از جمله سفتی هسته و 4به  1از  b/aنسبت 

ضخامت ورق نیز تغییر کرده و اثر نسبت طول به عرض براي 

در این شود. هر چهار نمونه مورد بحث به دقت مشاهده می

گاه ساده در نظر شرایط مرزي هر چهار لبه تکیه ها،حالت

گرفته شده و همچنین بار اعمالی به صورت بار واحد و فشار 
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گسترده بر رویه فوقانی ورق ساندویچی اعمال شده است. اثر 

- اصلی تغییر نسبت طول به عرض ورق، در تغییر مقدار تنش

بررسی به منظور شود. مشاهده می ���و  ��� ايهاي صفحه

با مقادیر مختلف  ���و  ��� بهتر این موضوع، تغییرات تنش

، براي چهار نمونه ورق ساندویچی ضخیم b/aنسبت 

(a/h=4)  با هسته نرم(Ef/Ec=105) ، معمولی(v=0.3)  و

و همچنین  (v=-0.5) آگزتیک (ماده با ضریب پواسون منفی)

 سفت با هسته (a/h=4)ورق ساندویچی ضخیم 

(Ef/Ec=10)  معمولی(v=0.3)  آگزتیک (ماده با ضریب و

نشان داده  11و  10هاي در شکل (-0.5	v=) پواسون منفی)

مقدار  ،b/a با افزایش نسبت ها،حالتدر تمام شده است. 

  حالی  در این است. یافته کاهش ��� ايصفحه درون تنش

  

  
هاي بالایی و پایینی ورق ساندویچی ضخیم اي نقاط میانی رویههاي درون صفحهاثر نسبت طول به عرض ورق بر تنش -10شکل 

(a/h=4) با هسته سفت(Ef/Ec=10)	 معمولی(v=	+0.3)  و آگزتیک(v=	-0.5)  

  

  
هاي بالایی و پایینی ورق ساندویچی ضخیم اي نقاط میانی رویههاي درون صفحهاثر نسبت طول به عرض ورق بر تنش - 11شکل 

(a/h	=4) با هسته نرم(Ef/Ec=105)	 معمولی(v=	+0.3)  و آگزتیک(v=	-0.5)  
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افزایش یافته  ���اي هاي درون صفحهاست که مقدار تنش

این اثر در هر دو نقطه میانی رویه بالایی و پایینی ورق است. 

ساندویچی با هسته آگزتیک (ماده با ضریب پواسون منفی) و 

نشان دهنده  10 هسته معمولی قابل مشاهده است. شکل

تغییرات براي ورق ساندویچی ضخیم با هسته سفت است. در 

شود که آگزتیک (ماده با ضریب پواسون  این مثال مشاهده می

اي هاي درون صفحهمنفی) شدن هسته، باعث کاهش تنش

اي شده است. این اثر در تمام ر دو جهت درون صفحهدر ه

قابل مشاهده است. آگزتیک (ماده با ضریب  b/aمقادیر 

اثر کاملاً  	b/aنسبت 4پواسون منفی) شدن هسته در هر 

نیز نشان دهنده تغییرات تنش براي  11یکسانی دارد. شکل 

پذیر است. ویژگی ورق ساندویچی ضخیم با هسته نرم شکل

ها، ماده با ضریب پواسون منفی) نیز در این حالتآگزتیک (

شود که بواسطه افزایش سفتی  باعث کاهش سطح تنش می

ورق ایجاد شده است. با آگزتیک (ماده با ضریب پواسون 

منفی) شدن هسته، مقدار این کاهش یا افزایش بیشتر شده 

است، ولی همچنان روند همچون حالت ورق ساندویچی با 

ت. با بررسی تغییرات جابجایی نقاط میانی هسته معمولی اس

ها اعم از واقع در رویه بالایی، رویه پایینی براي تمام نمونه

صفحات ضخیم و نازك، ورق با هسته نرم و سفت، ورق با 

هسته معمولی و هسته آگزتیک (ماده با ضریب پواسون 

شود که عملا تغییرات خیز بعد از نسبت منفی) مشخص می

b/a  همگرا شده است و با افزایش نسبت  3برابرb/a  به عدد

هاي کند. سرانجام، تغییرات تنش این نسبت تغییري نمی 4

و  12هاي برشی در راستاي ضخامت ورق ساندویچی در شکل

- نشان داده شده است. همانطور که پیشتر بیان شد، تنش 13

هاي برشی پس از اصلاح نتایج توسط تئوري الاستیسیته 

رو، علاوه بر برآورده شدن اند. از این خراج شدهبعدي استسه

هاي برشی در سطوح آزاد بالا و پایین شرط صفر بودن تنش

ها هاي برشی بین لایهورق ساندویچی، شرط پیوستگی تنش

    هاي موجود برآورده ها و روشکه در بسیاري از تئوري

است؛  شود، به خوبی و با دقت بسیار مناسبی ارضا شدهنمی

   هاي برشی توزیعی کاملا ً غیر یکنواخت و مچنین تنشه

هاي غیر خطی دارند که این موضوع در دقت تحلیل ورق

هاي با هسته نرم داراي اهمیت ضخیم و به خصوص ورق

  بسیاري است.

با هسته  شود که در نمونهاز بررسی نتایج مشاهده می

املاً نرم، توزیع عرضی تنش برشی با نمونه با هسته سفت ک

 متفاوت است. به طوري که در نمونه با هسته نرم، عملاً هسته

ورق ساندویچی داراي تنش برشی حدود صفر است؛ در 

حالیکه در نمونه با هسته سفت کاملاً برعکس بوده و هسته 

  نماید.عملاً تنش برشی قابل توجهی را تحمل می

  

  
  تغییرات مولفه تنش برشی عرضی در راستاي  ضخامت ورق ساندویچی ضخیم با هسته نرم - 12 شکل
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  تغییرات مولفه تنش برشی عرضی در راستاي  ضخامت ورق ساندویچی ضخیم با هسته سفت -13 شکل

  

هاي برشی همان طور که قبلاً ذکر شد، از آنجا که تنش

اند، از اعمال بعدي محاسبه شدهوري الاستیسیته سهبر پایه تئ

ها صرف نظر شده است. ضریب تصحیح برشی در این تحلیل

رو است که توزیع سهموي تنش برشی عرضی به خوبی از این

توان گفت که اثر تغییر شود. در حالت کلی نیز میمشاهده می

هاي ، منجر به کاهش تنش-9/0+ به 3/0ضریب پواسون از 

هاي مختلف شده است. شی به وجود آمده در بخشبر

همانطور که ذکر شد، با آگزتیک (ماده با ضریب پواسون 

هاي برشی بالا و پایین منفی) شدن هسته، اختلاف بین تنش

یابد و یا حتی در برخی موارد، ورق ساندویچی کاهش می

  رود.تقریباً از بین می

  

  گیرينتیجه - 5

تاثیر پارامترهاي مختلفی بر رفتار ورق  ،در این مقاله

مورد مطالعه قرار  ،ساندویچی تحت بار استاتیکی عرضی

توان به ضخامت ورق، نسبت  این پارامترها میگرفت. از جمله 

آگزتیک (ماده با ضریب طول به عرض ورق، سفتی هسته، 

بودن هسته ورق ساندویچی اشاره کرد. به  پواسون منفی)

ات یاد شده بر رفتار ورق ساندویچی از منظور مطالعه اثر

هاي  حلی مرتبه بالا به کمک اصلاح تنشتئوري عمومی م

برشی بر اساس معادلات تعادل الاستیسیته سه بعدي استفاده 

 در نظر گرفتنهاي تئوري ارائه شده همچنین از ویژگی ؛شد

که در مطالعه  خطی است تغییر ضخامت هسته به صورت غیر

بسیار  ،هاي با هسته نرمچی ضخیم و یا ورقهاي ساندویورق

. پیش از بررسی اثر پارامترهاي استضروري و تاثیرگذار 

، صحت مختلف علاوه بر بررسی همگرایی نتایج بدست آمده

هاي مختلف با نتایج حل سه  نتایج بدست آمده براي ورق

بعدي موجود در مراجع معتبر و سایر تئوري هاي ارائه شده 

گذاري شد. در لف ارزیابی  به دقت صحهدر مراجع مخت

آمده اشاره بدست  عملی ترین نتایجبه برخی از مهم نهایت،

  شود: می

 بعدي در استفاده از روش تصحیح الاستیسیته سه

محلی مرتبه بالا روشی کارآمد -کنار تئوري عمومی

هاي برشی با دقت بسیار بالا براي تعیین تنش

عرضی ورق ساندویچی به خصوص ورق ساندویچی 

که علاوه بر برآورده  استضخیم با هسته نرم 

کردن شرط پیوستگی تغییرات تنش عرضی بین 

ها، تغییرات آن را نیز با دقت بسیار مناسبی لایه

	ارزیابی می کند.

  آگزتیک (ماده با ضریب پواسون استفاده از هسته

هاي تاثیر بسیار چشمگیري درکاهش تنش ،منفی)

اي به دنبال آن افزایش ظرفیت تحمل درون صفحه

	بار ورق ساندویچی دارد.

  فرض ثابت در نظر گرفتن جابجایی عرضی که در

 ، صرفاًاستهاي ارائه شده مرسوم بسیاري از تئوري

هسته سفت می  وهاي ساندویچی نازك در ورق
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هاي د و براي ورقتواند مورد استفاده قرار گیر

ساندویچی ضخیم یا با هسته نرم، منجر به 

	گیر خواهد شد.خطاهاي چشم

  شرایط ورق ساندویچی در  منظريتغییر نسبت

شرایط اثرات متفاوتی دارد. در برخی از  ،مختلف

تاثیري  4به  3از 	 b/aتغییر نسبت  بررسی شده،

هاي بالایی و اي رویههاي درون صفحهدر تنش

از جمله  ،که در برخی دیگر در حالی ؛نداردپایینی 

ورق ساندویچی ضخیم با هسته نرم معمولی و 

ها و  تنش ،آگزتیک (ماده با ضریب پواسون منفی)

	کنند.  همچنان تغییر مییاد شده با تغییر خیز 

  

	ها و ارقام علایم، نشانه -6

  a  طول ورق

	Bj  سفتی کوپلینگ

	b  عرض ورق

	اپراتور دیفرانسیلی d	

	h   	ضخامت

  F  بردار نیرو

	[Ke]  ماتریس سفتی المانی

	k  امkاندیس بیانگر لایه 
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