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  چکیده

هاي هسته دو سیال با ویسکوزیته -سازي جریان چندلایه حلقهیک الگوریتم جداسازي مرتبه بالا جهت شبیههدف از این مقاله توسعه 

استوکس) و معادله غلظت (کسر  - سازي، معادلات جریان سیال تراکم ناپذیر (ناویرمختلف درون کانال دوبعدي است. براي این شبیه

جم سیال و با استفاده از درونیابی هارمونیک مدل شده است. معادلات به لحاظ اند. جریان دوفاز بر اساس تکنیک ححجمی) حل شده

بشفورث استفاده شده است. طرح  - گیري زمانی نیز از روش آدامز  اند و براي انتگرالسازي شدهمکانی به روش المان طیفی گسسته

جا توسعه داده شده است. براي اعتبار سنجی، نتایج عددي تصحیح سرعت به عنوان یک الگوریتم مرتبه بالا براي جداکردن متغیرها در این

همچنین درجه دقت ؛ بررسی توزیع سرعت و گرادیان فشار است ،اند. این مقایسه شاملبا حل تحلیلی جریان توسعه یافته مقایسه شده

اي تغییر پارامترهاي گوناگون بررسی هسته به از - مورد ارزیابی قرار گرفته است. شکل جریان حلقه ،روش عددي به لحاظ مکانی و زمانی

دهد که ضخامت ورودي هسته و عدد رینولدز دو پارامتر مهم ها نشان میشده و با نتایج آزمایشگاهی و عددي مقایسه شده است. بررسی

  .باشندهسته می -در تعیین الگوي جریان حلقه

  .درون کانال؛ شبیه سازي عدديهسته؛ روش المان طیفی؛ جریان  -جریان چندلایه حلقه :کلمات کلیدي
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Abstract 
The aim of this article is to develop a high order splitting scheme for the simulation of multi- layer core- 
annular flow of two fluids with different viscosities inside the two-dimensional channel. For this simulation, 
the incompressible fluids flow equations (Navier- Stokes) and concentration (volume fraction) equation are 
solved. The two-phase flow is modeled by the volume of fluid technique and with harmonic interpolation. 
The spectral element method is used for the spatial discretization and Adams- Bashforth method is adopted 
for the time integration. Velocity correction scheme is developed here as a high order splitting scheme for 
the coupling issue. To validate the numerical results they are compared with the analytic solution of fully 
developed flow. This comparison includes outflow velocity profile and pressure gradient. Also, the accuracy 
of numerical method has been investigated spatially and temporally. The form of core- annular flow has been 
investigated for various parameters and the results have been compared with experimental and other 
numerical works. Investigations show that the Reynolds number and core inlet thickness are two important 
parameters on the pattern of core- annular flow. 

Keywords: Multi-Layer Core-Annular Flow; Spectral Element Method; Channel Flow; Numerical Simulation. 
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  مقدمه - 1

 سیالات انتقال در عمده، صورت به لایهچند جریان وجود

     قابل مشاهده است. سطحی پوشش و اکستروژن سنگین،

    کم ویسکوزیته با سیال یک سنگین سیالات انتقالات در

    قرار جامد سطح و بالا ویسکوزیته با سیال بین آب نظیر

 انتقال براي نیاز مورد پمپاژ توان کاهش باعث و گیردمی

 صنایع در ايویژه اهمیت اخیر شود. موردمی ویسکوز، سیال

 کرده پیدا سبک نفت کیفیت با منابع کاهش به توجه با نفت،

  .]1[است

 سیال جریان فیزیکی بررسی به ،]2[ همکاران و اومز

 جریان که ها فرض کردندآن پرداختند. لوله درون چندلایه

 در سرعتی گرادیان عملا که لزج است قدري به هسته درون

 جامد توده یک صورت به ناحیه این و ندارد وجود ناحیه این

 امواج وجود که دادند نشان هاکند. آنمی حرکت سیال درون

 با سیال مشترك فصل (امواج با طول موج کوچک) در1ریپل

 نیروي نتیجه در و فشار گرادیان ایجاد باعث جامد توده

 از ناشی شناوري نیروي که شودمی هسته بر وارد فشاري

 و کند. بايمی خنثی را حلقه و هسته چگالی اختلاف

 و جامد صورت به را هسته سیال جریان ،نیز ]3[ همکاران

 ثابت دار ولی با شکلمشترك موج سطح با شکل تغییر قابل

 گرفتن نظر در و خطا و با روش سعی و گرفتند نظر در

 حرکت اندازه انتگرالی معادله حلقه، در سیال جریان معادلات

 توانستند، سیال دو مشترك سطح مرزي شرایط و هسته در

 دست به کلی فشار گرادیان و موج طول به همراه را شکل این

  آورند.

توان به کار هسته می -سازي جریان حلقهدر زمینه شبیه

و نیز تحقیق  ]5[، کاشیک و همکاران ]4[گاش و همکاران 

د. هر سه کار اخیر به کراشاره  ]6[اخیر شاي و همکارانش 

نفت به کمک  -ايِ آبهسته -ریان سیال حلقهسازي جشبیه

و 2افزاري فلوئنت با استفاده از تکنیک حجمِ سیالبسته نرم

اند. هندسه کار گاش و هاي مختلف پرداختهالبته در هندسه

ک لوله عمودي است. کاشیک و همکاران ی ،]4[همکارانش 

اند و شاي و انقباض و انبساط ناگهانی را بررسی کرده ،]5[

   آب را در لوله  –انواع جریان دوفازي نفت ،]6[همکاران 

                                                   
1 Ripple Waves 
2 Volume of Fluid (VOF) 

    اند. در هر سه کار اخیر افقی مورد مطالعه قرار داده

زي مورد بحث، مطالعات جامعی روي جریان سیال دوفا

       ارایه توزیع سرعت و  ،صورت گرفته است که شامل

هاي ثانویه و فشار، کانتورهاي کسر حجمی، بررسی جریان

  .هاي فشار استگرادیان

مشاهدات آزمایشگاهی خود را  ،]7[الُس و همکاران دي

حلقه دو سیال با لزجت متفاوت  - راجع به جریان هسته

- بخش کار آنان مشاهده ناپایداري مهمترین گزارش کردند.

  .حلقه بود –گونه در جریان هستهصدفی و قارچ هاي

پوشش  ،جا که کانال دوبعدي براي مقاصدي نظیراز آن

در کار حاضر این اي کاربرد دارد، سطحی و تولیدات لایه

هندسه براي جریان در نظر گرفته شده است. هرمزي و 

، جریان چندلایه دو سیال را درون کانال ]8[همکاران 

سازي کردند. دوبعدي با استفاده از روش المان محدود شبیه

هر دو سیال چگالی یکسان داشتند و سیال وسط از نوع تنشِ 

دار بود. آنان ضمن ارائه توزیع سرعت و کانتورهاي کسر تسلیم

داد، به بررسی هسته را نشان می -حجمی که جریان حلقه

هاي قابل مشاهده در این پایداري فیزیکی این جریان و پدیده

هاي صدفی و قارچی در این نوع از جریان از جمله ناپایداري

  جریان پرداختند.

سازي جریان دوفازي هاي عددي، براي مدلاز میان روش

حجم محدود و  ،ایی نظیرهسیالات درون کانال، بیشتر روش

المان محدود مرتبه پایین مورد استفاده داشته است؛ اما این 

- توانند در مدلهاي مرتبه پایین میها، به عنوان روشروش

- انواع ناپایداري ،هاي پیچیده مانندسازي خصوصیات جریان

هاي جریان ناقص عمل کنند یا اینکه دست کم زمان مصرفی 

بسیار زیاد باشد. براي رفع این موانع،  هاسازيبراي این مدل

اند. هاي مرتبه بالا مانند روش المان طیفی پیشنهاد شدهروش

براي نخستین بار  ]9[روش المان طیفی که بوسیله پاترا 

مطرح شد، هم توانایی و انعطاف روش المان محدود را در 

هاي ي پیچیده داراست و هم ناپایداريهابرخورد با هندسه

دهد. از نظر موجود در جریان را با دقت بسیار خوبی نشان می

بسیار بهینه هستند. کارنیاداکیس و  ،زمان مصرفی حافظه نیز

ناپذیر از این سازي جریان سیال تراکمبراي مدل ]10[شروین 

سازي براي شبیه ،]11[و فیشر  روش بهره جستند. دویل

جریان پیچیده سیال ویسکوالاستیک از این روش استفاده 
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روي بهبود ناپایدارهاي عددي مرتبط  ،]12[کردند و جعفري 

  با این روش براي سیال ویسکوالاستیک کار کرد.

 ،از سوي دیگر مسأله جفت شدگی متغیرهاي اولیه نظیر

اظ دقت بسیار هاي عددي از لحفشار و سرعت در کار با روش

، سیستم معادلات 1هاي جداسازيتعیین کننده است. در طرح

      به یک سري از معادلات براي متغیرهاي اولیه تقسیم 

هاي گیريسازي مکانی و انتگرالگردد و سپس گسستهمی

شوند. خطاي یک روش جداسازي ممکن زمانی انجام می

از یک روش از مرتبه پایین باشد و در عمل استفاده  ،است

 ؛فایده کندسازي زمانی و مکانی بیمرتبه بالا را در گسسته

خطاي تقطیع  ،بنابراین یک روش مرتبه بالاي کامل شامل

سازي طور روش خارجمرتبه بالا در مکان و زمان و همین

شود. کارنیاداکیس و معادلات از حالت جفت شدگی می

یک روش جداسازي مرتبه بالا را براي جریان  ،]13[همکاران 

سازي استوکس) پیاده -ناپذیر (معادلات ناویرسیال تراکم

  نمودند.

توسعه و ارزیابی  ، در وهله نخستپژوهش حاضر هدف

یک حلگر المان طیفی مبتنی بر طرح تصحیح سرعت 

 - جریان دوفازي حلقه برقراري و مشاهده کارنیاداکیس براي

پس از معرفی توسعه ایجاد  درون کانال دوبعدي است.هسته 

شده بر الگوریتم کارنیاداکیس براي حل معادله کسر حجمی، 

پرداخته شده به بررسی دقت و سرعت همگرایی روش مذکور 

تولید است. در نهایت سودمندي هر کار عددي به میزان باز

مشاهدات فیزیکی موجود مرتبط است. به این لحاظ ضمن 

هاي تحلیلی، به مقایسه نتایج کار عددي حاضر با جواب

با سایر  وهاي جریان تولید شده بررسی وصورت پدیداري الگ

 کارهاي عددي و آزمایشگاهی مقایسه شده است.

  

  تئوري حاکم - 2

  معادلات مدل - 2-1

مشاهده  1شکل مقاله که در  این در بحث مورد مسأله دامنه

 ابتدا در که است 2ℎ عرض و �طول  به کانالی شود، شاملمی

 هسته است. سیال ساکن و دارد وجود آن در حلقه سیال فقط

�لحظه  در = عرض  به ورودي طریق از فشار اختلاف اثر در 0

                                                   
1 Splitting schemes 

 حلقه گیرد. سیالمی شکل نظر مورد جریان و شده وارد ��2

شود. سرعت ورودي متوسط به کانال وارد می نیز همزمان

 شده ثابت صفر روي کانال، فشار خروجی . دراست �برابر 

 و گرادیان طریق از فشار هادیواره نیز و ورودي است. در

 مختصات از توصیف آید. برايمی دست به سرعت چرخش

 و ورودي در مختصات مرکز و است شده استفاده کارتزین

  است. واقع کانال تقارن خط روي

  

  
  هندسه مسأله - 1شکل 

  

تحلیل جریان سیال نیاز به حل معادلات پیوستگی و 

حرکت دارد که براي سیال تراکم ناپذیر با کمک اندازه

هاي دو درجریان .گیرداستوکس انجام می -معادلات ناویر

این کار پیچیدگی بیشتري دارد و نیاز به استفاده از فازي 

معادلاتی است که در عین دقیق بودن، قابل حل کردن 

هسته که دو سیال  -باشند. براي جریان دوفازي از نوع حلقه

روش کسر حجمی  ،از هم به صورت مشخصی جدا هستند

. در که مبتنی بر مختصات اویلري است است یمناسب ینهگز

دلات پیوستگی و اندازه حرکت همراه با معادله این روش معا

     غلظت براي معین کردن هر فاز به صورت همزمان حل

به همین روش جریان  ،پورمؤید و همکاران .]4[شوند می

کن خورشیدي را براي به یرینشدوفازي درون محفظه آب

  .]14[سازي نمودند دست آوردن مرز دو سیال مدل

   ارائه بعد بدون صورت به معادلات در کار حاضر، این

 زیر هايمقیاس از ،معادلات این سازيبعدبی گردند. برايمی

  است: شده استفاده

)1(  ��
∗ =

��
ℎ
, ��

∗ =
��
�
, �∗ = �

�

ℎ
, �∗ =

�

���
 

، ��دار پارامترهاي بدون بعد هستند. متغیر پارامترهاي ستاره

، مبین فشار �، زمان و �، بردار سرعت، ��بردار موقعیت، 

اشاره به چگالی دو سیال دارد. به این ترتیب  ،�است. پارامتر 

کند. از این به بعد براي تغییر می �و  �−عرض کانال بین 
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سادگی پارامترهاي بدون بعد به صورت بدون ستاره نوشته 

شوند. معادلات اندازه حرکت و پیوستگی بر اساس روش می

  هستند:) 2رابطه (بعد به صورت کسر حجمی بدون

��,� = 0, 

���
�

��
+ ��

�

���
��� = �

��,� + ��,�

����
�� − 1�+ 1

�

,�

− �,� , 

)2(   

    بیانگر کسر حجمی یا همان غلظت سیال  � در آنکه 

یابی از درون دو سیال براي تقریب ویسکوزیته. هسته است

             که بوسیله پاتانکار هارمونیک استفاده شده است

 )3رابطه (معادله غلظت به صورت  .ه استپیشنهاد شد ]15[

  است:

)3(  �
�

��
+ ��

�

���
−

1

��

��

������
�� = 0, 

�، )3) و (2( در روابط = �اندیس آزاد و  1,2 = اندیس  1,2

  تکراري است.

  سه گروه بدون بعد در معادلات فوق موجود است:

)4(  �� =
��
��
, �� =

��ℎ

��
, �� =

�ℎ

��
, 

نسبت ویسکوزیته سیال هسته به  ��که به ترتیب عبارتند از: 

 ویسکوزیته ،�متغیر  ��و عدد پکله،  ��حلقه، عددرینولدز، 

به  2به سیال هسته و زیر نویس  1است. زیر نویس سیال 

بر مبناي  ��شود که حلقه اشاره دارد. ملاحظه می

توان عدد ویسکوزیته سیال حلقه تعریف شده است. می

��هسته را به صورت رینولدز مربوط به سیال  در نظر  ⁄��

که در  ضریب نفوذ مولکولی استبیانگر  ��گرفت. پارامتر 

و مقدار آن براي آب در حدود  کاربرد دارد ��تعریف 

10���  �� توان تخمین زد که بنابراین می؛ ]16[است  ⁄�

که  باشد �10در مرتبه اندازه  �� مقدار ،10~��ار براي مقد

 نفوذدر سطح مشترك دو سیال غلظت  ،دهدنشان می

این که  استجا مطرح فرض دیگري که در این .ناچیزي دارد

د که خود شونظر میاز اثر کشش سطحی بین دو سیال صرف

اي عمل تواند مانند یک چشمه اندازه حرکت صفحهمی

  .]5[کند

  

  حل تحلیلی - 2- 2

جا که درون کانال عبارات غیر خطی ضعیف هستند، با از آن

فرض جریان دائمی و توسعه یافته تحت اثر گرادیان فشار 

توان حل تحلیلی براي این جریان در ثابت (جریان پوازیه) می

نظر گرفت. این حل، از جهت اعتبار سنجی و مقایسه با نتایج 

شود که مرز دو شود و ضمن آن فرض میعددي ارائه می

هاي ��سیال کاملا صاف و بدون موج هستند که البته براي 

پارامترهاي  2شکل . در ]7[کوچک فرضی منطقی است

ضخامت هسته در ورودي و خروجی کانال نشان داده شده 

است. به دلیل بقاي جرم، در اثر کاهش سرعت جریان سیال 

حلقه در مجاورت دیوار جامد منطقی است که سطح مقطع 

0آن افزایش یابد. براي  ≤ |�| ≤  )3) و (2( از معادلات،  ��

  آید:بدست می)3(

)5(  � = 1,
��

��
=

��
��

���

���
, 

��و براي  < |�| ≤ 1 :  

)6(  � = 0,
��

��
=

1

��

���

���
, 

با فرض مرز معین و بدون موج، منجر  )6(و  )5(حل معادلات 

سرعت  اي براي توزیع مؤلفه طولیبه یک معادله دو ضابطه

  :) است7رابطه ( شود که به صورتمی (�)�

�(�)

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ �

2
�1− ��

� �1−
1

��
�−

��

��
�   0 ≤ |�|≤ ��,

�

2
[1− ��]                                  �� < |�|≤ 1,

 

)7(   

�و در آن  = ��(−�� ��⁄ است و با توجه به شرط  (

  :آید ) به دست می8( پیوستگی از طریق معادله

)8(  � =
3

1− ��
� �1−

�

��
�
, 

  

  روش عددي -3

  روش المان طیفی - 3-1

 لحاظ مکانی به در کد محاسباتی به کار رفته، معادلات به

اند. بر این اساس به ازاي روش المان طیفی گسسته شده

� = 2المان مستطیلی با ابعاد  8دامنه حل به  8 × افراز  1

شده است. اصولا، جز براي نمایش نتایج خروجی، شبکه 

بندي دامنه حل در این روش معنایی ندارد، زیرا محاسبات بر 

به  هاگیرد. هر کدام از این المانمبناي هر المان صورت می

1− مختصات با محاسباتی استاندارد المان یک ≤ �, � ≤ 1   
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 پارامترهاي ضخامت هسته در ورودي و -2شکل 

  خروجی کانال

 

فشار، سرعت  نگاشته شده و هر کدام از متغیرهاي اولیه شامل

غلظت روي این المان، از طریق یک بسط پایه تانسوري و 

  :� شود. براي متغیر عمومیتقریب زده می

)9(  �(�, �)≅ � � ��(�)��(�)����
�

���

�

���
, 

درجه بسط پایه را  �ضریب مجهول است؛  ����که در آن 

مقدار تقریب به واقع  ،دهد که هر چه بیشتر باشدنشان می

�تر است و به تابع نزدیک
� �� �

- دال گفته میوبسط پایه م 

  شود که بر اساس تابع ژاکوبی قابل تعریف به صورت زیر است:

�� =

⎩
⎨

⎧
(1−�) 2⁄                                  for   � = 0,
(1− �)

2

(1 + �)

2
ℙ���
�,�    for   0 < � < �,

(1 + �) 2⁄                                 for   � = �.

 

)10(   

���ℙعبارت 
. با در نظر ]17[دهدتابع ژاکوبی را نشان می �,�

   خطی گرفتن مشتقات مکانی و خطی سازي عبارات غیر

همه معادلات مدل، قابل تبدیل به معادله  ،توان ثابت نمودمی

  مدل هلمهلتز هستند؛ به صورت:

)11(  �
�

���
��(�)

�

���
�+ ��� = �, 

ضریب معادله هلمهلتز هستند. پارامتر  �چشمه و   fکه در آن

سازي مکانی . براي گسسته]10[نیز ضریب نفوذ نام دارد �

شود. براي این کار، حاصل می )11(ابتدا فرم ضعیف معادله 

طرفین معادله در یک تابع وزن ضرب شده و روي دامنه 

گیري جزء به جزء شود. انتگرالگیري میانتگرالالمان از آن 

  شود به:منجر می

−� ∇�� (�)∇��Ω + � ����Ω = � ���Ω  

)12(                                      −[�� (�)∇�]�� , 

مبین مرز المان است و شرایط مرزي را پوشش  �Ωکه در آن 

وزن به صورت همسان  دهد. بر اساس روش گالرکین تابعمی

شود. پس از اعمـال  ) انتخاب می��دال (وبا تابع بسط پایه م

، معادلات دیفرانسـیل معمـولی   معادلههاي مشتقات و انتگرال

براي کل دامنه حل  شود.وابسته به زمان براي المان ایجاد می

به نحوي که تضمین شود، روي  ،باید معادلات را تجمیع نمود

یکسان  � داراي سطح مشترك، متغیر عمومیهاي مزرِ المان

باشد. براي جزییات بیشتر پیرامون نگاشت به مختصات محلی 

 توان بـه گیري عددي و تجمیع معادلات میاستاندارد، انتگرال

  رجوع نمود. ]17[

  

  یافتهطرح تصحیح سرعت توسعه - 2- 3

از آن جا که متغیرهاي اولیه سرعت، فشار و کسر حجمی در 

اند، نیاز به در هم جفت شده )3) و (2( معادلات مدل

الگوریتمی براي جدا کردن این متغیرها وجود دارد که در 

ضمن مرتبه بالاي طرح عددي را حفظ کند. کارنیاداکیس و 

رابطه جدیدي براي محاسبه فشار استخراج  ،]13[همکاران 

کردند که منجر به یک الگوریتم جداسازي مرتبه بالا براي 

شود و به طرح حل معادلات جریان سیال تراکم ناپذیر می

سه مرحله اساسی تصحیح سرعت موسوم است. این الگوریتم 

هاي زمانی بر پایه روش گیريدارد. در هر مرحله انتگرال

بشفورث صورت گرفته است. در مرحله  -مرتبه بالاي آدامز

���نخست، بر اساس عبارات گذرا،  ، �,����، و جابجایی، ⁄��

در معادله اندازه حرکت که مورد اخیر به صورت صریح 

 محاسبه  ���سطه نخستین شود، یک سرعت واارزیابی می

  گردد. به صورت:می

��� = �
��
��
��

���
���

���
+ ∆� �

��
��
�����,��

������

���
, 

)13(   

اندازه  �∆نماینده گام زمانی معلوم است. پارامتر  �که در آن 

مربوط به روش  ،نیز ��و  ��، ��گام زمانی است. ضرایب 

نیز  �گیري زمانی است و بشفورث براي انتگرال -عددي آدامز

  .]18[دهد گیري را نشان میمرتبه این انتگرال
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در مرحله بعد دیورژانس گرادیان فشار و عبارت گذرا و 

اعمال شرط پیوستگی، منجر به معادله پواسون براي فشار 

  شود؛ به صورت:می

)14(  ����,�� = �
��
∆�
����,� , 

�که در آن  + به گام زمانی جدید و مجهول اشاره دارد.  1

براي محاسبه فشار در مرز  ]13[همچنین بر اساس پیشنهاد 

  ورودي از رابطه:

)15(  −
��

��

���

= � �� ���
��

���
�

������

���
, 

 هاي جامد نیز از و براي دیواره مؤلفه طولی سرعت است �که 

  :استفاده شده است) 16رابطه (

)16(  ���
��

��
�
���

= � �� ��
∂��

���
�

���

�

���
���

���
, 

   دوباره با استفاده از عبارات گذرا و گرادیان فشار در گام 

را به صورت جبري  ����توان دومین سرعت واسطه جدید می

  یافت:

)17(  ���� = ��� + �
∆�

��
��,�

���, 

دهد و با که عبارت چشمه را براي معادله هلمهلتز تشکیل می

توان بدست آورد. به صورت آن سرعت را در مرحله جدید می

  زیر:

���(��)
�

���
�
,�

− ��
��
∆�
���

��� = −���
��
∆�
����� 

)18(   

رابطه به صورت ) 2( معادله بر اساس �که در آن ضریب نفوذ 

  گردد:تعریف می) 19(

)19(  �(��)= �����
�� − 1�+ 1�

��
, 

  شود.محاسبه می �از گام معلوم  �که 

الگوریتم فوق در دو قسمت توسعه داده شده است. یکی 

است. در  )18(ارتقاي معادله هلمهلتز به صورت معادله 

است و دیگر  1برابر  (��)�عبارت  ]13[الگوریتم پیشنهادي 

- همراه با بقیه متغیر �محاسبه  توسعه الگوریتم فوق براي

بر  ��هاست. به این ترتیب که در ابتدا یک غلظت واسطه 

��اساس عبارات گذرا،   )3(در معادله  �,���، و جابجایی ⁄��

  است: )13(آید که شبیه به معادله بدست می

��= �
��
��
����

���

���
+ ∆� �

��
��
����,��

������

���
, 

)20(   

و سپس معادله هلمهلتز بر اساس عبارات گذرا و نفوذ، 

�,�� گیرد، به در مرحله جدید شکل می �، براي یافتن ⁄��

  صورت:

)21(  �
∂�

���
� − ��

��
∆�
����� = −���

��
∆�
���. 

 Nektar++از کد  ++Cسازي در براي انجام این شبیه

استفاده شده است که یک کد منبع باز است و چارچوبی قوي 

و مطمئن براي حل معادلات با مشتقات جزیی به روش المان 

و براي معادلات اخیر توسعه داده شده  کندطیفی فراهم می

  .]19[است 

  

  نتایج - 4

  مطالعه استقلال نتایج از درجه بسط و گام زمانی - 4-1

و اندازه  �در قدم اول، مقادیر مناسب براي درجه بسط پایه 

براي تضمین استقلال حل از مقادیر فوق  �∆گام زمانی 

به  ،تعیین شده است. همان طور که پیش از این اشاره شد

�ازاي  =  2المان تقسیم شده است که  8ناحیه حل به  8

   المان در راستاي طول  4المان در راستاي عرض کانال و 

2ها داراي ابعاد گیرند و همه المانقرار می ×  هستند. در 1

�هاي دامنه حل در حالت المان 3شکل  = نمایش داده  8

  اند.شده

  

  
� ها به ازايالمان - 3شکل  = �.  

  

هاي طولی افزایش نهاي بزرگتر، تعداد المابراي طول

ها ثابت است و تنها ابعاد المانداده شده است. در کار حاضر 

 p، بر اساس مطالعه نوع درجه بسط پایه براي دقت بیشتر

نتایج مربوط به بررسی میزان  1جدول  یابد. درافزایش می

استقلال نتایج از درجه بسط پایه و گام زمانی گردآوري شده 

��است. این نتایج به ازاي پارامترهاي  = ��و  1 = به  10

ها در هر مورد بر اساس زمان دست آمده است. تعداد گام

�ی نهای = تنظیم شده است. در هر مورد زمان پردازش  10

)CPUزمان کوچکی  ،شودکه مشاهده می ) به ثانیه ذکر شده

همچنین در هر  آید.است و از مزایاي این روش به حساب می
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مورد خطاي نسبی نرم بینهایت با مورد قبل از آن آورده شده 

  ،شود ) تعریف می22رابطه ( است که به صورت

)22(  �.�.=
����� − �����������

������������
× 100, 

 7بیانگر  نرم بینهایت است و در نهایت حالت  �|∙|که در آن 

  براي ادامه مطالعات انتخاب شده است. 1جدول از 

  

  ارزیابی دقت حل عددي - 2- 4

هاي زمانی مختلف ج به ازاي گامنمودار دقت نتای 4شکل در 

درصد  �∆��در این نمودار پارامتر  نشان داده شده است.

نرم بینهایت را با حل دقیق، در مقدار معلوم از گام  اختلاف

   نشان یافته، در حالت توسعه�زمانی، براي سرعت افقی، 

��پارامترها روي  دهد.می = ��و  1 = اند و ثابت شده 0.5

هاي مختلف گردآوري شده است. با توجه به ��نتایج به ازاي 

توان نتیجه گرفت که این روش داراي دقت زمانی نمودار می

است. منظور از خطا در این جا اختلاف با حل  (2)�از مرتبه 

  دهد.خطا را افزایش می ��دقیق است. افزایش 

  

بررسی میزان استقلال نتایج از درجه بسط پایه و  - 1جدول 

 گام زمانی

 � �∆  مورد
 زمان مصرفی

CPU(s)  
�.�. 

  مطالعه درجه بسط پایه

1 10�� 8 50.4 - 

2 10�� 9 64.5 2.02 

3 10�� 10 80.8 1.27 

4 10�� 11 100.3 0.83 

  مطالعه گام زمانی

5* 
10�� 2⁄  10 160.3 1.16 

6 10�� 4⁄  10 306.4 0.278 

7 10�� 8⁄  10 638.3 0.067 

8  10�� 10 810.0 0.042 

  مقایسه شده است. 3با مورد  5مورد (*)

  

  
��نمودار دقت گام زمانی براي  -4شکل  = � ،�� = و  �.�

�� = �,��,��  

  

لگاریتمی دقت مکانی  -نیز نمودار لگاریتمی 5شکل  در

��به ازاي پارامترهاي  = ��و  1 = و براي مقادیر  10

جا نیز درصد دوباره در این نمایش داده شده است. ��مختلف 

سرعت افقی  اختلاف نرم بینهایت را در گام زمانی معین براي

 4.5شیب هر سه خط در حدود  دهد.با حل دقیق نشان می

دهد که روش است و با توجه به تعریف مرتبه دقت نشان می

. در است (4.5)�عددي به لحاظ مکانی داراي مرتبه دقت 

1جا این معیاري براي تظریف مکانی یا همان اندازه شبکه  ⁄�

ددي معنایی است؛ اگر چه شبکه در این جا به لحاظ روش ع

  ندارد.

  

  
لگاریتمی دقت مکانی براي  -نمودار لگاریتمی - 5شکل 

�� = � ،�� = ��و به ازاي  �� = �.�, �.�,�.�  
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  اعتبارسنجی نتایج -3- 4

توزیع سرعت در حالت توسعه یافته، که در  6شکل در 

��شود، براي خروجی کانال برقرار می = 1 ،�� = و به  10

هاي مختلف نشان داده شده است. این نتایج با مقادیر ��ازاي 

اند. در مقایسه شده )7(حاصل از حل تحلیلی، یعنی معادله 

�هر مورد شکستگی نمودار و تغییر شیب آن در  = �� 

  مشهود است.

نتایج مربوط به توزیع سرعت توسعه یافته به  7شکل در 

��هاي ازاي پارامتر = 1 ،�� = در  ��و مقادیر مختلف  0.5

اند. حالت دو حالت عددي و تحلیلی با هم مقایسه شده

�� = مانند این است که دو سیال، داراي خواص یکسان  1

بنابراین کاملا قابل انتظار  ؛هستند و تنها رنگ متفاوت دارند

توزیع سرعت سهموي مربوط به تک سیال را داشته  است که

��باشیم. حالات  = ��و  10 = بسیار به هم نزدیک  20

نباید توزیع خیلی متفاوتی را  ��هستند و با افزایش پارامتر 

این نتیجه قابل فهم  ،نیز )7(انتظار داشت. بر اساس معادله 

بیشتر باشد، اثر آن روي تغییر توزیع  ��است که هر چه 

شود؛ چون در مخرج قرار گرفته است. تر میسرعت ضعیف

براي گرادیان فشار حالت توسعه یافته نیز، بر مبناي معادله 

اي را انتظار داشت. همگرایی قابل توان چنین نتیجهمی )8(

  قبول نتایج عددي به حل تحلیلی قابل مشاهده است.

  

  
مقایسه توزیع سرعت عددي با حل تحلیلی براي  - 6شکل 

�� = � ،�� = ��و به ازاي  �� = �.�, �.�,�.�  

  

  
مقایسه توزیع سرعت عددي و حل تحلیلی براي  -7شکل 

�� = � ،�� = ��و به ازاي  �.� = �,��,��  

  

در طول کانال به ازاي  عددي و تحلیلی فشار 8شکل در 

��پارامترهاي  = 1 ،�� = هاي مختلف نشان ��و به ازاي  10

��داده شده است. گرادیان فشار در دو حالت  = و  0.5

�� =  )8(بسیار نزدیک هستند. این مقادیر از معادله  0.8

   انتظار  قابل استحصال است. همان طور که از این معادله

     رود و از شکل نیز پیداست، افزایش ضخامت سیالمی

به لحاظ  سته تأثیر شدیدي روي گرادیان فشار دارد.ه

رسد که سیال هسته به دلیل فیزیکی این طور به نظر می

شود و هر چه میدان لزجت بیشتر باعث افزایش افت فشار می

تر شود، میزان افت فشار نیز بیشتر حرکت این سیال وسیع

  شود.می

  

  حلقه - جریان هسته الگوهاي بررسی - 4- 4

توان بررسی لازم درباره دقت و صحت نتایج عددي، میپس از 

هاي فیزیکی جریان بیش از پیش متمرکز شد. روي مشخصه

�� به ازاي کانتور غلظت 9شکل در  = 1 ،�� = 0.6 ،

�� = هاي مختلف نشان داده شده است. توزیع در زمان 10

همزمان قابل مشاهده است.  ،سرعت در مقاطع مختلف نیز

 9شکل  تأثیر حرکت سیال هسته روي توزیع سرعت در

توزیع  ،مشخص است. در ابتدا که یک سیال وجود دارد

سرعت کاملا سهموي است. با حرکت سیال هسته به سمت 

انتهاي کانال توزیع سرعت تحت تأثیر حضور این سیال تغییر 

هسته و  -کند تا بالاخره در سراسر کانال جریان حلقهمی

0 0.5 1 1.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

yi=0.2, Numeric
y

i
=0.2, Analytic

yi=0.5, Numeric
y

i
=0.5, Analytic

yi=0.8, Numeric
y

i
=0.8, Analytic

u

y

0 0.5 1 1.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

r=1, Numeric
r

=1, Analytic

r

=10, Numeric

r=10, Analytic
r

=20, Numeric

r

=20, Analytic

u

y



 

 

  

  257 | و همکاران ییپارسا 

  

 4/ شماره 8/ دوره 1397ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

گیرد. الگوي شکل توزیع سرعت دائمی مورد نظر شکل می

کوچک قابل مشاهده  ��هسته در عدد  -گیري جریان حلقه

است. ضخامت جریان هسته نسبت به طول ورودي آن 

- کوچکتر است. علت این فاصله بین ورودي تا محل شکل

گیري خطوط موازي جریان هسته بقاي جرم است. سرعت 

ر مجاورت مرز صفر است. هر چه فاصله از سیال حلقه د

اثر لایه مرزي باعث تأثیر بیشتر مرز  ،شودورودي بیشتر می

روي جریان حلقه و کم شدن سرعت متوسط آن و در نتیجه 

طور شود. همانمطابق شرط بقاي جرم، افزایش مقطع آن می

این طول از مرتبه اندازه ضخامت  ،گرددکه ملاحظه می

- ه است؛ همانطور که بوسیله مشاهدات ديورودي سیال هست

نشان داده شده است. جبهه جلویی  ]7[اُلس و همکاران 

 دهد. این قسمت در ابتداجریان ناپایداري خفیفی را نشان می

تخت بوده و به تدریج  که هنوز به طور کامل شکل نگرفته

- کند و از انتهاي کانال خارج میحالت دوکی شکل پیدا می

  شود.

حلقه به ازاي  -کانتور غلظت جریان هسته 10شکل در 

�� = 10 ،�� = 0.6 ،� = �ر د 32 = هاي  ��و به ازاي  20

مختلف نشان داده شده است. براي بررسی بهتر، بازه مکانی 

که در آن جبهه جلویی موج قابل رؤیت باشد، نمایش داده 

 ��گردد، با افزایش طور که ملاحظه میشده است. همان

هاي کوچک موجی شکل تقویت شده و در ناپایداري

�� = شود. در حالت به ناپایداري صدفی تبدیل می 1000

�� = رسد. جریان کاملا منظم و بدون ناپایداري به نظر می 1

شکل دارد. با تیز و دوکیجبهه جلویی جریان حالت نوك

گونه خفیفی روي هاي موجناپایداري 10به مقدار  ��افزایش 

��شود. در جریان هسته مشاهده می = ضمن کاسته  100

تر از طول جبهه جلویی همگراي جریان و در واقع پهنشدن 

اي موجی نیز تقویت شده و لایههاي بینشدن آن، ناپایداري

گردد، قسمتی از سیال حلقه نیز درون سیال نیز مشاهده می

��شود. در حالت هسته حبس می = نیز مشاهده  1000

شود که جبهه جلویی دوباره حالت برجسته (صدفی) پیدا می

رسد که صدفی شدن جریان در کند. این طور به نظر میمی

هاي بالا  ��اثر نوعی انباشتگی جریان هسته در حلقه در 

  افتد.اتفاق می

  
��فشار در طول کانال براي  - 8شکل  = � ،�� = و  ��

�� = �.�, �.�,   همراه با مقادیر تحلیلی گرادیان فشار �.�

  

  

  
� = 2 

  
� = 4 

  
� = 6 

  
� = 8 

کانتور غلظت به همراه توزیع سرعت در مقاطع  -9شکل 

��مختلف به ازاي  = � ،�� = �.� ،�� = هاي در زمان ��

�مختلف  = �, �,�, �  
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�� = 1 

  
�� = 10 

  
�� = 100 

  
�� = 1000 

��کانتور غلظت به ازاي  -10شکل  = �.� ،�� = �� ،

� �در زمان  ��= = ��و  ��  = �,��, ���,����.  

  

حلقه برقرار شده براي  -جریان هسته 11شکل در 

شود. در ، دیده می��هاي مختلف هسته در ورودي ضخامت

��حالت  =     ]8[شود که نتایج ناپایداري مشاهده نمی 0.2

       به  ��ولی با افزایش ؛ کندنیز این مسأله را تأیید می

گیري شروع به شکل تدریج الگوي صدفی در جبهه جلویی

در  ،گرددیابد. همچنین ملاحظه میکند و افزایش میمی

�� = به دلیل نداشتن فضاي لازم براي جبهه جلویی  0.8

همچنین در  گیرد.شکل به خود میحالت دوکی صدفی شدن

    این حالت مقداري از سیال حلقه درون هسته محبوس 

  شود.می

 در الگوي جریان، بر ��براي ملاحظه تأثیر نسبت لزجت 

ن هسته به ازاي مقادیر نمودار پیشروي جریا 12شکل 

�� و ��از  ايگسترده = نمایش داده شده است.  20

همچنین براي نمایش تأثیر جریان هسته بر توزیع سرعت، در 

�مقطع  = که جبهه جلویی جریان از آن گذشته است،  4

شود که ملاحظه می ع سرعت نیز الحاق شده است.توزی

تأثیر بسیار ناچیزي بر الگوي جبهه جریان هسته  ��پارامتر 

��، یعنی ��کوچک  در مقادیر و ��دارد. با افزایش  =  1,2,3، 

تر جبهه جلویی جریان از حالت دوکی شکل به صورت تخت

 هاي لزجت زیاد،رسد که در نسبتشود. به نظر میمتمایل می

��یعنی  ≥ بر توزیع سرعت و افت  ��طور که تأثیر همان ،10

 )8(و  )7(که این بر اساس معادلات  شودرنگ میفشار کم

قابل انتظار است، تأثیر آن روي الگوي جبهه جریان هسته نیز 

  شود.کمتر می

  

 گیرينتیجه - 5

هاي مختلف در هسته دو سیال با ویسکوزیته -جریان حلقه

سازي کار حاضر بررسی شد. روش المان طیفی براي گسسته

کار بشفورث به-گیري زمانی روش آدامزمکانی و براي انتگرال

گرفته شده است. براي جداکردن معادلات جفت شده 

پیوستگی، اندازه حرکت و کسر حجمی (غلظت)، الگوریتم 

تصحیح سرعت کارنیاداکیس براي کار حاضر توسعه و روي 

سازي شده پیاده ++Nektarچارچوب کد عددي منبع باز 

  است.
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��کانتور غلظت به ازاي  - 11شکل  = ���� ،�� =  �� ،

� �، در ��= = ��به ازاي  �� = �.�,�.�, �.�,�.�  
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�� = 1 

  
�� = 2 

  
�� = 5 

  
�� = 10 

  
�� = 20 

  
�� = 30 

��کانتور غلظت به ازاي  - 12شکل  = �� ،�� = �.� ،

� = �، در � = ��به ازاي  � = �, �,�, ��, به  ��,��

�همراه توزیع سرعت الحاق شده در  = �  

  

میزان استقلال نتایج از گام زمانی و درجه بسط پایه 

بسیار کوتاه است.  CPUنشان داده شده است. زمان مصرفی 

براي  2حل عددي مذکور، سرعت همگرایی مکانی از مرتبه 

به ازاي افزایش درجه بسط پایه را  4.5گام زمانی و از مرتبه 

دهد. توزیع سرعت در خروجی کانال و نیز افت فشار نشان می

یافته با حل تحلیلی مقایسه در طول کانال در حالت توسعه

ر حجمی به منظور مشاهده و همچنین کانتورهاي کس ؛شدند

هسته به ازاي پارامترهاي مختلف  -بررسی جریان حلقه

در  ،دهدبررسی شد. بررسی این نوع جریان دوفاز نشان می

��برد  < ��و  1000 < دو  ��و عدد  ��ضخامت هسته  30

پارامتر مهم در تعیین الگوي جریان هستند. با افزایش 

جریان در ابتدا متمایل به حالت الگوي  ،��، ضخامت هسته

عدد  کند. با افزایشصدفی و بعد حالت دوکی شکل پیدا می

 شکل الگوي جریان هسته از حالت دوکی شکل و همگرا ��

 ��افزایش  شود.و همراه با امواج کوچک متمایل می صدفیبه 

تر شدن توزیع سرعت در مرکز کانال و افزایش افت باعث پهن

کوچک تأثیر چندانی بر  ��و جز در عدد  گرددفشار می

  دهد.ساختار جبهه جلویی جریان نشان نمی

  

  علایم -6

ℎ ) ،نیم عرض کانالm(  
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  درجه بسط پایه �

  مؤلفه طولی سرعت �

��   ضخامت خروجی هستهنیم 
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 گام زمانی �
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