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 چکیدُ
ؿَد. دس اٗي سٍؽ ثب ثىبس گ٘شٕ دس اٗي همبلِ، ٗه سٍؽ خذٗذ خْت هحبػجِ ه٘ذاى تٌؾ تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه ث٘بى هٖ

هَلفِ تٌؾ ثب اػتفبدُ اص تَاثغ ؿىل ًشثض ّن هشتجِ ثب ً٘شٍّبٕ ٍاسد ثش ّش ٍكلِ اص تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه، ػغح هشثَط ثِ ّش 

آهذُ اص  ثِ دػتؿَد. اٗي ػغح تٌؾ خذٗذ ًؼجت ثِ تٌؾ تَاثغ هَسد اػتفبدُ دس تخو٘ي تبثغ خبثدبٖٗ، تمشٗت صدُ هٖ

فبدُ ًوَد. تَاى اص آى خْت ثشآٍسد خغبٕ تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه ً٘ض اػتتحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه داسإ دلت ث٘ـتشٕ اػت، لزا هٖ

گ٘شد ٍ ًـبى دادُ خَاّذ ؿذ وِ وبساٖٗ ثْتشٕ ّبٕ هجتٌٖ ثش ثبصٗبفت تٌؾ لشاس هٖاٗي ثشآٍسد وٌٌذُ خغب دس دػتِ سٍؽ

ًؼجت ثِ سٍؽ ثبصٗبفت تٌؾ ثش هجٌبٕ ًمبط فَق ّوگشا دس تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه خَاّذ داؿت. خْت ثشسػٖ كحت اٗي سٍؽ 

آهذُ اص اٗي سٍؽ ثب سٍؽ هجتٌٖ ثش  ثِ دػت٘ؼ٘تِ داسإ حل تحل٘لٖ ٍ همبٗؼِ ًتبٗح ثِ هذلؼبصٕ ٍ تحل٘ل ػِ هؼئلِ الاػت

ّب ًـبى دٌّذُ وبساٖٗ هٌبػت اٗي سٍؽ آهذُ اص توبهٖ هثبل ثِ دػتًمبط فَق ّوگشا ٍ حل دل٘ك پشداختِ ؿذُ اػت. ًتبٗح 

ش دٗگش خْت ثْجَد تٌؾ ٍ ثشآٍسد خغب دس اص اٗي سٍؽ ً٘ض ثِ ػٌَاى ٗه سٍؽ ػبدُ ٍ هَث تَاىثبؿذ ٍ ثش اٗي اػبع هٖهٖ

 سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗه ًبم ثشد.

 

 .تىٌ٘ه ًشثض؛ ثشآٍسد خغب ؛ثْجَد تٌؾ؛ تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه :کلوبت کلیدی
 

 
 

 هقدهِ -9
گبهْبٕ ؿٌبخت ٍ اسصٗبثٖ كح٘ح هؼبٗل تحل٘ل ػبصُ اص اٍل٘ي 

سٍد. اٗي تحل٘ل دس ًْبٗت هٌدش ثِ حل هٌْذػٖ ثِ ؿوبس هٖ

ؿَد وِ دس حبلت ولٖ داسإ هؼبدلات دٗفشاًؼ٘لٖ هٖ

ّبٕ پ٘چ٘ذگٖ ثؼ٘بس صٗبدٕ اػت ٍ تٌْب ثب اػتفبدُ اص سٍؽ

ّبٕ هختلف ّبٕ اخ٘ش سٍؽثبؿذ. دس دِّ ػذدٕ لبثل حل هٖ

تَاى ثِ اًذ وِ اص خولِ هْوتشٗي آًْب هٖػذدٕ تَػؼِ ٗبفتِ 

ّبٕ تفبضل هحذٍد، سٍؽ اخضإ هحذٍد ٍ دػتِ سٍؽ

سٍؿْبٕ هَػَم ثِ سٍؿْبٕ ثذٍى هؾ اؿبسُ وشد. اص ه٘بى اٗي 

سٍؿْب، سٍؽ اخضإ هحذٍد ثِ ػٌَاى سٍؿٖ لذستوٌذ دس 

ثؼ٘بسٕ اص ػلَم هٌْذػٖ ؿٌبختِ ؿذُ ٍ تَػؼِ ٗبفتِ اػت. 

ؿىل گشفت ٍ اهشٍصُ ثب  1960تب  1950اٗي سٍؽ دس دِّ 
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ّبٕ تفبضل هحذٍد ٍ ثذٍى وبّؾ ػَ٘ة ٍ ادغبم آى ثب سٍؽ

هؾ ثؼ٘بسٕ اص هـىلات داًـوٌذاى هىبً٘ه هحبػجبتٖ سا 

سغن اٗي پ٘ـشفت لبثل هلاحظِ، هشتفغ ػبختِ اػت. اهب ػلٖ

سا وبهل ٍ  تَاى سٍؿٖ سا ٗبفت وِ ثتَاى آىٌَّص ّن ًوٖ

تَاى ثِ  لِ اٗي ًَالق ٍ هـىلات هٖثذٍى ًمق ًبه٘ذ. اص خو

ضؼف دس تَل٘ذ دل٘ك ؿىل هؼبٗل داسإ ٌّذػِ پ٘چ٘ذُ، 

ضؼف دس هذلؼبصٕ دل٘ك هؼبئل ثب تغ٘٘شات ؿذٗذ دس خَاف 

هلبلح ٍ ً٘ض ً٘بص ثِ تَل٘ذ هىشس ؿجىِ الوبًْب دس ثشخٖ هؼبئل، 

ؿًَذ ٍ ٗب  ًظ٘ش هؼبئلٖ وِ دس چبسچَة لاگشاًظٕ حل هٖ

 ؿىل ػبصُ، اؿبسُ ًوَد. ػبصٕ هؼبئل ثٌِْ٘

تمشٗجب ٗه دِّ پغ اص ؿىل گ٘شٕ سٍؽ اخضإ هحذٍد ٍ 

ّب،  دل٘ل تَػؼِ ساٗبًِِ ٍ ث 1980تب  1970ّبٕ ث٘ي ػبل

ّبٕ چـوگ٘شٕ دس ػلن هذلؼبصٕ ٌّذػِ ثِ ووه پ٘ـشفت

ؿىل گشفت. ٍاضح اػت وِ تحل٘ل هؼبئل هٌْذػٖ ثش  1ساٗبًِ

 ّب هجٌبٕ ٌّذػِ اػتَاس اػت ٍ اػتفبدُ اص اٗي پ٘ـشفت

تَاًذ ووه ؿبٗبًٖ ثِ تحل٘ل هٌْذػٖ دس سفغ ًمبٗق خَد هٖ

دل٘ل ػذم ّن صهبًٖ پ٘ذاٗؾ سٍؽ اخضإ ِ ًوبٗذ، اهب ث

ّبٕ عشاحٖ ثِ ووه ساٗبًِ، اٗي اتلبل ث٘ي هحذٍد ٍ سٍؽ

 ٌْذػٖ ٍ عشاحٖ ثِ ووه ساٗبًِ ثِ ٍخَد ً٘بهذ. تحل٘ل ه

ّبٕ عشاحٖ ثِ ّبٖٗ وِ ثشإ ٍسٍد تىٌ٘هاص اٍل٘ي تلاؽ

 ػبلْبٕ ووه ساٗبًِ دس تحل٘ل هٌْذػٖ كَست پزٗشفت دس

>؛ 3-1= اًدبم ؿذ 3َّل٘گ ٍ 2ٍ تَػظ و٘گبى 2004تب  1998

هحذٍد،  اخضإ دس هَسد اػتفبدُ ؿىل تَاثغ خبٕ وِ دس آى ثِ

اٗي  2005 ػبل اػتفبدُ ؿذُ ثَد. دس 4اػپلاٗي پبِٗ تَاثغ اص

ّبٕ ًؼجٖ غ٘ش اػپلاٗي -ثٖ ( 5ًشثض تَاثغ اص اػتفبدُ ثب اٗذُ

آٌٗذ  هٖ ثِ دػت اػپلاٗي تَاثغ تَػؼِ اص وِ 6ٗىٌَاخت(

 تحل٘ل سٍؽ ٍ ٗبفت تىبهل >4= ٍ ّوىبساًؾ 7تَػظ َّ٘ص

اص خَاف  گشفت. دس اٗي سٍؽ ضوي اػتفبدُ ًبم اٗضٍطئَهتشٗه

ّب، ػغَح ٍ تَاثغ پبِٗ اػپلاٗي ٍ ًشثض دس تؼشٗف دل٘ك هٌحٌٖ

احدبم، ّوبًٌذ تَاثغ ؿىل دس سٍؽ اخضإ هحذٍد، اص آًْب 

ؿَد. ثِ عَس  ٗبثٖ ٍ تمشٗت ػبصٕ ّن اػتفبدُ هٖخْت دسٍى

                                                        
1 Computer Aided Design 
2 Kagan 
3 Hollig 
4 Spline 
5 NURBS 
6 Non-Uniform Rational B-Splines (NURBS) 
7 Hughes 

دس همبٗؼِ ثب دٗگش  8خلاكِ اص هضاٗبٕ سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗه

چَى، اهىبى هذلؼبصٕ تَاى ثِ هَاسدٕ ّبٕ ػذدٕ هٖسٍؽ

تش، دلت لبثل هلاحظِ دس الٌبع ؿشٗظ هشصٕ، ػذم ً٘بص  دل٘ك

ثِ ؿجىِ ثٌذٕ هدذد دس هؼبئلٖ وِ هذل ٌّذػٖ دس ح٘ي 

ؿَد، وبّؾ لبثل هلاحظِ اًذاصُ دػتگبُ  حل دچبس تغ٘٘ش هٖ

هؼبدلات، اًؼغبف پزٗشٕ ٍ ػبدگٖ دس هؼبئل ثْجَد ؿجىِ ٍ 

لٖ وِ ل هؼبدلات دٗفشاًؼ٘لبثل٘ت اػتفبدُ اص اٗي سٍؽ دس ح

>. دس 5= اؿبسُ وشد ،ثبؿٌذ ش هٖضشائت آًْب خَد تبثؼٖ هتغ٘

ّبٕ  چٌذ ػبل اخ٘ش، سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗه ثِ ػشػت دس صهٌِ٘

ّب ٍ ٗب  هختلفٖ ّوچَى دٌٗبه٘ه ػ٘بلات، هىبً٘ه ػبصُ

الىتشٍهغٌبع٘غ تَػؼِ دادُ ؿذُ اػت. ّوچٌ٘ي دس اٗي 

ػت وِ ثشإ هغبلؼِ ث٘ـتش صهٌِ٘ ٗه وتبة ثِ چبح سػ٘ذُ ا

 ].6[ًوَد تَاى ثِ آى هشاخؼِ  هٖ

سٍد  ّبٕ ػذدٕ ثِ ؿوبس هٖخغب ثخؾ خذاًـذًٖ تحل٘ل

ٍ ّوَاسُ ثبػث ًگشاًٖ هحمم٘ي دس لبثل٘ت اػتوبد ًتبٗح ثَدُ 

ّبٖٗ وِ دس آى ٗه سٍؽ ػوَهٖ اص  اػت. اص اٍل٘ي همبلِ

ّبٖٗ اػت وِ تَػظ  تخو٘ي خغب ث٘بى ؿذ، همبلِ

ًَؿتِ ؿذُ اػت. سٍؽ  1910دس ػبل  9ػَىسٗچبسد

وٌذ وِ  سٗچبسدػَى دس تخو٘ي خغب اص اٗي حم٘مت پ٘شٍٕ هٖ

خغب دس ّش عشحٖ اص تفبٍت هحذٍد، هؼوَلا ثِ اًذاصُ 

>. وبس اكلٖ دس 7= ّبٕ هَسد اػتفبدُ  ثؼتگٖ داسد هؾ

 11ٍ سٌٗجَلت 10تَػظ ثبثَؿىب ٍ 1978تخو٘ي خغب دس ػبل 

إ ًبم گشفت ِ سٍؽ ثبل٘وبًذُّب وآى>. سٍؽ 9ٍ  8= آغبص ؿذ

ثش اٗي اػبع ثَد وِ ثب لشاس دادى حل حبكل اص سٍؽ اخضإ 

هحذٍد دس هؼبدلِ دٗفشاًؼ٘ل اٍلِ٘ ٍ هحبػجِ هبًذُ آى ٍ ً٘ض 

ّب، تخوٌٖ٘ اص هحبػجِ پشؽ ه٘ذاى گشادٗبى دس لجِ الوبى

آٗذ. دػتٔ دٗگش اص  خغبٕ حل اخضإ هحذٍد ثِ دػت هٖ

ذ وِ ٌثبؿّبٕ ثبصٗبفت تٌؾ هٖسد خغب، سٍؽّبٕ ثشآٍسٍؽ

تَػظ آصهَى ٍكلِ  1994عجك تحم٘مبتٖ وِ ثبثَؿىب دس ػبل 

ّبٕ ّب دس همبٗؼِ ثب سٍؽخَد اًدبم داد، پٖ ثشد وِ اٗي سٍؽ

ثبؿٌذ  تشٕ ثشخَسداس هٖإ اص دلت ٍ ّوگشاٖٗ ثْ ثبل٘وبًذُ

ثِ عَس ولٖ ثبصٗبفت تٌؾ سٍؿٖ ثِ هٌظَس ثبلا  >.11 ٍ 10=

 ثِ دػتپَ٘ػتِ ٍ ّوَاس ًوَدى ه٘ذاى تٌؾ  ثشدى دلت ٍ

                                                        
8 Isogeometric 
9 Richardson 
10 Babuska 
11 Rheinboldt 



 

 

 

 15          گنجعلیو  حسنی 2/ شماره 2دوره / 1391ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 

ثبؿذ. ثب اػتفبدُ اص ثبصٗبفت آهذُ اص تحل٘ل ػذدٕ هؼبئل هٖ

تٌؾ، ٗه خَاة ًضدٗه ثِ حل دل٘ك هحبػجِ ؿذُ وِ دلت 

ثبلاتشٕ ًؼجت ثِ حل اٍلِ٘ خَاّذ داؿت. اص خولِ اثتذاٖٗ 

تَاى ثِ  ّبٕ ثبصٗبفت تٌؾ دس اخضإ هحذٍد هٖؽتشٗي سٍ

دس ػبل  2ٍ ووپجل 1سٍؽ ه٘بًگ٘ي گ٘شٕ وِ تَػظ ٌّ٘تي

دس  4ٍ ثشاچلٖ 3وِ تَػظ اٍدى L2ٍ سٍؽ تلَٗش  ]12[ 1974

اؿبسُ وشد. اكلٖ تشٗي  ،ثِ وبس ثشدُ ؿذُ ]13[ 1971ػبل 

تَػظ  1992ّبٕ ثبصٗبفت تٌؾ دس ػبل گبم دس سٍؽ

 SPRثب سٍؽ ]14[ 6ٍ صٍ 5صٌٗىَٗچ
ثشداؿتِ ؿذ. اػبع اٗي  7

ًمبط فَق ّوگشا دس  ًمبعٖ ثِ ًبم سٍؽ ثشهجٌبٕ اػتفبدُ اص

آهذُ اص تحل٘ل  ثِ دػتػت وِ دس آًْب تٌؾ ااخضإ هحذٍد 

تمشٗجٖ ًؼجت ثِ ػبٗش ًمبط داسإ دلت ث٘ـتشٕ اػت. ثؼذ اص 

آى اػتفبدُ اص ل٘ذ هؼبدلات تؼبدل خْت ثْجَد وبساٖٗ سٍؽ 

SPR ثب تَخِ ثِ ػذم اسضبٕ هؼبدلات ]21–15[ دًجبل ؿذ .

ثَٗظُ  SPRآهذُ اص سٍؽ  ثِ دػتتؼبدل تَػظ تٌؾ ثبصٗبفتٖ 

ّب ثب اػتفبدُ اص ل٘ذ هؼبدلات دس ًضدٗه هشصّب، دس اٗي سٍؽ

 ػؼٖ ثش ثْجَد وبساٖٗ ثشآٍسد وٌٌذُ خغب ؿذُ اػت. ،تؼبدل

دس سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗه ً٘ض ثب ٍخَد اػتفبدُ اص تىٌ٘ه 

ًشثض دس هذلؼبصٕ داهٌِ هؼئلِ ٍ حزف خغبٕ هذلؼبصٕ 

آهذُ اص ثشآٍسد  ثِ دػتٌّذػِ، ػذم اعوٌ٘بى ًؼجت ثِ ًتبٗح 

خبثدبٖٗ ثب تَاثغ ؿىل ًشثض ٍخَد داسد. اٗي ػذم اعوٌ٘بى 

ا ّب ث٘ـتش اػت، صٗشآهذُ ثشإ تٌؾ ثِ دػتًؼجت ثِ ًتبٗح 

دس اٗي سٍؽ ً٘ض ه٘ذاى وشًؾ ٍ تٌؾ حبون ثش هؼئلِ، ثب 

آهذُ اص حل تمشٗجٖ  ثِ دػتهـتك گ٘شٕ اص ه٘ذاى خبثدبٖٗ 

ؿَد، وِ اٗي اهش ثبػث وبّؾ هشتجِ ّوگشاٖٗ هحبػجِ هٖ

ؿَد. دس اٗي پظٍّؾ ثب اػتفبدُ اص تٌؾ ًؼجت ثِ خبثدبٖٗ هٖ

سٍؽ ً٘شٍّبٕ ٍاسد ثش ّش ٍكلِ اص تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه، 

ؿَد وِ داسإ دلت دٗگشٕ ثشإ هحبػجِ تٌؾ هؼشفٖ هٖ

ث٘ـتشٕ اػت. ثب اػتفبدُ اص اٗي ػغح تٌؾ ثْجَد ٗبفتِ ً٘ض 

تَاى ثِ ثشآٍسد تَصٗغ خغبٕ داهٌِ هذلؼبصٕ ؿذُ پشداخت.  هٖ

لاصم ثِ روش اػت وِ اٍل٘ي سٍؽ ثشآٍسد خغب ثش هجٌبٕ 

                                                        
1 Hinton 
2 Campbell 
3 Oden 
4 Brauchli 
5 Zienkiewicz 
6 Zhu 
7 superconvergent patch recovery 

 ثبصٗبفت تٌؾ دس تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه، تَػظ حؼٌٖ ٍ

دس  SPR. اػبع سٍؽ آًْب، هـبثِ سٍؽ ]5[ ّوىبساى اسائِ ؿذ

اخضإ هحذٍد، ثشگشفتِ اص خبك٘ت فَق ّوگشاٖٗ تٌؾ دس 

ّبٕ سٍؽ ًمبط اًتگشال گ٘شٕ گَػٖ اػت. ٗىٖ اص ٍٗظگٖ

اسائِ ؿذُ دس اٗي پظٍّؾ، ػذم ً٘بص ثِ ًمبط فَق ّوگشا دس 

َع ثشآٍسد خغبٕ هؼبئلٖ اػت وِ اص سٍؿٖ ثِ غ٘ش اص سٍؽ گ

. خْت ثشسػٖ هٖ ًوبٌٗذخْت اًتگشال گ٘شٕ ػذدٕ اػتفبدُ 

ثِ تمشٗجٖ ٕ اًشطٕ دل٘ك ٍ ّبًشم خغب ،وبساٖٗ اٗي سٍؽ

گشا ٍ سٍؽ اسائِ ًمبط فَق ّوثب سٍؽ هجتٌٖ ثش دػت آهذُ 

. ت٘ش دٍ ػش هفلل تحت اًذ ؿذٍُّؾ همبٗؼِ ؿذُ دس اٗي پظ

ٍ كفحِ تشوذاس تحت  8ثبس گؼتشدُ، ت٘ش عشُ ت٘وَؿٌىَ

ثبؿٌذ. ًتبٗح  وـؾ، ػِ هؼئلِ حل ؿذُ دس اٗي پظٍّؾ هٖ

ّب، تَصٗغ خغب ثب اػتفبدُ اص دّذ وِ دس توبهٖ هثبل ًـبى هٖ

اٗي سٍؽ ًؼجت ثِ سٍؽ هجتٌٖ ثش ًمبط فَق ّوگشا، ثِ تَصٗغ 

آهذُ  ثِ دػتخغبٕ دل٘ك ًضدٗىتش اػت ٍ تٌؾ ثْجَد ٗبفتِ 

گشا اص جتٌٖ ثش ًمبط فَق ّواص اٗي سٍؽ ًؼجت ثِ سٍؽ ه

 دلت ث٘ـتشٕ ثشخَسداس اػت.

 

  اسپلایي ٍ ًربس -بی -2
دس اٗي ثخؾ ثِ عَس خلاكِ ٍ دس حذ ً٘بص، ثِ هؼشفٖ 

ؿَد. ثشإ  اػپلاٗي ٍ ًشثض پشداختِ هٖ -ّب ٍ ػغَح ثٖ هٌحٌٖ

> پ٘ـٌْبد 23ٍ  22آؿٌبٖٗ ث٘ـتش، هشاخؼِ ثِ هشاخغ =

 ؿَد. هٖ

ّب  اػپلاٗي -ؿًَذ. ثٖ ّب ػبختِ هٖ اػپلاٗي -ًشثضّب اص ثٖ

9دس ٗه فضبٕ پبساهتشٕ )ًبحِ٘(
ؿًَذ. ًَاحٖ  تؼشٗف هٖ 

هزوَس داهٌٔ هذلؼبصٕ ؿذُ سا ثِ چٌذٗي صٗش داهٌِ تمؼ٘ن 

دس فضبٕ پبساهتشٕ ٗه ثؼذٕ اص  10وٌٌذ. ٗه ثشداس گشّٖ هٖ

 >.23= ؿَد ٗه ػشٕ هختلبت ثِ كَست صٗش تـى٘ل هٖ

(1)  , ,..., ,
1 2 1

1,2,..., 1
1

n p

i n p
i i

  

 

 
 

   


 

وِ دس آى
i
 i ،ُاه٘ي گشp  ٍ ٕهشتجِ چٌذ خولِ اn  تؼذاد

سٍد. اًَاع  اػپلاٗي ثِ ؿوبس هٖ -تَاثغ ؿىل تـى٘ل دٌّذُ ثٖ

هختلفٖ اص ثشداسّبٕ گشُ إ ٍخَد داسد ٍلٖ دس اٗي ثحث 

                                                        
8 Timoshenko 
9 Patch 
10 Knot Vector 
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ثشداسّبٕ گشُ ًبم ِ فمظ اص ًَع خبكٖ اص ثشداسّبٕ گشُ إ ث

وٌ٘ن. اٗي ًَع ثشداسّب ثِ  اػتفبدُ هٖ 2)ٗب ثبص( 1إ ًبهتٌبٍة

 ؿًَذ: ؿىل صٗش ًـبى دادُ هٖ

(2) 
1 1

1 1

,..., , ,..., , ,...,p m p

p p

a a b b   

 

  
   

  

 

وِ ثب  pاػپلاٗي اص دسخِ اه٘ي تبثغ پبِٗ إ ثiٖدس اٗي كَست 

 ,
N

i p
 ٖؿَد كَست صٗش تؼشٗف هِٖ ؿَد ث ًـبى دادُ ه 

=23:< 

(3) 
 

1
1

,0 0

if
i iN

i otherwise

  






 
 

     
1

, , 1 1, 1
1 1 1

i piN N N
i p i p i p

i i i p i

  
  

   

  
 

   
   

 

 

ِ ث pاػپلاٗي اص دسخِ -ثب اػتفبدُ اص تؼبسٗف ثبلا، هٌحٌٖ ثٖ

 >:23= ؿَد كَست صٗش تؼشٗف هٖ

(4)    ,

0

n

i p i

i

C N P a b  


   

 C ξ ( ٕٗه هٌحٌٖ چٌذ خولِ إ لغؼِ اPiecewise 

polynomial curve اػت وِ دس آى ) iP  ٍ ًٖمبط وٌتشل

  ,i pN  ٖاػپلاٗي ّؼتٌذ وِ سٍٕ ثشداس  -تَاثغ پبِٗ إ ث

0a( ثب فشم2ساثغِ ) ثِ كَستگشُ إ ًبهتٌبٍثٖ   ٍ1b  

1nدسخِ تَاثغ پبِٗ،  pؿًَذ. اگش تؼشٗف هٖ   تؼذاد ًمبط

1mوٌتشلٖ ٍ   ُتَاى ساثغِ  ّب ثبؿٌذ، آًگبُ هٖ تؼذاد گش

1m n p   ّب ًَؿت.سا ثشإ آى 

صٗش  ثِ كَستاػپلاٗي  -ثِ عشص هـبثْٖ ػغَح ثٖ

 >:23= ؿَد تؼشٗف هٖ

(5)      , , ,

0 0

,
n m

i p j q i j

i j

S N N P   
 

 

 وِ دس آى:

(6) 
1 1

1 1

0,...,0, ,..., ,1,...,1 ;p r p

p p

   

 

  
   

  

 

1 1

1 1

0,...,0, ,..., ,1,...,1q s q

q q

   

 

  
  
  

H 

                                                        
1 Nonperiodic knot vector 
2 Open 

1rداسإ عَسٕ وِ ثشداس گشُ إ ِ ث  ٍ ُگشH  ٕداسا

1s  ٖثبؿذ گشُ ه. 

صٗش تؼشٗف  ثِ كَست pٗه هٌحٌٖ ًشثض اص دسخِ

 >:23= ؿَد هٖ

(7)  
 

 

,

0

,

0

n

i p i i

i

n

i p i

i

N w P

C a b

N w



 







  



 

وِ دس آى iP ،ًٖمبط وٌتشل iw ّب ٍ ٍصى  ,i pN  

وِ ثش سٍٕ  ّؼتٌذ، pاػپلاٗي اص دسخِ -تَاثغ پبِٗ إ ثٖ

 ( تؼشٗف ؿذُ اًذ.2ساثغِ ) ثِ كَستثشداس گشُ إ 

، ٍ pاص دسخِ دس ًْبٗت، ٗه ػغح ًشثض وِ دس خْت 

 ؿَد صٗش تؼشٗف هٖ ثِ كَستثبؿذ،  qاص دسخِ  دس خْت 

=23:< 

(8)  
   

   

, , , ,

0 0

, , ,

0 0

, ,

0 , 1

n m

i p j q i j i j

i j

n m

i p j q i j

i j

N N w P

S

N N w

 

 

 

 

 

 



 




 

دس ػجبست فَق ,i jP ٖثبؿذ وِ دس دٍ  ؿجىِ ًمبط وٌتشلٖ ه

ّوچٌ٘ي خْت تؼشٗف ؿذُ اػت؛ ,i jw ّب ٍ  ٍصى

  ,i pN   ٍ  ,j qN  ٖاػپلاٗي ّؼتٌذ  -تَاثغ پبِٗ إ ث

( تؼشٗف ؿذُ 6ّبٕ گشُ إ ثِ كَست ساثغِ ) وِ ثش سٍٕ ثشداس

ثِ إ سا  ( اگش تَاثغ پبِٗ إ ًؼجٖ لغؼ8ِ) دس ساثغِ .اًذ

 صٗش تؼشٗف وٌ٘ن: كَست

(9)  
   

   

, , ,

,

, , ,

0 0

,
i p j q i j

i j n m

k p l q k l

k l

N N w
R

N N w

 
 

 
 




 

 خَاّ٘ن داؿت:

(10)    , ,

0 0

, ,
n m

i j i j

i j

S R P   
 

 

 ثِ دػتؿجىِ ًمبط وٌتشلٖ ٍ ػغح ًشثض  1دس ؿىل 

 ؿَد.  آهذُ اص آى هـبّذُ هٖ
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  بِ آى ضبکِ ًقبط کٌترلی ٍ سطح ًربس هربَط -9ضکل 

 

   بٌدی تحلیل ایسٍشئَهتریکفرهَل -3
ولٖ دس سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗه، همذاس هدَْل هؼئلِ دس  عَسثِ

( xٕ تغ٘٘ش هىبى خْت حبلت دٍثؼذٕ، )ثِ عَس هثبل هَلفِ

ؿَد وِ استفبع  ثِ ػٌَاى ٗه ػغح ًشثض، عَسٕ تؼ٘٘ي هٖ

، ث٘بى ػغح تـى٘ل ؿذُ اص تشاص هجٌب دس ّش ًمغِ اص داهٌِ

ٕ همذاس هدَْل هؼئلِ دس آى هىبى ثبؿذ. دس هؼبئل وٌٌذُ

إ اًتخبة تٌؾ ٍ وشًؾ هؼغح، اگش ًمبط وٌتشلٖ سا ثِ گًَِ

x,) ّبٕ اٍل ٍ دٍم هختلبت اٗي ًمبط وٌ٘ن وِ هَلفِ yP P ،)

ثشآٍسد وٌٌذ، دس اٗي  xyثتَاًٌذ ٌّذػِ هؼئلِ سا دس كفحِ 

هختلبت اٗي ًمبط سا عَسٕ هحبػجِ ػَم  ٕكَست هَلفِ

إ وٌ٘ن وِ دسًٍ٘بثٖ ث٘ي اٗي ًمبط ثِ ٍػ٘لِ تَاثغ پبِٗ هٖ

ٕ تغ٘٘ش هىبى آى ًمغِ ثبؿذ. دس حم٘مت ًشثض ًـبى دٌّذُ

 xyٕ إ تـى٘ل داد وِ تلَٗش آى سٍٕ كفحِتَاى سٍِٗ هٖ

ٕ ٌّذػِ هؼئلِ ٍ استفبع سٍِٗ دس ّش ًمغِ ًـبى دٌّذُ

ٕ تغ٘٘ش هىبى آى ًمغِ ًـبى دٌّذُ xyًؼجت ثِ كفحِ 

سا ثِ تشت٘ت ثب  x  ٍyثبؿذ. ثٌبثشاٗي اگش تغ٘٘ش هىبى دس خْت 

u ٍv ٖتَاى تغ٘٘ش هىبى ّش ًمغِ دس داخل  ًـبى دّ٘ن، ه

ًمبط وٌتشلٖ  كَست صٗش اص سٍٕصٗش داهٌِ ًشثض )ٍكلِ( سا ثِ

 :ًٍ٘بثٖ وشدهشثَط دس

(11) 
 

 

 

 

, ,

1 1

, ,

1 1

,
,

,
,

n m

i j u i j

i j

n m

i j v i j

i j

R
u x y

v x y
R

 

 

 

 

 
     

     
    

 
 





P

u u

P

 

i,ٕ ثبلادس ساثغِ jPِّبٕ ػَم  ّب ًوبٗـگش ثشداس هَلف

i,هختلبت ًمبط وٌتشلٖ ًشثض،  jR ِٗإ ًشثض ٍتَاثغ پبm   ٍn 

 ثبؿٌذ. هٖ x  ٍyّبٕ دس خْت تؼذاد ًمبط وٌتشلٖ

وٌذ  خبك٘ت ثبصُ تبث٘ش تَاثغ ًشثض وِ ث٘بى هٖ ثب تَخِ ثِ

فمظ تؼذاد هحذٍدٕ اص اٗي تَاثغ غ٘ش كفش    ٍثشإ ّش 

تَاى ثشإ وبّؾ ّضٌِٗ هحبػجبت، هؼبدلِ  >، ه23ٖ= ثبؿٌذ هٖ

خَاّذ ؿذ، تغ٘٘ش داد.  ث٘بى( سا ثِ كَستٖ وِ دس اداهِ 11)

ّبٕ  ثِ تشت٘ت دس دّبًِ   ٍثذٗي هٌظَس اگش فشم وٌ٘ن 

1,iاُم لشاس داسًذ )ٗؼٌٖ  jاُم ٍ  iإ گشُ i     ٍ

1,j j   
ِگشُإ دس خْت ثشداس ٕ تَاثغ پبِٗ(، ٍ دسخ

گبُ ثبؿٌذ، آى H ،qإ ٍ دس خْت ثشداس گشُ  ،pإ 

فمظ حذاوثش   1 1p q  ِٗإ غ٘ش كفش ٍخَد تبثغ پب

تٌْب ثش تؼذاد خَاّذ داؿت. دس اٗي كَست ّش الوبى ًشثض 

هـخلٖ اص ًمبط وٌتشلٖ پ٘شاهَى خَد تبث٘شگزاس اػت. ثِ 

ّب ٍ ًمبط وٌتشلٖ داهٌِ ؿجىِ الوبى 2عَس هثبل دس ؿىل 

هذلؼبصٕ ؿذُ ثب چْبس ٍكلِ تَػظ تَاثغ پبِٗ ًشثض دسخِ ػِ 

ؿَد ّش ًـبى دادُ ؿذُ اػت. ّوبى عَس وِ هـبّذُ هٖ

( ًمغِ 3+1()3+1)  ;16الوبى ًشثض دس ثبصُ تبث٘ش خَد داسإ

 ثبؿذ.وٌتشلٖ هٖ
 

 
 الف( ضبکِ الوبًْب

 

 
 ة( ضبکِ ًقبط کٌترلی

ًقبط کٌترلی هَرد تبثیر ّر الوبى از داهٌِ هدلسبزی  -2ضکل 

 ضدُ بب چْبر ٍصلِ ٍ تَابع ضکل ًربس درجِ سِ
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( سا 11تَاى هؼبدلِ )ثب تَخِ ثب خبك٘ت ثبصُ تبث٘ش تَاثغ ًشثض هٖ

 :( ث٘بى ًوَد13( ٍ )12ّبٕ ) هؼبدلِثِ كَست 

(12) 
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(13) .u R P 
هبتشٗغ  Pإ ًؼجٖ ًشثض ٍهبتشٗغ تَاثغ پبِٗ Rوِ دس آى 

 صٗش ّؼتٌذ: كَستػتًَٖ هختلبت ًمبط وٌتشلٖ ثِ 

(14) 
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ؿَد وِ تٌْب پبساهتش ( هـبّذُ ه13ٖثب تَخِ ثِ ساثغِ )

، ثشداس x  ٍyهدَْل ثشإ تؼ٘٘ي ػغح تغ٘٘ش هىبى دس خْت 

P ّٖبٕ ػَم هختلبت ثبؿذ. هحذٍدٗتٖ وِ ثشداس هَلفِه

وٌذ، اسضبٕ هؼبدلِ  ًمبط وٌتشلٖ ًشثض سا هـخق هٖ

دٗفشاًؼ٘ل تؼبدل دس فضبٕ تبث٘ش ّش الوبى ًشثض دس تحل٘ل 

 اٗضٍطئَهتشٗه اػت. 

هؼبدلِ دٗفشاًؼ٘ل تؼبدل ٍ ؿشاٗظ هشصٕ ً٘شٍ ٍ خبثدبٖٗ 

تَاى ثِ حبون ثش ٗه هؼئلِ الاػت٘ؼ٘تِ دٍ ثؼذٕ سا هٖ

 :ًوَد( تؼشٗف 16كَست ساثغِ )

(16)  
0

ˆ

T

t

u

in

on

on
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 

 

L σ b

σn t

u u

 

ثبؿذ ٍ ثِ كَست صٗش تؼشٗف ػولگش هـتك هٖ Lوِ دس آى 

 ؿَد:هٖ

(17) 
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L 

ٍσ ،u  ٍb ٍّٕبٕ ثِ تشت٘ت ثشداسّبٕ تٌؾ، خبثدبٖٗ ٍ ً٘ش

ً٘شٍّبٕ ػغحٖ اص پ٘ؾ تؼ٘٘ي ؿذُ ثش  tثبؿٌذ. حدوٖ هٖ

سٍٕ هشص عج٘ؼٖ
t ٍû  خبثدبٖٗ اص پ٘ؾ تؼ٘٘ي ؿذُ ثش

 سٍٕ هشص ضشٍسٕ
u ٍn  ثشداس ٗىِ ػوَد ثش ّش ًمغِ اص هشص

 (.سا ثجٌ٘٘ذ 3)ؿىل  ثبؿذعج٘ؼٖ ٍ ثِ ػوت خبسج ػغح هٖ
 

 

 ضرایط هرزی یک هسئلِ الاستیسیتِ دٍ بعدی -3ضکل 

 

( ٍ ثب اػتفبدُ اص سٍؽ تغ٘٘ش 16( دس )13ثب خبٗگزاسٕ هؼبدلِ )

 كَستهىبى هدبصٕ ٍ ٗب سٍؽ هٌ٘٘ون وشدى تبثغ پتبًؼ٘ل 

 آٗذ:هٖ ثِ دػت( ثِ كَست صٗش 16ضؼ٘ف هؼبدلِ )

(18) ( ) 0
t

T T Td d d
  

     B DBP R b R t 

هبتشٗغ  D(، 15( ٍ )14هغبثك ثب سٍاثظ ) R  ٍPوِ دس آى 

هبتشٗغ هـتمبت تَاثغ ؿىل ًشثض ثِ  Bخَاف هلبلح ٍ 

 ؿَد:  كَست صٗش تؼشٗف هٖ
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 ( سا ثِ كَست صٗش ث٘بى ًوَد:18تَاى هؼبدلِ )ّوچٌ٘ي هٖ

(20) KP F 
هدَْلات  P)هبتشٗغ ػختٖ(، هبتشٗغ ضشاٗت Kدس آىوِ 

ً٘شٍّبٕ خبسخٖ  Fهؼئلِ )هختلٔ ػَم ًمبط وٌتشلٖ( ٍ 

 KٍFثبؿٌذ. حبل ثب گؼؼتِ ػبصٕ داهٌِ، داهٌِ هٍٖاسد ثش 

ثِ تشت٘ت اص گشدآٍسٕ هبتشٗغ ػختٖ ٍ ثشداس ً٘شٍٕ ّش الوبى 

  :ؿًَذ( ػبختِ ه21ٖاص فضبٕ پبساهتشٕ، هغبثك ثب ساثغِ )

(21) 
( ) ;

e

e te

T

e

T T

e

d

d d



 

 

   



 

K B DB

F R b R t
 

 P( ٍ هـخق ؿذى ثشداس 20ٍ دس ًْبٗت ثب حل هؼبدلِ )

ثِ ّبٕ وشًؾ ٍ تٌؾ سا ثِ كَست سٍاثظ صٗش تَاى هَلفِ هٖ

 :آٍسد دػت

(22) ; ε BP σ Dε 

 

 هحبسبِ سطح تٌص بْبَد یبفتِ -4
ْبٖٗ وِ خْت ثْجَد ثِ عَس ولٖ دس اٗي سٍؽ، هـبثِ سٍؿ

> اسائِ ؿذُ 21ٍ  18اخضإ هحذٍد دس هشاخغ = ه٘ذاى تٌؾ

اػت، ثب هؼبدل لشاس دادى ً٘شٍّبٕ ػول وٌٌذُ ثش ٗه ٍكلِ اص 

آهذُ اص تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه ٍ  ثِ دػتفضبٕ هحبػجبتٖ 

تَاى ثشإ ّش هَلفِ تٌؾ ثِ ٗه ه٘ذاى تٌؾ ثبصٗبفتٖ، هٖ

 ػغح تٌؾ ثْجَد ٗبفتِ دػت ٗبفت.

ّوبًغَس وِ دس ثخؾ لجل ث٘بى ؿذ، ساثغِ ػبصٕ تحل٘ل 

آهذى ػغح خبثدبٖٗ ثِ گًَِ  ثِ دػتاٗضٍطئَهتشٗه ٍ ًحَٓ 

ش ّش ٗه اص إ اػت وِ ثب اسضبٕ هؼبدلِ تؼبدل دس فضبٕ تبث٘

الوبًْبٕ تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه، تؼبدل دس ول داهٌِ هذلؼبصٕ 

ؿَد. دس كَست ٍخَد تؼبدل دس ول داهٌِ، ّش ؿذُ ثشلشاس هٖ

ٍكلِ ًشثض اص داهٌِ هذلؼبصٕ ؿذُ دس تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه 

تَاى هؼبدلِ ً٘ض دس ؿشاٗظ تؼبدل لشاس داسد. ثِ اٗي تشت٘ت هٖ

اص ول داهٌِ هذلؼبصٕ ؿذُ دس  ( سا ثشإ ٗه ٍكلِ هدضا18)

 تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه، ثِ كَست صٗش ث٘بى ًوَد:

(23) 
( )

0

p p

p p
t

T T

T

d d

d

 




 

   

 



B DBP R b

R t F
 

وِ دس آى
pF ً٘شٍّبٕ ػول ٍ ػىغ 4، هغبثك ؿىل ،

الؼول ث٘ي ٍكلِ خذا ؿذُ ٍ ول داهٌِ هذلؼبصٕ ؿذُ دس 

 ثبؿذ. تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه هٖ

(، 24دس كَستٖ وِ هغبثك ساثغِ )
F  سا ثِ ػٌَاى

ً٘شٍّبٕ حدوٖ ٍ ػغحٖ ٍاسد ثش ٍكلِ خذا ؿذُ اص ول 

داهٌِ هذلؼبصٕ ؿذُ دس تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه فشم وٌ٘ن، 

 :( ث٘بى ًوَد25تَاى ثِ كَست ساثغِ )( سا ه23ٖساثغِ )

(24) p
p t

T Td d
 

   F R b R t 

(25) ( )
p

p

T d  


   B DBP F F 

حبل دس كَستٖ وِ
p  f F F  سا ثِ ػٌَاى ول

ً٘شٍّبٕ ٍاسد ؿذُ ثش ٍكلِ خذا ؿذُ دس ًظش ثگ٘شٗن ٍ هؼلَم 

تَاى ٍكلِ خذا ؿذُ سا ثِ ػٌَاى ٗه ػ٘ؼتن فشم وٌ٘ن، هٖ

صٗش  كَست( سا ثِ 16هدضا دس ًظش گشفت ٍ هؼبدلِ تؼبدل )

 :ثشإ آى ث٘بى ًوَد

(26) ( )
p

p

T d  


    B σ f F F 

ثبؿذ.  ه٘ذاى تٌؾ دل٘ك حبون ثش هؼئلِ هٖ σوِ دس آى 

( سا ًت٘دِ 27تَاى ساثغِ )( ه25ٖ( ٍ )26ثب همبٗؼِ سٍاثظ )

 گشفت. 

 

 

 الف( ضبکِ ًقبط کٌترلی ٍ داهٌِ هدلسبزی ضدُ بب سِ ٍصلِ

 

 

 ٍصلِ جدا ضدُ ٍ ًیرٍّبی ٍارد بر آى ة(

هدلسبزی یک هسئلِ دٍبعدی در رٍش  -4ضکل 

 ایسٍشئَهتریک
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(27) ( ) ( )
p p

T Td d
 

   B σ B DBP 

ساثغِ ثبلا هحذٍدٗتٖ اػت وِ ثِ عَس هؼتم٘ن ثش ه٘ذاى 

ؿَد. حبل ه٘ذاى تٌؾ تٌؾ دل٘ك حبون ثش هؼئلِ ٍاسد هٖ

حبون ثش هؼئلِ سا، ّوبًٌذ ػغَح هفشٍم ثشإ خبثدبٖٗ، ثِ 

كَست ػغَح ًشثض ثب هختلِ ػَم هدَْل ًمبط وٌتشلٖ فشم 

وٌ٘ن. ثشداس هختلبت ػَم ًمبط وٌتشلٖ ثب اػتفبدُ اص  هٖ

خَاّذ آهذ. ٍاضح اػت وِ  ثِ دػت( 27هحذٍدٗت هؼبدلِ )

 ثِ دػتَح تٌؾ اٗي ػغَح تٌؾ ثبصٗبفتٖ ًؼجت ثِ ػغ

آهذُ اص تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه داسإ دلت ث٘ـتشٕ خَاٌّذ 

ؿَد، اٗي ( هـبّذُ ه27ٖثَد. صٗشا ّوبًغَس وِ دس هؼبدلِ )

  ثِ دػتػغَح تٌؾ ثبصٗبفتٖ ثب اًتگشال گ٘شٕ هؼتم٘ن 

آهذُ اص  ثِ دػتآٗذ ٍ هشتجِ آى ًؼجت ثِ ػغَح تٌؾ هٖ

ذاى خبثدبٖٗ تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه وِ اص هـتك گ٘شٕ ه٘

 ؿَد، ثبلاتش اػت.هحبػجِ هٖ

( ّش هَلفِ اص ه٘ذاى تٌؾ ثبصٗبفتٖ دس 28هغبثك ساثغِ )

ٗه ػغح ًشثض ثِ ّوشاُ ثشداس ًمبط  ثِ كَستحبلت دٍ ثؼذٕ، 

ؿَد. هَلفِ اٍل ٍ دٍم  وٌتشلٖ ثب هَلفِ ػَم هدَْل فشم هٖ

 :وٌٌذًمبط وٌتشلٖ، هؼلَم ٍ ٌّذػِ هؼئلِ سا تؼ٘٘ي هٖ

(28) 

* * *

* * * *

* * *
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( وِ اص خبك٘ت ثبصُ تبث٘ش تَاثغ 15( ٍ )14هـبثِ سٍاثظ )

*( ً٘ض، 28ًشثض اػتفبدُ ؿذُ اػت، دس ساثغِ )
R ثِ كَست

*( ٍ 29ساثغِ )

P ثشإ ّش هَلفِ تٌؾ  ِثِ كَست ساثغ

 :ؿَد( تؼشٗف ه30ٖ)
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*حبل ثب خبٗگزاسٕ
σ ( ِخَاّ٘ن داؿت:27دس هؼبدل ) 

(31) *( ) ( )
p p

T Td d
 

   B σ B DBP 

آهذُ اص تحل٘ل  ثِ دػتّبٕ تٌؾ دس كَستٖ وِ هَلفِ

( دس 32اٗضٍطئَهتشٗه دس ّش ٍكلِ سا ً٘ض ثِ كَست هؼبدلِ )

(، ٗؼٌٖ ً٘شٍّبٕ ٍاسد ثش 31ًظش ثگ٘شٗن، ػوت ساػت هؼبدلِ )

 :( ث٘بى ًوَد33تَاى ثِ كَست هؼبدلِ ) ّش ٍكلِ سا هٖ

(32) 
0 0

0 0

0 0

x

iso y

xy

    
    

       
         

σ

σ σ

τ

 

(33) 
( ) ( )

p p

T T

iso p

x y xy

d d
 

   
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 B DBP B σ F

F F F
 

 ثشإ ه٘ذاى تٌؾ ثبصٗبفتٖ ً٘ض خَاّ٘ن داؿت:ثِ عَس هـبثِ، 

(34) 
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* *
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xy
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(35) * * * * *( )
p x y xy

p

T d


     B σ F F F F 

( ٍ 36( سا ثِ كَست سٍاثظ )31تَاى هؼبدلِ )دس اٌٗلَست هٖ

 ( ث٘بى ًوَد:37)

(36) * * *, ,
x xyx y y xy  F F F F F F 

(37) * * *

; , ,
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وِ دس آى 
، ثشإ ّش هَلفِ تٌؾ ثِ كَست صٗش تؼشٗف 1

 :ؿَد هٖ
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(38) 
1 0 0

0 , 1 , 0

0 0 1
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( ً٘شٍّبٕ حبكل اص ّش هَلفِ تٌؾ تحل٘ل 37دس ساثغِ )

ّبٕ تٌؾ ثبصٗبفتٖ اٗشٍطئَهتشٗه ٗه ٍكلِ، ثب ً٘شٍّبٕ هَلفِ

ثشاثش لشاس دادُ ؿذُ اػت. اٗي تؼبٍٕ ثشإ ّش هَلفِ تٌؾ ثِ 

هشثؼبت ٍ تؼشٗف  حذاللكَست تمشٗجٖ، ثب اػتفبدُ اص سٍؽ 

 :گشددثِ كَست صٗش ثش لشاس هٖ تبثغ 

(39) * *
T

iso iso

     
         C P F C P F 

 وِ دس آى:
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 C B 1 R 

(41) 
p

iso T iso d 


 F B σ 

 خَاّ٘ن داؿت: وشدى تبثغ ووٌِ٘ثب 

(42) 
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( )i jP










P 

(43) 1
* T T iso

    



       P C C C F 

ثب هـخق ؿذى ثشداس ًمبط وٌتشلٖ ثشإ ّش هَلفِ  

 آٗذ وِ دسهٖ ثِ دػتتٌؾ، ػغح تٌؾ هشثَط ثِ آى ً٘ض 

اداهِ ًـبى دادُ خَاّذ ؿذ اٗي ػغح تٌؾ ثبصٗبفتٖ ًؼجت 

ثِ ػغح تٌؾ اٗضٍطئَهتشٗه ٍ ػغح تٌؾ ثبصٗبفتٖ هجتٌٖ ثش 

 ًمبط فَق ّوگشا دل٘ك تش اػت.

ثِ ؿَد، ثشإ ( هـبّذُ ه43ّٖوبًغَس وِ دس هؼبدلِ )

آٍسدى ثشداس ًمبط وٌتشلٖ ّش هَلفِ تٌؾ، ً٘بص ثِ  دػت

Tهحبػجِ هؼىَع هبتشٗغ

 
 
 C C ٖثبؿذ. اٗي هبتشٗغ ه

ثشإ ثؼضٖ اص هؼبئل ثب تؼذاد الوبًْبٕ ون دس ّش ٍكلِ، 

ؿَد. ثٌبثشاٗي ثشإ اعوٌ٘بى اص هؼىَع هؼىَع ًبپزٗش هٖ

( دس توبهٖ هؼبئل، 43پزٗشٕ اٗي هبتشٗغ ٍ پبٗذاسٕ هؼبدلِ )

بى اص (، ل٘ذ هؼبدلات تؼبدل دس داخل ّش الو44هغبثك هؼبدلِ )

 :ؿَد ( اضبفِ ه39ٖٗه ٍكلِ ثِ هؼبدلِ )

(44) 
* *

* *
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ثبؿذ.  ّبٕ هَخَد دس ّش ٍكلِ هٖتؼذاد الوبى Nelوِ دس آى، 

 دٗگشٕ اص  كَست، وشدى تبثغ ووٌِ٘كَست ثب  دس اٗي

  :آٗذهٖ ثِ دػت( ثِ ؿىل صٗش 43هؼبدلِ )

(45) 
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دس اداهِ خْت دسن ثْتش اٗي سٍؽ، هشاحل گبم ثِ گبم 

تـى٘ل ثشداس ًمبط وٌتشلٖ ػغح تٌؾ ثْجَد ٗبفتِ ّش هَلفِ 

 ؿَد:تٌؾ ثِ كَست صٗش اسائِ هٖ

اػتفبدُ اص اًتگشال گ٘شٕ ػذدٕ ثِ سٍؽ گَع خْت  -1

(. ثشإ اٗي هٌظَس ثبٗذ 40دس هؼبدلِ ) Cهحبػجِ هبتشٗغ 

 هشاحل صٗش دًجبل ؿَد:

دس  R*ّبٕ هبتشٗغ هحلٖ تَاثغ ؿىلالف( هحبػجِ هَلفِ

 ًمبط گَػٖ ّش الوبى

Tّبٕ هبتشٗغ هحلٖة( هحبػجِ هَلفِ
B  ٖدس ًمبط گَػ 

( دس 40ّبٕ هؼبدلِ )ج( هحبػجِ حبكل خوغ، ضشة هبتشٗغ

 طاوَث٘ي ٍ ٍصى ًمبط گَػٖ ّش الوبى. 

اػتفبدُ اص اًتگشال گ٘شٕ ػذدٕ ثِ سٍؽ گَع خْت  -2

isoهحبػجِ ثشداس ً٘شٍّبٕ

F ( ِ41ّش هَلفِ تٌؾ دس هؼبدل .)

 ثشإ اٗي هٌظَس ثبٗذ هشاحل صٗش دًجبل ؿَد:

فِ تٌؾ دس ًمبط هَلّبٕ ثشداس تٌؾ ّش الف( هحبػجِ هَلفِ

 گَػٖ ّش الوبى

آهذُ اص  ثِ دػتة( هحبػجِ حبكل خوغ، ضشة ثشداس تٌؾ 

Tهشحلِ )الف( دس هبتشٗغ هحلٖ
B آهذُ اص هشحلِ  ثِ دػت

 اوَث٘ي ٍ ٍصى ًمبط گَػٖ ّش الوبىلجل، ط

ّبٕ هحبػجِ ؿذُ دس هشحلِ لجل خوغ ثشداسّب ٍ هبتشٗغ -3

( ثشإ 45ّبٕ ّش ًبحِ٘ ٍ تـى٘ل ساثغِ )ثشإ ول الوبى

 بط وٌتشلٖ ّش هَلفِ تٌؾهحبػجِ ثشداس ًم

لاصم ثِ روش اػت وِ ثب ٍخَد ّضٌِٗ ث٘ـتش اٗي سٍؽ 

آٍسدى  ثِ دػتًؼجت ثِ سٍؽ هجتٌٖ ثش ًمبط فَق ّوگشا دس 

تٌؾ ثبصٗبفتٖ، اٗي افضاٗؾ ّضٌِٗ ثِ دل٘ل اػتفبدُ اص خبك٘ت 

ـى٘ل ػغح تٌؾ ثبصٗبفتٖ دس اٗي ثبصُ تبث٘ش تَاثغ ًشثض دس ت

>، 5سٍؽ ًؼجت ثِ ػغح تٌؾ ثبصٗبفتٖ اسائِ ؿذُ دس هشخغ =

 تب حذٕ وبّؾ ٗبفتِ اػت.

تش ثَدى ػغح تٌؾ ثبصٗبفتٖ ًؼجت ثِ ثب تَخِ ثِ دل٘ك

تَاى اص  آهذُ اص تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه هٖ ثِ دػتػغح تٌؾ 

آى ثِ ػٌَاى ٗه تخو٘ي وٌٌذُ ثبلمَُ خغب ثشإ تحل٘ل 

اٗضٍطئَهتشٗه اػتفبدُ ًوَد. سٍؽ وبس اٗي تخو٘ي وٌٌذُ 

خغب ثذٗي كَست اػت وِ ثب دس ًظش گشفتي اختلاف ث٘ي 
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آهذُ اص تحل٘ل  ثِ دػتػغح تٌؾ ثبصٗبفتٖ ٍ ػغح تٌؾ 

الوبى، ثِ كَست تمشٗجٖ ثِ ٗه اٗضٍطئَهتشٗه ثشإ ّش 

هؼ٘بسٕ خْت تؼ٘٘ي ه٘ضاى خغبٕ هَخَد دس آى الوبى دػت 

دس اداهِ خْت ثشسػٖ وبساٖٗ اٗي تخو٘ي وٌٌذُ  پ٘ذا وشد.

آهذُ اص  ثِ دػتخغب، ثِ همبٗؼِ ًشم خغبٕ اًشطٕ تمشٗجٖ 

اٗي سٍؽ ٍ سٍؽ هجتٌٖ ثش ًمبط فَق ّوگشا ٍ ًشم خغبٕ 

ًوًَِ الاػت٘ؼ٘تِ وِ هؼوَلا اًشطٕ دل٘ك ثشإ ػِ هؼئلِ 

سًٍذ،  ّبٕ خغب ثِ وبس هٖخْت ثشسػٖ وبساٖٗ ثشآٍسدوٌٌذُ

 پشداختِ ؿذُ اػت.
 

 ّبی بیبى خطب هعیبر -5

دس حبلت ولٖ، خغب ػجبست اػت اص اختلاف ث٘ي حل دل٘ك ٍ 

ثبؿذ. ثٌبثشاٗي آهذُ اص سٍؽ ػذدٕ هٖ ثِ دػتحل تمشٗجٖ 

 آٗذ: هٖ ثِ دػتصٗش  ثِ كَستخغبٕ حل تٌؾ 

(46) e  σ σ 
حل  اصتٌؾ حبكل  σه٘ذاى تٌؾ دل٘ك ٍ σوِ دس آى

تمشٗجٖ اػت. اهب ثِ دل٘ل ػذم دػتشػٖ ثِ ه٘ذاى تٌؾ ٍالؼٖ 

آهذُ اص ٗىٖ اص  ثِ دػتتَاى اص ه٘ذاى تٌؾ ثْجَد ٗبفتِ  هٖ

سٍؿْبٕ ثبصٗبفت تٌؾ اػتفبدُ ًوَد. ثٌبثشاٗي خغبٕ تمشٗجٖ 

 ؿَد: صٗش هحبػجِ هٖ ثِ كَست

(47) *e  σ σ 
ساثغٔ اخ٘ش همذاس خغبٕ تمشٗجٖ سا دس ٗه ًمغِ ثشآٍسد 

وٌذ ضوي اٌٗىِ اٗي همذاس هوىي اػت اص ًظش ػذدٕ،  هٖ

ثٌبثشاٗي ثشإ دسن ثْتش خغب اص وَچىتش اص كفش ثبؿذ. 

 ؿَد. هؼ٘بسّبٕ ثْتشٕ ثشإ ث٘بى آى اػتفبدُ هٖ

تشٗي هؼ٘بسّبٕ ث٘بى خغب، هؼ٘بس خغبٕ  ٗىٖ اص هؼشٍف

اًشطٕ اػت. عجك تؼشٗف، ًشم خغبٕ اًشطٕ دل٘ك تٌؾ ثشإ 

 :]24[ ؿَد ٗه الوبى ثِ كَست صٗش ث٘بى هٖ

(48) 
1

2
1( ) ( )T

e
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

 
    
 
 σ σ D σ σ 

ثِ تٌؾ  σهمذاس دل٘ك تبًؼَس تٌؾ، σساثغِدس اٗي 

هبتشٗغ الاػت٘ؼ٘تِ خَاف  Dآهذُ اص حل تمشٗجٖ،  دػت

ثبؿذ. ثب تَخِ ثِ اٌٗىِ دس حبلت  داهٌِ الوبى هٖ هلبلح ٍ 

ولٖ، خض دس هَاسدٕ خبف وِ حل تئَسٕ ثؼضٖ اص هؼبئل 

ثبؿذ، حل دل٘ك هؼئلِ دس دػتشع  الاػت٘ؼ٘تِ هَخَد هٖ

ً٘ؼت، ثِ خبٕ اػتفبدُ اص ه٘ضاى دل٘ك تٌؾ اص ه٘ضاى ثْجَد 

ؿَد. دس  ٗبفتِ آى خْت هحبػجِ ًشم خغبٕ اًشطٕ اػتفبدُ هٖ

كَست ًشم خغبٕ اًشطٕ تمشٗجٖ ثِ كَست صٗش تؼشٗف  اٗي

 :]24[ ؿَد هٖ

(49) 
1

2
* 1 *( ) ( )T

e
e d



 
    
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*وِ دس اٌٗدب
σ  ٍ ٖتٌؾ ثبصٗبفتσ  آهذُ اص  ثِ دػتتٌؾ

ثبؿذ. دس ًْبٗت هدوَع ًشم خغبٕ  تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه هٖ

 دّذ.  ّب، ًشم خغبٕ اًشطٕ ول داهٌِ سا تـى٘ل هٖاًشطٕ الوبى

ثشإ ثؼضٖ هؼبئل خبف وِ حل دل٘ك هؼئلِ هَخَد 

تَاى ػلاٍُ ثش ًشم خغبٕ اًشطٕ تمشٗجٖ، ًشم خغبٕ  اػت هٖ

آٍسد. ًؼجت ًشم خغبٕ تمشٗجٖ  ثِ دػتاًشطٕ دل٘ك سا ً٘ض 

ول داهٌِ ثِ ًشم خغبٕ دل٘ك آى، ث٘بًگش ّوگشاٖٗ حل ثِ 

ٖ اػت ٍ هؼ٘بسٕ ثشإ ث٘بى دلت هحبػجِ گش ػوت حل ٍالؼ

ثبؿذ وِ اٗي ًؼجت ؿبخق تأث٘ش هحبػجِ گش خغب  خغب هٖ

 :]24[ ؿَدؿَد ٍ هغبثك صٗش ًوبٗؾ دادُ هٖ ًبه٘ذُ هٖ

(50) total

total

e

e
  

ٌّگبهٖ ٗه هحبػجِ گش خغب داسإ وبساٖٗ هٌبػت اػت 

 وِ ؿبخق تبث٘ش ثِ ػوت ٍاحذ ه٘ل ًوبٗذ.

 

 تیر دٍ سر هفصل تحت ببر گستردُ -6

ٗه ت٘ش الاػت٘ه خغٖ  دس اٗي ثخؾ ثِ هذلؼبصٕ 

اٗضٍتشٍپ٘ه دٍ ػش هفلل تحت ثبس گؼتشدُ دس ؿشاٗظ تٌؾ 

ّبٕ آى هؼتَٕ تَػظ تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه ٍ ثبصٗبثٖ تٌؾ

(. پبساهتشّبٕ ثِ وبس ثشدُ ؿذُ دس 5)ؿىل  ؿَد پشداختِ هٖ 

  ثبؿذ: ثِ كَست صٗش هٖهذلؼبصٕ ٍ تحل٘ل اٗي هثبل 

10 , 2 , 11 , 1500 , 0.25L C W E      
 

 
 تیر دٍسر هفصل تحت ببر گستردُ -5 ضکل

 

دل٘ك اٗي هؼئلِ ثب تَخِ ثِ پبساهتشّبٕ تؼشٗف  ّبٕتٌؾ

( دس ًظش گشفتِ 53( تب )51ثِ كَست سٍاثظ ) 6ؿذُ دس ؿىل 

 .]25[ ؿذُ اػت
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دٍسر  پبراهترّبی تعریف ضدُ در حل تحلیلی تیر -6 ضکل

 ]25[هفصل تحت ببر گستردُ
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ثشإ هذلؼبصٕ ٍ تحل٘ل اٗي ت٘ش ثِ سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗه اص 

ًمغِ وٌتشلٖ ٍ دٍ ًبحِ٘ هـبثِ اػتفبدُ ؿذُ اػت. دس  45

ٍ ؿجىِ ًمبط وٌتشلٖ ثِ ّوشاُ ؿشاٗظ ّب آساٗؾ الوبى 7ؿىل 

هشصٕ اػوبل ؿذُ دس هذلؼبصٕ ت٘ش دٍ ػش هفلل تحت ثبس 

خْت ثشآٍسد ه٘ذاى خبثدبٖٗ  گؼتشدُ ًوبٗؾ دادُ ؿذُ اػت.

آهذُ اص سٍؽ هجتٌٖ ثش  ثِ دػتّبٕ تٌؾ ثبصٗبفتٖ ٍ ه٘ذاى

ًمبط فَق ّوگشا ٍ سٍؽ اسضبٕ هؼبدلات تؼبدل، اص تَاثغ 

 ؿىل دسخِ ٗه اػتفبدُ ؿذُ اػت.

 

 
ًقبط کٌترلی ٍ ضرایط هرزی هدلسبزی ضدُ در  -7ضکل

 تحلیل ایسٍشئَهتریک تیر دٍ سر هفصل تحت ببر گستردُ 

 
كَست صٗش  ثِ ٍّوچٌ٘ي ثشداسّبٕ گشّٖ دس خْبت

 :ثبؿٌذ هٖ

 

 

0,0,0.14,0.29,0.43,0.57,0.71,0.86,1,1 ,

0,0,0.5,1,1








 

خْت اًتگشالگ٘شٕ ػذدٕ دس توبهٖ هحبػجبت ٍ ًمبط ثٌِْ٘ 

 تٌؾ دس ّش الوبى، اص ًِ ًمغِ گَػٖ اػتفبدُ ؿذُ اػت.

ًحَٓ تَصٗغ ًشم خغبٕ اًشطٕ دل٘ك ٍ ًشم  8دس ؿىل 

آهذُ اص سٍؽ هجتٌٖ ثش ًمبط  ثِ دػتخغبٕ اًشطٕ تمشٗجٖ 

فَق ّوگشا ٍ سٍؽ هجتٌٖ ثش اسضبٕ هؼبدلات تؼبدل ثِ ّوشاُ 

 دٗذُؿبخق تبث٘ش آًْب ًـبى دادُ ؿذُ اػت. ّوبى عَس وِ 

ؿَد ًحَُ تغ٘٘شات ًشم خغبٕ تمشٗجٖ سٍؽ خذٗذ ًؼجت هٖ

ثِ سٍؽ لذٗوٖ، ثِ تغ٘٘شات ًشم خغبٕ دل٘ك ًضدٗه اػت 

ش تخو٘ي وٌٌذُ خغب پ٘ـٌْبدٕ وِ ًـبى دٌّذُ وبساٖٗ ثْت

ًؼت ثِ سٍؽ هجتٌٖ ثش ًمبط فَق ّوگشا اػت. ّوچٌ٘ي 

آهذُ اص سٍؽ خذٗذ  ثِ دػتافضاٗؾ ؿبخق تبث٘ش ول داهٌِ 

ًؼت ثِ سٍؽ لذٗوٖ ً٘ض ًـبى دٌّذُ وبساٖٗ ثْتش اٗي سٍؽ 

 yثِ ػٌَاى ًوًَِ، ًحَُ تغ٘٘شات تٌؾ 9ثبؿذ. دس ؿىل هٖ

آهذُ اص تحل٘ل  ثِ دػتآهذُ اص حل دل٘ك ٍ تٌؾ  دػت ثِ

اٗضٍطئَهتشٗه ٍ سٍؽ ثبصٗبفت تٌؾ لذٗوٖ ٍ خذٗذ دس هؼ٘ش 

96/1 y=تشػ٘ن ؿذُ اػت. ّوچٌ٘ي ًحَُ تغ٘٘شات تٌؾxy 

ًـبى دادُ ؿذُ اػت. ّوبى  10دس ؿىل  =0/1yً٘ض دس هؼ٘ش 

آهذُ اص  ثِ دػتت تٌؾ ؿَد ًحَُ تغ٘٘شاعَس وِ هـبّذُ هٖ

سٍؽ هجتٌٖ ثش اسضبٕ هؼبدلات تؼبدل ًؼت ثِ سٍؽ هجتٌٖ 

 ثبؿذ.ثش ًمبط فَق ّوگشا، ًضدٗىتش ثِ تٌؾ دل٘ك هٖ

 

 
 الف( ًرم خطبی اًرشی دقیق

0.81old  
 ة( ًرم خطبی اًرشی تقریبی )رٍش قدیوی(

0.85new  
 اًرشی تقریبی )رٍش جدید( ج( ًرم خطبی

ًحَُ تَزیع ًرم خطبی اًرشی تیر دٍ سر هفصل  -8ضکل 

 تحت ببر گستردُ
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تیر دٍ سر هفصل  yًوَدار تغییرات هَلفِ تٌص -9ضکل

 =y 96/9تحت ببر گستردُ در هسیر 
 

 
تیر دٍ سر هفصل  xyًوَدار تغییرات هَلفِ تٌص -91ضکل

 =y 1/9تحت ببر گستردُ در هسیر 

 

 9تیر طرُ تیوَضٌکَ -7

ًتبٗح گشفتِ ؿذُ اص هذلؼبصٕ ت٘ش عشُ ت٘وَؿٌىَ ثب هلبلح 

الاػت٘ه خغٖ اٗضٍتشٍپ٘ه ٍ دس ؿشاٗظ تٌؾ هؼتَٕ تَػظ 

ّبٕ آى دس اٗي ثخؾ تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه ٍ ثبصٗبثٖ تٌؾ

ثِ وبس ثشدُ ؿذُ دس ًـبى دادُ ؿذُ اػت. پبساهتشّبٕ 

هذلؼبصٕ اٗي هؼئلِ دس تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه ثِ كَست صٗش 

 (.سا ثجٌ٘٘ذ 11  اػت )ؿىل

                                                        
1 Timoshenko 

10 , 2 , 300 , 1500 , 0.15L D P E      

 
 تیر طرُ در ضرایط تٌص هستَی -99ضکل 

 
ّبٕ دل٘ك اٗي هؼئلِ ثب تَخِ ثِ حل تحل٘لٖ آى تَػظ تٌؾ

 :]26[ ثِ كَست صٗش اسائِ ؿذُ اػت 2ت٘وَؿٌىَ ٍگَدٗش

(54) 
2

2

( )

0

( )
2 4

x

y

xy

P L x y

I

P D
y

I








 



 

 

وِ دس آى
3

12

D
I  ٖثبؿذ. ثشإ هذلؼبصٕ ٍ تحل٘ل اٗي ت٘ش  ه

ًمغِ وٌتشلٖ، دٍ ًبحِ٘ هـبثِ،  45ثِ سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗه اص 

تَاثغ ؿىل دسخِ ٗه ٍ ًِ ًمغِ گَػٖ خْت اًتگشال گ٘شٕ 

 12  ؿىلثِ ) ػذدٕ ٍ ًمبط ثٌِْ٘ تٌؾ اػتفبدُ ؿذُ اػت

 (.هشاخؼِ ًوبٗ٘ذ

 

 
ضدُ در ًقبط کٌترلی ٍ ضرایط هرزی هدلسبزی  -92ضکل 

 تحلیل ایسٍشئَهتریک تیر طرُ تیوَضٌکَ

 
ثِ كَست صٗش   ٍ ّوچٌ٘ي ثشداسّبٕ گشّٖ دس خْبت

 :ثبؿٌذ هٖ

 

 

0,0,0.14,0.29,0.43,0.57,0.71,0.86,1,1 ,

0,0,0.5,1,1








 

ًحَٓ تَصٗغ ًشم خغبٕ اًشطٕ دل٘ك ٍ ًشم  13دس ؿىل 

آهذُ اص سٍؽ اسائِ ؿذُ دس اٗي  ثِ دػتخغبٕ اًشطٕ تمشٗجٖ 

                                                        
2 Goodier 
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پظٍّؾ )سٍؽ خذٗذ( ٍ سٍؽ هجتٌٖ ثش ًمبط فَق ّوگشا 

)سٍؽ لذٗوٖ( ًـبى دادُ ؿذُ اػت. ّوبى عَس وِ هـبّذُ 

ؿَد دس اٗي هثبل ً٘ض ًحَُ تغ٘٘شات ًشم خغبٕ تمشٗجٖ  هٖ

سٍؽ خذٗذ ًؼجت ثِ سٍؽ لذٗوٖ، ثِ تغ٘٘شات ًشم خغبٕ 

ٗؾ ؿبخق تبث٘ش ول داهٌِ دل٘ك ًضدٗىتش اػت. ّوچٌ٘ي افضا

سٍؽ خذٗذ، ًـبى دٌّذُ  93/0دس سٍؽ لذٗوٖ ثِ  88/0اص 

 ثبؿذ.وبساٖٗ ثْتش سٍؽ پ٘ـٌْبدٕ هٖ

ًحَُ تغ٘٘شات تٌؾ
x ٍxy آهذُ اص حل  ثِ دػت

دل٘ك، تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه ٍ سٍؽ ثبصٗبفت تٌؾ لذٗوٖ ٍ 

دس هؼ٘ش  yٍ تغ٘٘شات  14دس ؿىل  =1/0xؼ٘ش خذٗذ دس ه

9/1y=  ًـبى دادُ ؿذُ اػت. ّوبًغَس وِ  15دس ؿىل

 ثِ دػتؿَد، دس اٗي هثبل ً٘ض تٌؾ ثْجَد ٗبفتِ  هـبّذُ هٖ

 ثِ دػتآهذُ اص سٍؽ اسضبٕ هؼبدلات تؼبدل ًؼجت ثِ تٌؾ 

 آهذُ اص سٍؽ هجتٌٖ ثش ًمبط فَق ّوگشا دل٘ك تش اػت.

 

 
 الف( ًرم خطبی اًرشی دقیق

 

0.88old  

 ة( ًرم خطبی اًرشی تقریبی )رٍش قدیوی(

0.93new  
 ج( ًرم خطبی اًرشی تقریبی )رٍش جدید(

 تیوَضٌکًَحَُ تَزیع ًرم خطبی اًرشی تیر طرُ  -93ضکل 

 

 صفحِ ترکدار تحت کطص -8

ّبٕ خغب، دس دس اٗي هثبل ثِ ثشسػٖ سفتبس تخو٘ي وٌٌذُ

آهذُ اص تحل٘ل هؼئلِ داسإ ٗه ًمغِ  ثِ دػتثشآٍسد خغبٕ 

پشداصٗن. هؼوَلا هؼبئل ثب  تى٘ي ثب سٍؽ اٗضٍطئَهتشٗه هٖ

ًمغِ تى٘ي، ثِ ػلت ثبلا ثَدى خغبٕ آلَدگٖ، هؼبئل خَثٖ 

ّبٕ خغب ثِ ؿوبس  خْت ثشسػٖ وبساٖٗ تخو٘ي وٌٌذُ

 سًٍذ؛ اهب ّذف اص اٗي هثبل، ثشسػٖ سفتبس تخو٘ي  ًوٖ

ي ه٘ضاى ًشم خغبٕ اًشطٕ ًَن تشن ّبٕ خغب دس تؼ٘٘وٌٌذُ

 ٍ تَصٗغ خغب دس دٗگش ًمبط داهٌِ خَاّذ ثَد.

هـخلبت كفحِ هشثؼٖ تحت تٌؾ وــٖ  16دس ؿىل 

P ٖ2ؿَد. اضلاع اٗي هشثغ ثِ عَل  هـبّذُ هa  گؼتشؽ ٍ

 فشم ؿذُ اػت. aتشن ثِ ه٘ضاى 

 

 
 xyًوَدار تغییرات هَلفِ تٌصالف( 

 
 xًوَدار تغییرات هَلفِ تٌصة( 

ًوَدار تغییرات تٌص تیر طرُ تیوَضٌکَ در هسیر  -94 ضکل

9/1 x= 
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تیر طرُ  yًوَدار تغییرات هَلفِ تٌص -95ضکل

 =y 9/9تیوَضٌکَ در هسیر 

 
 صفحِ هربعی ترکدار تحت تٌص کططی  -96ضکل 

ثبصؿذگٖ تشن دس هذ اٍل اػت ٍ ثش اػبع ػ٘ؼتن 

ًتبٗح تحل٘لٖ  16هختلبت لغجٖ ًـبى دادُ ؿذُ دس ؿىل 

 .]27[ ثبؿذ آى ثِ كَست صٗش هٖ

(55) 3
cos 1 sin sin
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(56) 3
cos 1 sin sin
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(57) 3
sin cos cos

2 2 22

I

xy

K

r

  



 

IKوِ دس آى فبوتَس ؿذت تٌؾ ثشاثش P a  دس ًظش

پبساهتشّبٕ ثِ وبس سفتِ دس تحل٘ل هؼئلِ ثِ  گشفتِ ؿذُ اػت.

 ثبؿٌذ. كَست صٗش هٖ
2a = 10; 0.3  ; E =1000 ; P =1  = هشثغ عَل ضلغ 

ثِ ػلت تمبسى تٌْب ً٘وٖ اص داهٌِ هَسد تحل٘ل لشاس 

گ٘شد. ثشإ هذلؼبصٕ ٍ تحل٘ل اٗي هؼئلِ ثِ سٍؽ  هٖ

ًمغِ وٌتشلٖ ٍ دٍ ًبحِ٘ هـبثِ اػتفبدُ  190اٗضٍطئَهتشٗه اص 

ّش ٍكلِ، اص تَاثغ   ٍؿذُ اػت. ّوچٌ٘ي دس خْت 

دسخِ ٗه، ًِ ًمغِ گَػٖ ٍ ثشداسّبٕ گشّٖ ثِ  ؿىل ًشثض

 كَست صٗش اػتفبدُ ؿذُ اػت.

 
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






 

، آساٗؾ ًمبط وٌتشلٖ ٍ ؿشاٗظ هشصٕ اػوبل 17دس ؿىل 

 ؿذُ دس هذلؼبصٕ اٗي هؼئلِ ًـبى دادُ ؿذُ اػت.

 

 
ًقبط کٌترلی ٍ ضرایط هرزی هدلسبزی ضدُ در  -97ضکل 

 ایسٍشئَهتریک صفحِ ترکدارتحلیل 
 
 

 
 الف( ًرم خطبی اًرشی دقیق

 
 ة( ًرم خطبی اًرشی تقریبی )رٍش قدیوی(

 
 ج( ًرم خطبی اًرشی تقریبی )رٍش جدید(

ًحَُ تَزیع ًرم خطبی اًرشی صفحِ ترکدار تحت  -98ضکل 
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 تحلیل دقیق تحلیل دقیق

  
 تحلیل ایسٍشئَهتریک تحلیل ایسٍشئَهتریک

  
 تٌص بْبَد یبفتِ )رٍش قدین( تٌص بْبَد یبفتِ )رٍش قدین(

  
 تٌص بْبَد یبفتِ )رٍش جدید( تٌص بْبَد یبفتِ )رٍش جدید(

 yتَزیع تٌص( ة xتَزیع تٌص الف( 

 ّبی صفحِ هربعی ترکدار تحت کطصًحَُ تَزیع تٌص -99ضکل 

 
آهذُ اص ًشم خغبٕ اًشطٕ  ثِ دػتًتبٗح  18دس ؿىل 

دل٘ك ٍ تمشٗجٖ ثشإ تحل٘ل كفحِ تشوذاس تحت وـؾ ًـبى 

ؿَد، سٍؽ تخو٘ي  دادُ ؿذُ اػت. ّوبًغَس وِ هـبّذُ هٖ

خغبٕ خذٗذ وبساٖٗ ثْتشٕ ًؼت ثِ سٍؽ لذٗوٖ دس ثشآٍسد 

 ًشم خغبٕ ًَن تشن ٍ تَصٗغ ًشم خغبٕ ول داهٌِ داسد.

ق تبث٘ش ول داهٌِ دس ّوچٌ٘ي دس اٗي هثبل ً٘ض افضاٗؾ ؿبخ

سٍؽ خذٗذ ًـبى دٌّذُ وبساٖٗ ثْتش سٍؽ پ٘ـٌْبدٕ 

 ثبؿذ. هٖ

 ثِ دػت x  ٍyّبٕ ، ًحَُ تَصٗغ تٌؾ19دس ؿىل 

ّبٕ ثْجَد آهذُ اص حل تمشٗجٖ، تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه ٍ تٌؾ

ؿَد ِ هـبّذُ هٖٗبفتِ ًـبى دادُ ؿذُ اػت. ّوبى عَس و

اًذ ه٘ضاى تٌؾ ًَن تشن  ّش دٍ سٍؽ ثبصٗبفت تٌؾ تَاًؼتِ

سا ًؼجت ثِ حل اٗضٍطئَهتشٗه ثْجَد ثخـٌذ ٍ اٗي ه٘ضاى 

 ثْجَد تٌؾ دس سٍؽ خذٗذ ث٘ـتش اػت.
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 گیری ًتیجِ -9
دس اٗي همبلِ ثِ اثذاع سٍؿٖ خذٗذ خْت ثْجَد ه٘ذاى تٌؾ 

ّوچٌ٘ي ثب اػتفبدُ اص اٗي تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه پشداختِ ؿذ. 

تَاى ثِ ثشآٍسد خغبٕ تحل٘ل تٌؾ ثْجَد ٗبفتِ، هٖ

اٗضٍطئَهتشٗه دػت ٗبفت. اٗي ثشآٍسد وٌٌذُ خغب، دٍه٘ي 

ّبٕ هجتٌٖ ثش ثبصٗبفت تٌؾ دس ثشآٍسد خغبٕ سٍؽ اص سٍؽ

ّش ٍكلِ اص  ثشتحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه ٍ ثش پبِٗ ً٘شٍّبٕ ٍاسد 

ٍٗظگٖ ثبسص اٗي سٍؽ ػذم ً٘بص  ثبؿذ.تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه هٖ

ثِ ًمبط فَق ّوگشا ٍ اػتفبدُ ٗىؼبى اص تَاثغ ؿىل ًشثض دس 

ًتبٗح ثذػت  تخو٘ي خبثدبٖٗ ٍ ػغح تٌؾ ثْجَد ٗبفتِ اػت.

وِ ًشم خغبٕ تمشٗجٖ  دّذ هٖآهذُ اص اٗي پظٍّؾ ًـبى 

حبكل اص سٍؽ پ٘ـٌْبدٕ ًؼجت ثِ سٍؽ هجتٌٖ ثش ًمبط فَق 

ّوچٌ٘ي ؿبخق تبث٘ش  تشٕ هٖ ثبؿذ.٘مّوگشا داسإ تَصٗغ دل

ٗه ػذد دس اٗي سٍؽ ًؼجت ثِ سٍؽ لجل افضاٗؾ ٗبفتِ ٍ ثِ 

 ً٘ض ّبٕ تٌؾ تَصٗغ هَلفًِحَُ  اػت. ثِ ػلاٍُ،ًضدٗىتش ؿذُ 

. ثب ثبؿذ هٖدل٘متش سٍؽ پ٘ـٌْبدٕ ًؼجت ثِ سٍؽ لجل دس 

تَاى ث٘بى ًوَد وِ سٍؽ اسائِ ؿذُ ، هٖتَخِ ثِ ًتبٗح حبكل

دس اٗي پظٍّؾ اص وبساٖٗ ثْتشٕ ًؼجت ثِ سٍؽ هجتٌٖ ثش 

تَاى اص آى ثِ ػٌَاى ٗه  ًمبط فَق ّوگشا ثشخَسداس اػت ٍ هٖ

ساُ حل ػبدُ ٍ هٌْذػٖ دٗگش خْت ثشآٍسد خغب ٍ ثْجَد 

 آهذُ اص تحل٘ل اٗضٍطئَهتشٗه ًبم ثشد. ثِ دػته٘ذاى تٌؾ 
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