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  چکیده

استفاده از این نوع  .بگیرد بهره عمومی محاسباتی مقاصد براي گرافیکی پردازنده از تا سازد می قادر را منظوره کاربر همه گرافیکی پردازنده

تحقیقات متعددي جهت بررسی مزیت شود.  می حل مسائل دینامیک سیالات محاسباتی محاسبات در افزایش سرعتموجب  ،ها پردازنده

 2016در سال قطري صورت گرفته است.  گیري آن براي حل دستگاه معادلات سه استفاده از پردازنده گرافیکی در محاسبات از جمله بکار

شد. در این روش هر دستگاه معادلات به چندین دستگاه  ارائه ADIقطري در حلگر  روش توماس شطرنجی براي حل دستگاه معادلات سه

به وسیله الگوریتم توماس به صورت شطرنجی حل  ،ها شود. سپس هر یک از این دستگاه معادلات مستقل و با ابعاد کوچکتر تقسیم می

عات مربوط به هر دستگاه در این روش علاوه بر مشارکت تعداد زیادي نخ محاسباتی در حل امکان ذخیره اطلاهمچنین،  ؛شوند می

د. در تحقیق حاضر با توجه ملاحظات مرتبط با استفاده از حافظه اشتراکی، راهبردي جهت شو معادلات در حافظه اشتراکی میسر می

موجب افزایش سرعتی  ،دهد که بکارگیري حافظه اشتراکی بکارگیري این حافظه در روش توماس شطرنجی ارائه شده است. نتایج نشان می

همچنین مشخص شد که تداخل دسترسی به حافظه  ؛برابر نسبت به وضعیت بکارگیري حافظه سراسري شده است 6/1 تا 2/1 ینب

  شود. درصد در روش توماس شطرنجی می 8/18 تا 9/10 موجب کاهش سرعتی بین ،اشتراکی

  .قطري دستگاه معادلات سه ؛حافظه اشتراکی ؛پردازنده گرافیکی همه منظوره ؛روش توماس شطرنجی :کلمات کلیدي
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Abstract 
General Purpose Graphics Processing Unite (GPGPU) allows the user to utilize GPU for general computing 
purposes. Using these processors can cause a significant speedup in numerical calculation for solving CFD 
problems. Several studies have been performed to investigate the advantages of using the GPGPU in 
numerical calculations including solving tridiagonal set of equations. In 2016, Checkerboard method 
introduced for solving tridiagonal set of equations in ADI solvers. In this method each set of equations is 
divided in to several smaller independent set of equations. Then each one of them will be solved by Thomas 
algorithm in checkerboard style. In addition to the participation of many threads, in this method it is possible 
to store the information of each set of equation in shared memory. In the present research, according to 
consideration around using shared memory, a strategy for using this memory in checkerboard Thomas 
method has been offered. Results shows that utilizing shared memory has been caused to computing speedup 
between 1.2x to 1.6x, compared with utilizing global memory. Also, it was found that bank conflict causes to 
decrease the speed from 10.9% to 18.8% in checkerboard Thomas method. 

Keywords: Checkerboard Thomas Method; GPGPU; Shared Memory; Tridiagonal Set of Equations. 
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  مقدمه - 1

گیري از معماري  هاي پردازنده متعدد و بهره هستهاستفاده از 

را به یک ابزار قدرتمند  2، پردازنده گرافیکی1نخی چند

 3است. پردازنده گرافیکی همه منظورهپردازشی تبدیل کرده 

استفاده از امکانات پردازنده گرافیکی را براي مقاصد 

 پردازنده از محاسباتی عمومی فراهم کرده است. استفاده

 سال از عددي محاسبات انجام براي ،منظوره همه گرافیکی

 انجام در آن بکارگیري مزیت بار اولین و براي شد آغاز 2001

4یو- ال گیري فاکتور عملیات
. ]1[ گردید واضح 2007 سال در 

هاي عددي براي ایجاد سازگاري با ساختمان  اصلاح روش

گیري موثر از این ابزار براي  لازمه بهره ،پردازنده گرافیکی

هاي عددي پرکاربرد در  انجام محاسبات است. از جمله روش

هاي حل دستگاه معادلات  محاسبات عددي الگوریتم

تحقیقات زیادي براي  ،هاي اخیر قطري هستند. در سال سه

قطري براي ایجاد  توسعه الگوریتم حل دستگاه معادلات سه

 پردازنده گرافیکی انجام گرفته است. سازگاري با معماري

براي اولین بار  2007در سال  ]2[ سنگوپتا و همکاران

را روي پردازنده گرافیکی جهت  5الگوریتم کاهش متناوب

، 2009در سال  ]3[ بکار گرفتند. ساخارنی جریانسازي  مدل

6الگوریتم توماس موازي
سازي جریان سیالات  را جهت مدل 

برابري را در مقایسه  11 بکار برد. وي حداکثر افزایش سرعت

همچنین ژانگ و  ؛با حل پردازنده مرکزي گزارش کرد

هاي توماس،  روشی ترکیبی در کنار الگوریتم ،]4[ همکاران

و دوبرابر سازي  7کاهش متناوب، کاهش متناوب موازي

پیشنهاد کردند. تحقیقات ایشان بر نقش عملیات  8معکوس

زمانبر انتقال اطلاعات بین حافظه سراسري و حافظه میزبان 

همچنین در ؛ در کاهش سرعت محاسبات صحه گذاشت

تحقیقات ایشان وجود تداخل در دسترسی به حافظه 

گیري از  در الگوریتم کاهش متناوب و مزیت بهره 9اشتراکی

مورد بررسی قرار گرفت. گودك و  هاي ترکیبی الگوریتم

                                                   
1 

Multithreaded 
2 GPU (Graphics Processing Unit) 

3 
GPGPU (General Purpose Graphics Processing Unit)

 

4 
LU Factorization 

5 Cyclic Reduction (CR) 
6 Parallel Thomas 
7 Parallel Cyclic Reduction (PCR) 
8 Recursive Doubling (RD) 
9 Shared Memory 

 ارائه الگوریتم کاهش متناوب ،2011در سال  ]5[ همکاران

اتفاق  10که در آن تداخل دسترسی به حافظه اشتراکیکردند 

توسط  2011. الگوریتم کاهش متناوب در سال افتد نمی

سازي حافظه  به روش فشرده ،]6[ دیویدسون و همکاران

ترکیبی ، ]7[ سازي شد. در همان سال ساخارنیخ بهینه 11ثبات

از الگوریتم کاهش متناوب موازي و توماس را ارائه کرد. روش 

مورد بررسی قرار گرفت و  ]8[ مذکور توسط ژانگ و همکاران

برابري نسبت به الگوریتم کاهش  2افزایش سرعت حدودا 

کاهش  اي از الگوریتم نمونه ]9[ متناوب گزارش شد. اگلوف

هاي تفاضل محدود جهت حل  متناوب موازي را براي حلگر

دستگاه معادلات سه قطري در ابعاد بزرگ ارائه نمود. وي و 

با ارائه روشی جدید جهت سازگاري الگوریتم  ]10[ همکاران

کاهش متناوب موازي با دستگاه معادلات بزرگ و ایجاد 

عملکرد  13به حافظه سراسري 12امکان دسترسی هم مکان

را براي حل معادلات هدایت  14حلگر ضمنی جهت متغیر

با ارائه  ]11[ حرارتی گذرا، بهبود بخشیدند. کیم و همکاران

و  15روشی مرکب از الگوریتم کاهش متناوب موازي موزاییکی

به افزایش  توماس موازي جهت حل دستگاه معادلات بزرگ

برابري نسبت به روش چند نخی و سري با  49و  8سرعت 

 2012دست یافت. در سال  16حلگر ام کا ال  استفاده از

را  17هاي ونو سازي طرح پیاده ،]12[ اصفهانیان و همکاران

همچنین در  گرافیکی مورد مطالعه قرار دادند؛ روي پردازنده

تاثیر نحوه دسترسی  ،]13[ اصفهانیان و همکاران 2013سال 

مورد  ،به حافظه سراسري را روي الگوریتم کاهش متناوب

 2/15 تا 9/1 مطالعه قرار دادند. ایشان به افزایش سرعت حل

یافتند.  بعد دست   برابر در سه 3/20 تا 4/6 برابر در دو بعد و

افزایش  ،2014در سال ] 14 [همچنین داریان و اصفهانیان

برابر را در حل معادلات اویلر به کمک پردازنده  105سرعت 

ذوالفقاري و  ،2016گرافیکی گزارش کردند. در سال 

با توجه به برتري الگوریتم توماس نسبت به ] 15[ فوادالدینی

ر پیچیدگی محاسباتی یالگوریتم کاهش متناوب موازي از نظ

                                                   
10 Bank Conflict 
11 Register Packing 
12 Coalesced Access 
13 Global Memory 
14 Alternating Direction Implicit solver (ADI) 
15 Tiled PCR 
16 MKL (Math Kernel Library) 
17 WENO 
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نداشتن محدودیت پیرامون ابعاد دستگاه معادلات، روشی  و

تحت عنوان توماس شطرنجی را ارائه نمودند.  نوین

موجب افزایش سرعتی  ،ADIکارگیري این روش در حلگر  به

نسبت به حل پردازنده مرکزي و  2/22 تا 7/5 بین بین

برابري نسبت به الگوریتم کاهش  2افزایش سرعت حدودا 

  متناوب موازي شد.

 ،بعد شامل 2براي حل معادله هدایت پایا در  ADIروش 

دو مرحله است. در هر مرحله مقادیر شبکه ساختار یافته در 

یک جهت به صورت ضمنی و در جهت دیگر به صورت 

گیرند. حل ضمنی در هر جهت  مورد استفاده قرار می ،صریح

هر قطري به ازاي  نیازمند تشکیل یک دستگاه معادله سه

    . در روش توماس شطرنجی استردیف یا ستون از شبکه 

     تشکیل یک دستگاه معادله، امکان تشکیل به جاي 

چندین دستگاه معادله به ازاي هر ردیف یا ستون از شبکه 

    به این طریق امکان مشارکت تعداد زیاديشود.  ایجاد می

د. با شو فراهم می هر دستگاه معادله محاسباتی در حل  نخ

توان اطلاعات  می ،کوچکتر ایجاد دستگاه معادلات مستقل و

اشتراکی ذخیره نمود و سرعت   مربوط به آنها را در حافظه

دسترسی به آن را افزایش داد. در تحقیق حاضر با توجه به 

         ،نظیر ملاحظات مرتبط با استفاده از حافظه اشتراکی

راهبردي  ،بدون تداخلاین حافظه و دسترسی  حجم کم

     س شطرنجی ارائه در روش توما آنگیري از  جهت بهره

رنجی هنگام طهمچنین عملکر روش توماس ش ؛شده است

  گیري از حافظه اشتراکی و تاثیر تداخل دسترسی با  بهره

مورد تحلیل قرار گرفته  ،توجه به معماري پردازنده گرافیکی

 است.

  

  پردازش بهینه روي پردازنده گرافیکی - 2

تعداد زیادي هسته پردازنده و  استفاده ازپردازنده گرافیکی با 

اي را براي سرعت  گسترده اتامکان ،محاسباتی 1هزاران نخ

 ،بخشیدن به محاسبات ایجاد کرده است. با این حال

مستلزم رعایت  ري از مزایا یک پردازنده گرافیکیگی بهره

از ساختار چند نخی را ثمربخش  اصولی است که استفاده

هاي تغییر روش در این زمینه، سازد. اولین گام ضروري می

ساختار پردازنده  براي عددي مناسب هاي. روشاستعددي 

                                                   
1 Thread 

د تعداد زیادي نخ پردازنده را براي پنهان نباید بتوان ،گرافیکی

سازي تاخیرات حافظه فراهم کند. به همین دلیل در این 

هاي مستقل و جداي از هم تقسیم  ها محاسبات به بخش روش

انجام آن به صورت موازي وجود داشته  شوند که امکان می

  باشد. 

 ،گام اساسی دیگر در استفاده از مزایاي پردازنده گرافیکی

کارگیري حافظه مناسب و دسترسی بهینه به حافظه است.  هب

در ساختار پردازنده گرافیکی انواع  ،گونه که بیان شد همان

، ، ثبات2سراسري، اشتراکی، ثابت ،متفاوتی از حافظه شامل

نمایی کلی از ارتباط میان  1 شکل ... وجود دارد. و 3بافتی

ها در ساختار پردازنده گرافیکی  هاي پردازنده و حافظه هسته

دهد. فلش یک طرفه به این معناست که پردازنده  را نشان می

طرفه به این  هاي دو تنها قادر به خواندن حافظه است و فلش

ه را خوانده و هم هم حافظ ،معناست که پردازنده قادر است

تند ها داراي ویژگی خاصی هس هر یک از این حافظهبنویسد. 

ه هر سازد. از جمل اي مناسب می که آنها را براي کاربرد ویژه

خاصی 4دامنه دسترسی و یک از آنها داراي حجم، سرعت

مورد توجه قرار گیرد.  بایدکارگیري  ههستند که هنگام ب

ها از  اطلاعات در این حافظهن و خواندن همچنین نحوه نوشت

تواند تاثیر بسزایی بر اهمیت بالایی برخوردار است و می

. در تحقیق سرعت انجام عملیات محاسباتی داشته باشد

ریعتر هاي س گیري از حافظه حاضر تمرکز اصلی روي بهره

. به همین دلیل استفاده از براي تسریع انجام محاسبات است

ظه سراسري در روش توماس جاي حافه حافظه اشتراکی ب

  مورد بررسی و تحلیل قرار گرفته است. ،شطرنجی

  

  حافظه اشتراکی - 3

حافظه اشتراکی یک حافظه پرسرعت در ساختار پردازنده 

     گرافیکی است (سریعتر از حافظه سراسري). در صورت 

      نیاز، اطلاعات ورودي معمولا در شروع محاسبات از 

شود. هر مجتمع  حافظه منتقل میحافظه سراسري به این 

. این استداراي مقدار حافظه اشتراکی محدودي  5پردازشی

 ؛مقدار نسبت به حجم حافظه سراسري بسیار اندك است

                                                   
2 Constant 
3 Texture 

4 Scope 
5 Multiprocessor 
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شود که اطلاعات  گیري می بنابراین زمانی از این حافظه بهره

شده روي آن به دفعات زیاد مورد خواندن و نوشتن ذخیره 

  قرار بگیرند.

در  1ها اجراي برنامه پس از قرارگیري بلاكهنگام 

هاي پردازشی در صورتی که استفاده از حافظه  مجتمع

    ها مقدار برابري از  اشتراکی مورد نیاز باشد، به همه بلاك

    یابد. باید توجه داشت که دامنه دسترسی آن اختصاص می

هاي یک بلاك است؛ به این معنی که  به این حافظه، نخ

ک بلاك به اطلاعات ذخیره شده در حافظه اشتراکی هاي ی نخ

مربوط به بلاك دیگر به منظور خواندن یا نوشتن دسترسی 

  ندارند.

  

 
هاي کودا در ساختار  ها و هسته ارتباط حافظه - 1 شکل

 پردازنده گرافیکی

  

  حافظه اشتراکی و مشغولیت پردازنده گرافیکی - 1- 3

هاي  العملرگرافیکی در مواقعی که اجراي دستوپردازنده 

دست به  ،زمانبر باشد 2هاي یک وارپ محول شده به نخ

زند. به  هاي مربوط به وارپ دیگر می العملرزمانبندي دستو

هاي زمانبر نظیر  این ترتیب تاخیرات زمانی مربوط به عملیات

                                                   
1 Block 
2 Warp 

د. پنهان ساختن شو دسترسی به حافظه سراسري پنهان می

 ،باشد حافظه در صورتی به طور کامل انجام پذیر می تاخیرات

هاي پردازشی فعال کافی در مجتمع پردازشی وجود  که نخ

         هاي محاسباتی فعال،  داشته باشد. حداکثر تعداد وارپ

       هاي پردازنده گرافیکی است که به وسیله  از ویژگی

ی شود. در صورت (نسخه) آن مشخص می 3قابلیت محاسباتی

     هاي محاسباتی فعال با این مقدار حداکثر برابر  که نخ

بیشترین امکان جهت پنهان ساختن تاخیرات حافظه  ،باشد

هاي فعال به حداکثر  شود. نسبت میزان وارپ فراهم می

د. یکی از شو نامیده می 4هاي فعال ممکن، مشغولیت وارپ

 تراکیحافظه اشگیري از  بهرهنحوه  عوامل موثر در مشغولیت،

  است.

هر  ،(نسخه) پردازنده گرافیکی بسته به قابلیت محاسباتی

مجتمع پردازشی از مقدار مشخصی حافظه اشتراکی برخوردار 

هاي موجود  است. این مقدار حافظه اشتراکی باید بین بلاك

در آن تقسیم گردد، بنابراین هرچه مقدار حافظه اشتراکی 

هاي  تعداد بلاك ،اختصاص یافته به هر بلاك بیشتر شود

موجود در مجتمع پردازشی با توجه به محدودیت منابع 

ها  ها به معنی کاهش وارپ یابد. کاهش تعداد بلاك کاهش می

و کاهش مشغولیت پردازنده گرافیکی خواهد بود. این موضوع 

سازي  تاثیري منفی بر توان پردازنده گرافیکی براي پنهان

انجام محاسبات را هد داشت و سرعت اتاخیرات حافظه خو

  کاهش خواهد داد. 

  

  تداخل دسترسی به حافظه اشتراکی - 2- 3

از عوامل مهمی است  ،نحوه دسترسی به حافظه اشتراکی نیز

که باید مورد توجه قرار گیرد. یکی از عواملی که موجب 

گردد، تداخل  کاهش سرعت دسترسی به حافظه اشتراکی می

هاي موجود در یک وارپ از  دسترسی به حافظه است. نخ

به اطلاعات حافظه اشتراکی دسترسی پیدا  5بنک 32طریق 

 ازنخ  32این کنند. در صورتی که اطلاعات مورد نیاز  می

، دسترسی به مورد دسترسی قرار بگیردهاي جداگانه  بنک

حافظه سریع خواهد بود. در غیر این صورت تداخل دسترسی 

                                                   
3 Computational Capability 
4 Occupancy 
6 Bank  
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 ،دهد. تداخل دسترسی به حافظه اشتراکی به حافظه رخ می

موجب سري شدن دسترسی به حافظه شده و موجب کاهش 

  د.شو سرعت عملیات می

  

  الگوریتم توماس شطرنجی - 4

هاي متعددي براي حل دستگاه معادلات  تا کنون روش

، ها قطري ارائه شده است. یکی از مشهورترین این روش سه

. استفاده از این روش هنگام انجام الگوریتم توماس است

گیري از پردازنده مرکزي  محاسبات به صورت سري و با بهره

با این حال در این روش امکان انجام  ،بسیار رایج است

بات به صورت موازي و مستقل از هم وجود ندارد. در محاس

قطري به صورت موازي و به وسیله  حل دستگاه معادلات سه

و کاهش  )CR( پردازنده گرافیکی، دو روش کاهش متناوب

نسبت به الگوریتم توماس مزیت دارند.  )PCR( متناوب موازي

    امکان انجام محاسبات مستقل از هم  ،در این دو روش

    موازي و  توان آنها را به صورتی که میاست م شده فراه

    CRهاي پردازشی متعدد پیگیري کرد. دو الگوریتم  روي نخ

      ، در مقایسه با الگوریتم توماس داراي تعداد PCRو 

هاي مذکور را  مراحل سري کمتري هستند. این ویژگی، روش

جهت انجام محاسبات روي پردازنده گرافیکی مناسب 

سازد، با این حال تعداد عملیات محاسباتی و دفعات  می

ها براي بدست آوردن  دسترسی به حافظه در این روش

بعلاوه،  .استیشتر از الگوریتم توماس بسیار ب ،مجهولات

    تنها قادر به حل دستگاه معادلاتی با PCRو  CRالگوریتم 

حال آنکه الگوریتم توماس محدودیتی از  ؛استمجهول  �2

ت مد نظر ندارد. با توجه به ت اندازه دستگاه معادلاجه

به دو  هاي ذکر شده براي الگوریتم توماس نسبت مزیت

روشی جدید ] 15[ و فوادالدینی  الگوریتم دیگر، ذوالفقاري

    رائه نمودند که اتحت عنوان الگوریتم توماس شطرنجی را 

       گیري از الگوریتم توماس در حلگر در آن امکان بهره

ADI، اي سازگار با معماري پردازنده گرافیکی فراهم  گونه به

  شده است.

گیري از  مهمترین مانع بهره ،سري بودن الگوریتم توماس

که استفاده از  استاین الگوریتم روي پردازنده گرافیکی 

مزایاي آن از جمله سادگی محاسباتی و دفعات پایین 

مانع  جهت رفع این سازد.  دسترسی به حافظه را محدود می

توان با تقسیم دستگاه معادله اولیه به چندین دستگاه  می

هاي  کوچکتر و حل تکراري آن، امکان مشارکت پردازنده

متعدد در روند حل را فراهم کرد. در این روش هر دستگاه 

تقسیم  	���دستگاه معادله با اندازه  		���معادله اولیه به

شود و حل این دستگاه معادلات به صورت تکراري و  می

گیرد. براي مثال مطابق  نخ محاسباتی صورت می 	���توسط

مجهول 	n	محاسباتی یک بعدي، متشکل از   شبکه 2 شکل

باشد). به جاي حل  می 4مضرب صحیحی از  n( مدنظر است

مجهولی، 	n	مجهولات از طریق حل یک دستگاه معادله

���وان از طریق حل تکراري ت می = n/4  دستگاه معادله

چهار مجهولی به پاسخ رسید. در این حل تکراري، براي 

شروع، مقداري اولیه به همه مجهولات داده شده و در هر 

تکرار دستگاه معادلات همواره بر اساس مقادیر معلوم شبکه و 

 دستگاه ،معادله انفصال حاکم تشکیل خواهند شد. براي مثال

از  4و  3، 2، 1مجهول مربوط به نقاط  4 ،معادله اول شامل

شبکه است. این دستگاه معادله بر اساس معادله انفصال حاکم 

 5و بر اساس مقادیر معلوم مربوط به نقطه مرزي و نقطه 

در  5شبکه محاسباتی به دست آمده است. مقدار معلوم نقطه 

شده  ست که در تکرار پیشین حل حاصلا حقیقت مقداري

مقادیر معلوم مورد استفاده در تشکیل  ،است. به همین ترتیب

شبکه  9و  4مقادیر مربوط به نقاط  ،دستگاه معادلات دوم نیز

حل تکراري به دو  اند. هستند که در تکرار قبل به دست آمده

دستگاه  	nopتوان در هر تکرار هر صورت قابل انجام است. می

نخ محاسباتی  	nopوسیلهمعادله را به صورت همزمان و به 

حل کرد. به همین شکل در این روش تمام مقادیر جدید بر 

توان مطابق  همچنین می؛ آیند اساس تکرار قبل به دست می

    حل را به صورت  ،است نشان داده شده 2 آنچه در شکل

به طوري که در هر مرحله دستگاه  ؛دو مرحله انجام داد

شوند.  در میان حل میمعادلات به صورت شطرنجی یا یکی 

   هاي پردازشی در مرحله دوم از نتایج  نخ ،در این روش

    مرحله اول همان تکرار به عنوان مقادیر معلوم جهت 

برند. با توجه به این  تشکیل دستگاه معادلات بهره می

   خاصیت، سرعت همگرایی روش شطرنجی بیشتر خواهد 

چراکه این مقادیر نسبت به مقادیر تکرار قبل اصلاح  ؛بود

شود که پاسخ دستگاه معادله  باشند و این باعث می تر می شده

 به این ترتیبقادیر حل نهایی شبکه نزدیکتر شود. به م

هاي زیر را براي روش توماس شطرنجی ذکر  توان ویژگی می

  نمود:
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ري را قط ستگاه معادله سهتوان هر د با این روش می - 1

  تکراري حل نمود. به صورت

هیچ  PCRو  CRبرخلاف الگوریتم   این روش - 2

  دستگاه معادلات ندارد.اندازه محدودیتی پیرامون 

توان دستگاه معادلات مستقل از هم  در این روش می - 3

) تعیین nopبه تعداد دلخواه ( nرا با توجه به مقدار 

پذیر  بخش dopبر  nنمود. تنها کافی است که 

تعداد  PCRو  CRباشد. حال آنکه در روش 

هاي مستقل حل برابر اندازه دستگاه معادلات  بخش

  است.

 PCRو  CRسازي این روش نسبت به الگوریتم  پیاده - 4

  .استتر  ساده

نیز باید به قدر کافی بزرگ باشد تا  n روشالبته در این  

تمام  تعداد دستگاه معادله کافی براي مشغول نگهداشتن

هاي پردازنده و پنهان کردن تاخیرات حافظه فراهم  هسته

) از جمله ���شود. تعداد تقسیمات دستگاه معادلات ( 

هاي است که عملکرد الگوریتم توماس شطرنجی را  پارامتر

  دهد.  تحت تاثیر قرار می

  

 
  صورت شطرنجی حل دستگاه معادلات به -2 شکل

  

هاي محاسباتی  شود که نخ موجب می	��� افزایش

بیشتري جهت حل دستگاه معادلات فعال شوند و از طرفی 

دهد.  افزایش می ها جهت رسیدن به همگرایی را تعداد تکرار

هاي پردازشی  هسته ،ها بیشتر باشد هر چه تعداد این نخ

بیشتري بکارگرفته شده و تاخیرات حافظه نیز بهتر پنهان 

ها، ضمن  افزایش بیش از حد تعداد تکرار ،این حالشود. با  می

تواند از سرعت همگرایی الگوریتم بکاهد.  می 	���افزایش

فواید و کاربرد الگوریتم توماس شطرنجی در حل تکراري 

دستگاه معادلات سه قطري زمانی نمود بیشتري خواهد 

  بهره گرفته شود. 	ADIداشت که از آن در یک حلگر 

 

با روش  انتقال حرارت هدایت پایاحل مسئله  - 5

  توماس شطرنجی

 ADIتعریف مسئله نمونه با حلگر  -1- 5

یک روش تحلیل عددي است که براي حل  ADIحلگر 

معادلات مشتق جزئی بیضوي، سهموي و هذلولی در فضاي 

رود. این موضوع موجب شده است که  چند بعدي  بکار می

این روش به طور گسترده در علوم پایه و مهندسی به کار 

متناسب با ابعاد مسئله هر مرحله  ADIگرفته شود. در روش 

 ،شود که در آن مرحله تقسیم می -از محاسبات به چند زیر

معادله دیفرانسیل مربوطه در یک راستا به صورت ضمنی حل 

ها به  در حالی که  اطلاعات مسئله در سایر جهت شود؛می

در نتیجه، این  ؛گیرد مورد استفاده قرار می ،صورت صریح

روش بدون پیش شرط پایدار است. یک خاصیت جالب توجه 

- آن براي حل معادلات در هر زیراین روش این است که در 

  توان از الگوریتم حل ماتریس سه قطري  بهره برد.  مرحله می

اي ساده، مثال  حل معادله هدایت حرارتی پایا به عنوان مسئله

است. معادله هدایت  ADIگیري از حلگر  خوبی براي بهره

  :است 1حرارت پایا در دو بعد به صورت معادله 

∂

∂�
��

��

∂�
� +

∂

∂�
��

��

∂�
� = 0 )1( 

استخراج معادله انفصال به روش حجم محدود و روي 

صورت گرفته و نتیجه به  3 شبکه نشان داده شده در شکل

در صورتی که معادله انفصال ) است. 2رابطه (این صورت 

) جهت حل مقادیر مجهول در یک شبکه دو 2مطابق رابطه (

قطري  5یک دستگاه معادله  ،بعدي مورد استفاده قرار گیرد

شود. با حل این دستگاه معادله پاسخ مورد نظر به  تشکیل می

حل  ADIاما در حلگر ؛ صورت مستقیم به دست خواهد آمد

شود. در  به صورت تکراري انجام می )2(معادله انفصالی 

حل  xمرحله اول معادله انفصال به صورت ضمنی در جهت 

به صورت  yت شبکه در جهت شود. در این مرحله اطلاعا می

) شکل معادله 3گیرند. رابطه ( صریح مورد استفاده قرار می
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دهد. در مرحله دوم  انفصالی را در این وضعیت نشان می

شود. در  حل می yمعادله انفصال به صورت ضمنی در جهت 

به صورت صریح مورد  xاین مرحله اطلاعات شبکه در جهت 

) شکل معادله انفصالی را در 4گیرند. رابطه ( استفاده قرار می

  دهد. این وضعیت نشان می

  

 
 شبکه و شرایط مرزي براي مسئله هدایت دو بعدي - 3 شکل

  

گیري دستگاه  موجب شکل )4(و  )3(اعمال روابط 

توان از  شود که براي حل آنها می معادلات سه قطري می

قطري استفاده کرد. در  حل دستگاه معادلات سه هاي الگوریتم

به ترتیب اشاره به تکرار جدید  K-1و  Kاین روابط، بالا نویس 

شرایط مرزي درنظر گرفته شده براي و تکرار قبل دارند. 

است. ضمن اینکه حل تحلیلی  4 مطابق شکلمسئله حاضر 

 ارائه شده است. ]16[مسئله حاضر در مرجع 
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پیاده سازي حلگر با بکارگیري الگوریتم توماس  - 2- 5

  گیري از حافظه اشتراکی شطرنجی و با بهره

براي حل معادله  ADIسازي حلگر  شیوه پیاده ]15[در مرجع 

الگوریتم  با استفاده ازبعد  2در  يپایاهدایت انتقال حرارت 

 حل روش براياین در توماس شطرنجی ارائه شده است. 

 آن در حل میدان جهت، هر در دیفرانسیل معادله ضمنی

به  قسمت  nop این. شود می تقسیم قسمت nop به راستا

 دو در محاسباتی نخ  nop/2به وسیله  میان در یکی صورت

 حل مراحل ،4 شکل به عنوان مثال در. شوند می حل مرحله

 و 8×8 اندازه به اي شبکه براي y معادله دیفرانسیل در جهت

��� = همانطور که در شکل مذکور . داده شده است نشان  2

اي  ارائه شده است، حل در هر جهت به صورت دو مرحله

هاي خاکستري و  گیرد. در یک مرحله تمام سلول صورت می

هاي  هاي سفید به وسیله نخ در مرحله بعد تمام سلول

 ه در مرجعشوند. به دلایلی ک محاسباتی اختصاصی حل می

به طور کامل توضیح داده شده است، جهت حل ضمنی  ]15[

جاي تقسیم جداسازي معادله دیفرانسیل  به xمعادله در جهت 

در این جهت، کل ماتریس مربوط به مقادیر شبکه ترانهاده 

استخراج و حل  yشده و معادله انفصال مجددا در جهت 

گیري الگوریتم کار لازم به ذکر است که این شیوه به گردد. می

مختص حل مسئله هدایت  ADIتوماس شطرنجی در حلگر 

سازي از جهاتی  پایا است و براي مسائل گذرا شیوه پیاده

  . استمتفاوت 

اي  براي مسئله ADIبراي اعتبارسنجی این روش، حلگر 

سازي شده و نتایج  پیاده 3با هندسه و شرایط مرزي شکل 

مقایسه شده است. در  ]16[حل عددي با حل تحلیلی مرجع 

) استفاده 5رابطه (حل عددي از شرط توقف ارائه شده در 

  شده است:

� � (��(�, �) − ����(�, �))�
�

���
< 10��

�

���
 

)5(    
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  ADIبه وسیله حلگر  yحل معادله دیفرانسیل به صورت صریح در جهت  -4 شکل

  

) براي x=0.5, y=0.5دماي مرکز دامنه حل ( 1در جدول 

) و توماس معمولی و dop=8دو روش توماس شطرنجی (

ارائه شده و خطاي حل عددي بر مختلف  هاي اندازه شبکه

  ) محاسبه شده است:6(اساس رابطه 

)6(  ����� =	|�� − ��| 

مقدار پاسخ حل  ��پاسخ حل تحلیلی و  مقدار ��که در آن 

  عددي است. 

  

) براي دو روش x=0.5, y=0.5دماي مرکز دامنه حل ( - 1جدول 

  ) و توماس معمولیdop=8توماس شطرنجی (

  

 اندازه شبکه

128
×

128
  

256
×

256
  

512
×

512
  

1024
×

1024
  

C
H

-T
ho

m
as

 

T 34/24  64/24  78/24  80/24  

Error 66/0  36/0  22/0  2/0  

T
ho

m
as

 

T 34/24  65/24  79/24  81/24  

Error 66/0  35/0  21/0  19/0  

ش خطاي رو ارائه شده است، 1همانطور که در جدول 

و با افزایش است  2/0 تا 66/0 توماس شطرنجی بین

حل  اختلاف نتایج یابد. همچنین تقسیمات شبکه کاهش می

عددي براي دو روش توماس شطرنجی و توماس معمولی 

    .است 01/0 حدود

) x=0.5توزیع دما در خط میانی دامنه حل ( 5در شکل 

) و حل تحلیلی dop=8براي روش توماس شطرنجی (با 

توزیع  ،شود نمایش داده شده است. همانگونه که مشاهده می

دما در روش توماس شطرنجی تطابق خوبی با حل تحلیلی 

  یابد.  داشته و با افزایش اندازه شبکه بهبود می

گفته شد در روش توماس شطرنجی  قبلانگونه که هما

دستگاه معادلات بزرگ به دستگاه معادلات کوچکتر تقسیم 

      وسیله الگوریتم توماس  شوند تا امکان حل موازي به می

به صورت تکراري فراهم گردد. کوچک کردن دستگاه 

معادلات همچنین (با توجه به محدودیت حجم حافظه 

کند تا جهت حل این  را فراهم می اشتراکی) این امکان

دستگاه معادلات بتوان از حافظه اشتراکی استفاده نمود؛ 

که امکان ذخیره اطلاعات مربوط به چندین دستگاه  چرا

معادله در حافظه اشتراکی اختصاص یافته به یک بلاك فراهم 

  گردد. می

بیان شد، با توجه  3 همانگونه که پیش از این در بخش

ندازه حافظه اشتراکی تنها اطلاعاتی در این به محدودیت ا

خوانده و نوشته  متناوبگیرند که به صورت  حافظه قرار می
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به  dو  cکار رفته در تحقیق حاضر ضرایب  شوند. در روش به

دلیل اینکه در هر حلقه از الگوریتم به صورت متناوب 

شوند، در حافظه اشتراکی ذخیره شده و ضرایب  فراخوانده می

a  وb شوند. همچنین با توجه  در حافظه سراسري ذخیره می

ه هر بلاك به محدودیت حافظه اشتراکی اختصاص یافته ب

اي که به وسیله هر  اندازه دستگاه معادله باید اندازه هر بلاك و

باید کوچک باشد. در تحقیق  ،شود نخ محاسباتی حل می

 ،نیز نخ و اندازه هر دستگاه معادله 32حاضر اندازه هر بلاك 

). مسئله حائز dop<32( انتخاب شده است 32کوچکتر از 

گیري از حافظه اشتراکی پیشگیري از  اهمیت هنگام بهره

 ،تداخل دسترسی به حافظه اشتراکی است. در روش حاضر

توان با ذخیره مناسب اطلاعات در حافظه از تداخل  می

دسترسی به حافظه جلوگیري به عمل آورد. در بخش نتایج 

مورد  ،ر تداخل دسترسی به حافظه بر سرعت حلگرتاثی

  بررسی قرار گرفته است.

  

 
) براي x=0.5توزیع دما در خط میانی دامنه حل ( - 5 شکل

  )  و حل تحلیلیdop=8روش توماس شطرنجی (با 

  

  معرفی سیستم محاسباتی -6

استفاده  GTX750Mدر تحقیق حاضر از پردازنده گرافیکی 

 است. 3.0(نسخه)  شده است که داراي قابلیت محاسباتی

  ارائه شده است.  2 مشخصات این پردازنده در جدول

است؛ همچنین  6.5همچنین، نسخه کوداي به کار رفته 

است که  Core i7 4500Uپردازنده مرکزي به کار رفته اینتل 

مذکور قرار رده با پردازنده گرافیکی  هاي هم در زمره پردازنده

  گیرد. می

  

 رفته در تحقیق حاضر مشخصات پردازنده به کار  - 2جدول 

  مقدار  مشخصه

  2  تعداد مجتمع پردازشی

  192  تعداد هسته کودا در هر مجتمع پردازشی

 kB 48  بیشترین میزان حافظه اشتراکی هر مجتمع پردازشی

  1024  هاي محاسباتی در هر بلاك بیشترین تعداد نخ

  2048  هاي محاسباتی هر مجتمع پردازشی تعداد نخبیشترین 

  64  ساکن در هر مجتمع پردازشی  بیشترین تعداد وارپ

  16  بیشترین تعداد بلاك ساکن در هر مجتمع پردازشی

  

  نتایج -7

کارگیري حافظه اشتراکی در عملکرد  در این بخش تاثیر به

مورد بررسی قرار گرفته است.  ،روش توماس شطرنجی

همانگونه که گفته شد، جهت به کارگیري حافظه اشتراکی در 

باید به اندازه کافی کوچک باشد  dopروش توماس شطرنجی 

) و dتا بتوان اطلاعات مربوط به سمت راست معادلات (

را در حافظه اشتراکی ذخیره نمود. در صورتی که  cضریب 

 dopمقدار  ،باشد 32حاسباتی اندازه هر بلاك از شبکه م

و کمتر  32مناسب جهت به کارگیري حافظه اشتراکی مقادیر 

 شود. از آن را شامل می

 میزان افزایش سرعت روش توماس شطرنجی 6 شکل

(نسبت به توماس) در وضعیت به کارگیري حافظه اشتراکی را 

همچنین میزان افزایش سرعت براي بهترین ؛ دهد نشان می

کارگیري  توماس شطرنجی در وضعیت بهعملکرد روش 

حافظه سراسري جهت مقایسه نمایش داده شده است. 

براي سنجش میزان بهبود  ،ستا افزایش سرعت معیاري

هاي مذکور به لحاظ زمانی نسبت به یک روش مبنا (که  روش

باشد) و مقدار  در اینجا الگوریتم توماس(پردازنده مرکزي) می

  آید: یبه دست م) 6(آن از رابطه 

)6(  Speed up =	
����

�
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افزایش سرعت براي روش توماس شطرنجی (نسبت به الگوریتم توماس) - 6 شکل  

 

مدت زمان حل مسئله توسط الگوریتم  ����که در آن 

مدت زمان حل مسئله به وسیله  t(پردازنده مرکزي) و  توماس

باشد. لازم به ذکر است، مقایسه در شرایطی  روش مدنظر می

انجام شده که هیچگونه تداخلی در دسترسی به حافظه 

دهد که بیشترین  اشتراکی وجود ندارد. نتایج نشان می

افزایش سرعت روش توماس شطرنجی در وضعیت به 

ه است. واقع شد dop=8کارگیري حافظه اشتراکی در 

کارگیري حافظه اشتراکی  به ،شود همانگونه که مشاهده می

  موجب بهبود نسبی عملکر روش توماس شطرنجی شده 

 256×256اي با اندازه  ین وضعیت براي شبکهتراست. در به

استفاده از حافظه اشتراکی موجب افزایش سرعتی در حدود 

  کارگیري حافظه سراسري  برابر نسبت به وضعیت به 6/1

اي با اندازه  شده است. در بدترین وضعیت براي شبکه

استفاده از حافظه اشتراکی موجب افزایش  1024×1024

کارگیري  برابر نسبت به وضعیت به 2/1 سرعتی در حدود

 حافظه سراسري شده است. 

 dop=16و  dop=32در  ،شود همانگونه که مشاهده می

اندازه دستگاه معادلات بیش از حد بزرگ است و استفاده زیاد 

موجب کاهش ضریب مشغولیت و افت  ،از حافظه اشتراکی

نیز  dop=4عملکرد روش توماس شطرنجی شده است. در 

تعداد زیاد تقسیمات دستگاه معادلات موجب افزایش بیش از 

ها و حجم محاسبات شده و موجب افت  حد تعداد تکرار

  گردد. می عملکرد

میزان کاهش سرعت ناشی از تداخل دسترسی  7 شکل

هاي مختلف در  به حافظه اشتراکی را براي اندازه شبکه

dop=8 تداخل  ،شود دهد. همانگونه که مشاهده می نشان می

 موجب کاهش سرعتی بین ،دسترسی به حافظه اشتراکی

  درصد شده است. 8/18 تا 9/10

  

 
مکان به  هم دسترسی غیرکاهش سرعت ناشی از  -7 شکل

  )dop=8حافظه سراسري (

  نتیجه گیري - 8

گیري موثر از الگوریتم  توماس شطرنجی روشی است که بهره

جهت اجرا روي پردازنده گرافیکی را  ADIتوماس درحلگر 

سازد. حافظه اشتراکی به نسبت حافظه سراسري  ممکن می

ري سریعتر است. با این حال حجم آن نسبت به حافظه سراس
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بسیار اندك است. علاوه بر این مشکل تداخل دسترسی 

ر داده و حافظه اشتراکی را به شدت تحت تاثیر قرا دعملکر

کارگیري این حافظه  بنابراین به دهد؛ سرعت آن را کاهش می

 .استنیازمند رعایت ملاحظاتی 

در تحقیق حاضر الگوریتم توماس شطرنجی با استفاده از 

سازي شده و عملکرد آن تحلیل شده  حافظه اشتراکی پیاده

  باشد: مهمترین نتایج تحقیق حاضر به شرح زیر میاست. 

موجب بهبود عملکرد  ،کارگیري حافظه اشتراکی به - 1

 6/1 روش توماس شطرنجی شده و سرعت آن را تا

  است. برابر افزایش داده

میزان بهبود عملکر روش توماس شطرنجی با  - 2

 dopحافظه اشتراکی با مقدار پارامتر  گیري از بهره

بالاتر کاهش  dopنحوي که در  در ارتباط است. به

حجم  شیافزا ،تر پایین dopمشغولیت و در 

روش شده است.  نیمحاسبات موجب افت عملکر ا

توماس  افتهیارتقاء  تمیعملکرد الگور نیبهتر

 .است dop=8در  یشطرنج

بیشترین افزایش سرعت مربوط به اندازه شبکه  - 3

مربوط به  ،و کمترین افزایش سرعت 256×256

  است 1024×1024اندازه شبکه 

موجب کاهش  ،تداخل دسترسی به حافظه اشتراکی - 4

درصد در روش توماس  8/18 تا 9/10 سرعتی بین

   شود. شطرنجی می

توان نتیجه گرفت که استفاده از حافظه  در نهایت می

و جلوگیري از   dopاشتراکی در صورت تنظیم مناسب پارامتر 

توان موجب افزایش سرعت محاسبات در  دسترسی میتداخل 

  روش توماس شطرنجی شود.

  

  فهرست علائم - 9

a قطر پایین در ماتریس سه قطري  

b قطر اصلی در ماتریس سه قطري  

c  بالا در ماتریس سه قطريقطر  

d بردار مقادیر معلوم  

dop 
اندازه دستگاه معادلات پس از انجام تقسیمات در 

   روش توماس شطرنجی

dx هاي شبکه طول سلول m  

dy هاي شبکه عرض سلول m  

i شمارنده سلول شبکه در راستاي محور طول  

j شمارنده سلول شبکه در راستاي محور عرض  

k  حرارتضریب هدایتWm℃��	  

n تعداد تقسیمات شبکه در راستاي محور طول  

nop 
تعداد تقسیمات دستگاه معادله در روش توماس 

  شطرنجی

m  تعداد تقسیمات شبکه در راستاي محور عرض  

T  دماC 

t مدت زمان انجام حل مسئله  

����  
مدت زمان انجام حل مسئله به وسیله پردازنده 

  مرکزي

x   محور طول  

y   محور عرض  

Δ� هاي شبکه طول سلول m  

Δ� هاي شبکه عرض سلول m  
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