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 چکیده
یک تیر یک سرگیردار و یک  میکروژیروسکوپ دارای شود.ژیروسکوپی با ساختار تیر بررسی میتیررفتار ارتعاشی میکرو در پژوهش حاضر

یافته لاسیون توسعه بر مبنای گستردگی جرم گواه یک مدل و فرمو شود.میدان الکتریکی تحریک میای است که توسط جرم گواه گسترده

-الکترو وزیع نیروهایتصورت گسترده، شود. با در نظر گرفتن جرم گواه بهبرای بررسی ناپایداری و رفتار ارتعاشی میکروژیروسکوپ ارائه می

ت حاصل بود. معادلا خواهد فته و گشتاورهای ناشی از آن نیز در رفتار ژیروسکوپ تأثیرگذاراستاتیک از حالت متمرکز به گسترده تغییر یا

وان پارامتر بعد مهمی تحت عنگردند. پارامتر بیهای تحلیلی و عددی حل میبا کمک روش گالرکین کاهش مرتبه یافته و از طریق روش

تر در ثر این پاراماتیر است. واه گسترده نسبت به طول میکرورت از طول جرم گشود. این پارامتر عبابعد طول، در این پژوهش معرفی میبی

اهد شد مشخص خو گیریشود. در طول محاسبات و نتیجههای طبیعی سیستم بررسی میرفتار استاتیکی، دینامیکی، ارتعاشی و فرکانس

 ه گسترده بیشتر خواهد شد. بعد، اختلاف در نتایج حاصل از فرض متمرکز بکه با افزایش این پارامتر بی

 بعد طول.میکروالکترومکانیک؛ میکروژیروسکوپ؛ ناپایداری؛ پارامتر بی :کلمات کلیدی
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Abstract 
In this research, vibration behavior of a microgyroscope including beam structure is investigated. 

microgyroscope consists of a microcantilever beam and distributed proof mass that is actuated by 

electrostatic force. A developed model and formulation based on the distributed assumption for proof mass 

are presented to investigate the instability and vibration behavior of beam microgyroscope. Considering 

distributed assumption for proof mass, electrostatic force changes from concentrated force to distributed 

force and produces a moment that is effective on the mechanical behavior of the gyroscope.The equations of 

motion are reduced by Galerkin’s method and solved via numerical and analytical techniques. An important 

nondimensional parameter named as nondimensional length parameter is presented which it is the ratio of 

the proof mass length to beam length. Effects of the nondimensional length parameter on the static, dynamic, 

vibration behaviors and natural frequency of the microsyetem are investigated. Results show that by 

increasing the nondimensional parameter, the differences between the results of concentration and 

distribution hypothesizes for proof mass increase.  

Keywords: MEMS, Microgyroscopes, Pull-in Instability, Nondimensional Length Parameter.  
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 مقدمه  -1
ها، ژیروسکوپکاربردترین انواع میکروترین و پریکی از مهم

ی، تولید انبوه در سازکوچکنوع ارتعاشی آن است. قابلیت 

ی جابههای ارتعاشی های سری و جایگزینی المانپروسه

کاربرد بودن این نوع از دورانی، از دلایل عمده پرهای قسمت

های ژیروسکوپدر میکرو .[2, 1] استها ژیروسکوپمیکرو

)محرک( و  هم اولیهارتعاشی جرم گواه در دو جهت عمود بر

  1جرم گواه کهیدرصورتنماید؛ )شناسایی( نوسان می ثانویه

دچار ارتعاشات شده و قاب متصل به آن شروع به دوران 

نماید، ارتعاشاتی در جهت عمود بر ارتعاشات اولیه ایجاد 

ای قاب گیری این ارتعاشات، سرعت زاویهشود که با اندازهمی

های مختلفی جهت . روش[3]شود دورانی مشخص می

ها وجود دارد. تحریک و شناسایی این نوع از ژیروسکوپ

استاتیک، جهت تحریک و شناسایی ی روش الکتروطورکلبه

نمایی حرکت به علت داشتن مکانیزم حرکتی سریع و بزرگ

-تیر.  یک میکرو[4]آید مناسب، مطلوب به نظر می

ژیروسکوپی از یک یا چند جرم گواه متصل به یک پایه و یا 

قاب دورانی تشکیل شده است. علت استفاده از جرم گواه، 

 منظور به شده جادیا  2ینرسی و نیروی کوریولیسافزایش ا

افزایش حساسیت سیستم است. این ژیروسکوپ در اثر 

تحریک یک عامل خارجی در جهت اولیه، دچار ارتعاشات 

خمشی اولیه شده و با دوران قاب متصل به جرم گواه و در اثر 

، ارتعاشاتی در جهت ثانویه و عمود بر جهت سیولیکورنیروی 

شود. جهت اولیه با نام محرک و جهت ثانویه با ایجاد میاولیه 

گیری ارتعاشات جهت شود. با اندازهنام شناسایی شناخته می

شود. گیری میشناسایی توسط یک سنسور، دوران قاب اندازه

هایی خمشی است. در سازه صورتبهحرکت هر دو جهت 

نظیر تیر، سختی خمشی کمتر از فشاری و کششی است و با 

صرف انرژی کمتری، دامنه ارتعاشی بالاتری قابل حصول بوده 

-ژیروسکوپیابد. در میکروو حساسیت سیستم افزایش می

شود، استاتیک تحریک و شناسایی میهایی که از طریق الکترو

. شودمشاهده میترکیبی از یک حسگر و یک عملگر ارتعاشی 

-روتوسط میدان الکت ،ژیروسکوپقسمت عملگر این میکرو

استاتیک ترکیبی ثابت )ناشی از پتانسیل الکتریکی مستقیم( 

                                                        
1 Proof mass 
2 Coriolis force 

است که به و متناوب )ناشی از پتانسیل الکتریکی متناوب( 

حول موقعیت آن،  ارتعاشجرم گواه اعمال شده و موجب 

. با توجه به ارتعاش اولیه و دوران سیستم، شودمیتعادلی 

گیری دازهد. با انشوارتعاش ثانویه در بخش حسگر فعال می

ای سیستم را با استفاده از توان حرکت زاویهارتعاش ثانویه می

گیری د. این اندازهکرمحاسبه و بررسی  پردازش این ارتعاش

استاتیک و از طریق تغییرات ظرفیت توسط میدان الکترو

سنجش است. ازآنجاکه سیستم با  روی جرم گواه، قابل3خازنی

-ستاتیک تحریک و شناسایی میاهای الکترواستفاده از میدان

د و تحت ارتعاشات رزونانسی در دو جهت خمشی قرار شو

های ناپایداری کششی و ارتعاشی در این دارد، بررسی پدیده

 .[8-5]است سیستم ضروری 

های زیادی انجام ها، پژوهشژیروسکوپمیکرو نهیزم در

یابی به رزونانس و افزایش حساسیت شده است. برای دست

های تحریک و های جهتلازم است که فرکانس سیستم

-به بررسی یک میکرو [9]شناسایی تنظیم شود. انصاری 

پرداخت. این مجموعه شامل،  4ایژیروسکوپ با جرم گهواره

چهار تیر بوده که درون یک قاب قرار گرفته و جرم گواه در 

مرکز این قاب قرار دارد. ارتعاشات مجموعه در اثر دوران پایه 

خمشی و پیچشی بوده و  صورتبه سیولیکورعمال نیروی و ا

به کار رفته جهت شناسایی و تحریک حرکت از نوع  میزمکان

الکتریک است. به علت وجود خمش و پیچش همیشگی پیزو

شود. گیری میی اندازهراحتبههای ثانویه در دو تیر، دوران

، به بررسی ارتعاش یک [10]و همکاران  هادههادبیبی

-ی پرداختند که از طریق محرک پیزوروسکوپیرژیکروتیم

الکتریک فعال و از طریق پایش ارتعاش با استفاده از یک 

الکتریک در جهت شناسایی، میزان دوران پایه سنسور پیزو

، بهکاررفتهبهشود. ارتعاش موجود در تیر گیری میاندازه

صورت زوج نیروی خمشی و پیچشی است. با کمک اصل 

سازی ریاضی سیستم انجام و با کمک روش ون مدلهمیلت

شود. در این پژوهش ، معادلات حاکم حل می5هاجمع مود

بعد بررسی همچنین، اثراتی نظیر دوران روی فرکانس بی

، حساسیت [4]است. هونگ و همکاران گردیده 

های طبیعی در دو ها را با تطبیق فرکانسمیکروژیروسکوپ

                                                        
3 Capacitance 
4 Rocking mass  
5 Mode summation 
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 [11]فزایش دادند. جئونگ جهت تحریک و شناسایی ا

های طبیعی در دو جهت دریافت که اختلاف بین فرکانس

عوامل  نیترمهمتحریک و شناسایی و اثر ضریب میرایی، از 

قومم و ها است. ژیروسکوپدر میزان حساسیت میکرو

ژیروسکوپ یک به بررسی رفتار یک میکرو  ،[12, 8]ن همکارا

شامل، یک جرم متمرکز و  دار پرداختند. مدل ایشانگیرسر

دار بوده که با ولتاژ مستقیم تحریک گیرسریک تیر یک

 شود و ارتعاشاتی را درجهت عمود بر جهت اولیه ایجادیم

به بررسی رفتار  ،[13, 6]مجاهدی و همکاران  نماید.می

ژیروسکوپی با تغییر شکل اولیه تیرارتعاشی یک میکرو

ی ناشی از رخطیغشده، موارد ی انجام سازمدلپرداختند. در 

ای، هندسه تغییر استاتیک، میدان حاشیهنیروهای الکترو

-است. در سیستمهای اینرسی لحاظ شده و ترم افتهیشکل 

افزایش  منظوربههای میکروالکترومکانیک، جرم گواه 

 موردحساسیت و اعمال تحریک الکترواستاتیک روی آن 

زمینه شریفی نسب و قرار گرفته است. در همین  استفاده

، ارتعاشات غیرخطی میکرورزوناتورهای دارای [14]مجاهدی 

جرم گواه را با در نظر گرفتن تئوری کوپل تنش اصلاحی، 

از طرفی برای میکرورزوناتورهای   .دادند قرار مطالعه مورد

 [15]، بینا و مجاهدی توجهقابلدارای جرم گواه با طول 

به کار رفته برای جرم گواه، در   اینشان دادند که فرض نقطه

ی در توجه قابلی میکرورزوناتورها، منجر به خطای سازمدل

شود، محاسبه میزان دامنه ارتعاش و ولتاژ ناپایداری می

ی و به دست آوردن معادلات، سازمدللازم است، در  رونیازا

گسترده در نظر گرفته شود و نیروی وارد  صورتبهجرم گواه 

توزیع شده لحاظ گردد. در  صورتبهای  ی نقطهجابهبر آن 

 توجهقابلهای ارتعاشی طول جرم گواه میکروژیروسکوپ

های پیشین جرم گواه در پژوهش وجود نیا بااست؛ اما 

متمرکز فرض گردیده  صورتبهمتصل به میکروژیروسکوپ، 

است. در پژوهش حاضر، با فرض گستردگی جرم گواه و 

تر برای آن، یک مدل کامل روی شدهاعمالنیروی 

-های ارتعاشی دارای جرم گواه معرفی میمیکروژیروسکوپ

شود و بر مبنای این مدل، رفتار ارتعاشی و ناپایداری این نوع 

قرار گرفته و  مطالعه موردارتعاشی،  یهاروسکوپیکروژیماز 

-ای بودن جرم گواه برای طولخطاهای ناشی از فرض نقطه

شود. بدین منظور ابتدا با در نظر میهای مختلف محاسبه 

گرفتن طول جرم گسترده، نیروها و گشتاورهای معادل ناشی 

شود. سپس از از بار الکتریکی گسترده روی آن محاسبه می

، معادلات حرکت به دست افتهیمیتعمطریق اصل همیلتون 

مهمی  بعدیبشده و پارامتر  بعدیبآید. در ادامه معادلات می

نسبت طول جرم گواه به طول  دهندهنشانشود که معرفی می

استاتیکی حل شده و ولتاژ  صورتبه بارکتیر است. معادلات ی

شود و سپس از طریق حل دینامیکی ناپایداری محاسبه می

های چندگانه و معادلات و استفاده از روش تحلیلی مقیاس

عددی، پاسخ ارتعاشی محاسبه شده و در نهایت اختلاف نتایج 

ای جرم گواه با جرم گسترده، برای اصل از فرض نقطهح

شود.  طول جرم گواه، مقایسه می بعدیبمقادیر مختلف پارامتر 

 زیر است: صورتبهاهداف پژوهش جاری 

  گستردگی جرم گواه،  بر هیتکارائه یک مدل جدید با

 ها.ژیروسکوپجهت بررسی عملکرد میکرو

 بر مبنای مدل  تحلیل استاتیکی و ناپایداری سیستم

 های پیشین.جدید و محاسبه خطای مدل

 ژیروسکوپ بر مبنای مدل تعیین فرکانس طبیعی میکرو

 های پیشین. جدید و محاسبه خطای مدل

  مطالعه ارتعاش سیستم بر مبنای مدل جدید و محاسبه

 های پیشین.خطای مدل

 

 الگوسازی سیستم -2
دار با جرم گواه گیرسر مدل پژوهش حاضر شامل، یک تیر یک

 – لریاوگسترده و صلب است. در مدل تیر از فرضیات تیر 

برنولی صفحات عمود  – لریاوشود. در تیر برنولی استفاده می

بر محور طولی، پس از خمش، همچنان بر محور طولی عمود 

مانند. از روش جنبشی کرشهف جهت تعیین بردار انحناء می

-سرشود. در تیر یک و محاسبه انرژی کرنشی تیر استفاده می

دار کشیدگی لایه وسط وجود نداشته و ترم انرژی کرنشی گیر

ناشی از کشیدگی لایه وسط صفر است. مکانیزم تحریک 

 هتوجقابلاستاتیک بوده و به علت الکترو صورتبهسیستم 

بودن ابعاد جرم گسترده در مقایسه با فاصله بین صفحات 

نظر کردن است. ی قابل صرفاهیحاشهای تحریک، میدان

شود. مدل مکانیزم شناسایی نیز از طریق یک خازن انجام می

نشان داده شده  1، در شکل شده ساده صورتبهساده سیستم 

، lبا ، طول آن Mاست. در این سیستم، مقدار جرم گواه با 

است؛ همچنین   Lو طول آن  mتیرجرم بر واحد طول میکرو

 .شودنشان داده می Ωمقدار دوران پایه با 



 

 
 

 جرم گواه یبا در نظر گرفتن گستردگ یکروتیرژیروسکوپیم یو رفتار ارتعاش یداریناپا یبررس  |96

 

 2شماره  /8دوره  /1397ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

ژیروسکوپ در دو صفحه ، دو نما از یک میکرو2در شکل 

بیانگر حرکت در  𝑦است. محور  مختلف نشان داده شده

بیانگر، حرکت در راستای   𝑧 راستای تحریک و محور

 شناسایی است. 

 

 
 نمایی از یک میکرو ژیروسکوپ با ساختار تیر -1شکل 

 

 

 
ژیروسکوپی با جرم گسترده تیرنمایی از یک میکرو -2شکل 

 در انتها در دو جهت تحریک و شناسایی

 

مجموعه ژیروسکوپ در راستای تحریک با دو نیروی 

حاصل از ولتاژهای مستقیم و متناوب تحریک گردیده و 

شناسایی از طریق یک ولتاژ مستقیم حرکت در جهت 

 د. شومشخص می

یه پس از اعمال ولتاژ مستقیم، سیستم دارای انحنای اول

 گردد.می

 های حاکم سیستم، به ترتیبدست آوردن معادلهجهت به

 شود:مراحل زیر انجام می

 [16] 1ی جنبشی کرشهفآنالوگبردار انحناء بر اساس  -

 شود.تعیین می

ن گردیده و بر و پتانسیل سیستم تعییانرژی جنبشی  -

ه شود. در محاسب، تعیین می[6] اساس آن چگالی لاگرانژین

ته شده گسترده در نظر گرف صورتبهانرژی جنبشی جرم گواه 

-و انرژی جنبشی خطی و دورانی آن در محاسبات وارد می

 شود.

ر محاسبات مربوط به نیروهای عمومی از اصل کار د -

 شود.یمجازی استفاده م

با کمک  ستمیدر سوجود نیروها و گشتاورهای م -

د. شوگیری بر روی طول جرم گواه گسترده تعیین میانتگرال

سیم شده و های کوچکی تقجرم گواه به بخش گریدعبارتبه

بت گردد. سپس نسجرم متمرکز فرض می عنوانبههر بخش 

 [17] گیری روی نیروی اعمال شده به جزء متمرکزبه انتگرال

ها وشود. برای محاسبه نیرو روی طول جرم گسترده اقدام می

و و نیر 3های ناشی از آن، با در نظر گرفتن شکل و گشتاور

ی ریگانتگرالگشتاور اعمالی به یک المان محاسبه و پس از 

های ها و گشتاورروی طول جرم گسترده، مقدار کل نیرو

 شود. اعمالی تعیین می

به  شده مشخصهای اعمالی بر المان نیرو 3مطابق شکل 

( به دست 1رابطه ) صورتبه [18]مطابق مرجع  𝑑𝜉طول 

 آید:می

 

 

 

 

 

(1) 

𝑑𝐹2 =
휀𝑏(𝑉𝐷𝐶𝑣

+ 𝑉𝐴𝐶𝑣
)

2

2
 

×
𝑑𝜉

(𝑑𝑣 − 𝑣 − 𝜉𝑡𝑎𝑛𝜓)2
𝛿𝐿 

𝑑𝐹3 =
휀ℎ𝑉𝐷𝐶𝑤

2

2

𝑑𝜉

(𝑑𝑤 − 𝑤 + 𝜉𝑡𝑎𝑛𝜃)2
𝛿𝐿 

𝑑𝑀2 = 𝜉𝑑𝐹2 

𝑑𝑀3 = 𝜉𝑑𝐹3 
 

 

                                                        
1 Kirchhoff's Kinetic Analogy 
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 گسترده جهت محاسبه جرمنمایی از المان بندی  -3شکل 

 های اعمالی در جهات تحریک و شناسایینیرو و گشتاور
 

بر  شده گفتهاشاره به این نکته ضروری است که روابط 

به  شده اعمالاستاتیک های الکترواساس روابط حاکم بر نیرو

 اند.جرم متمرکز نوشته شده

به ترتیب بیانگر بعد عرضی جرم  ℎو  𝑏در روابط فوق، 

بیانگر ضریب  휀گسترده در صفحه تحریک و شناسایی است. 

𝑉𝐷𝐶𝑣است.  1تراوایی خلا
بیانگر ولتاژ مستقیم در راستای  

𝑉𝐷𝐶𝑤تحریک، 
بیانگر ولتاژ مستقیم در راستای شناسایی،  

𝑉𝐴𝐶𝑣
دلتای  𝛿𝐿بیانگر ولتاژ متناوب در راستای تحریک و  

ها و است. جهت محاسبه مقادیر نهایی مربوط به نیرو دیراک

بازه طول جرم  ( در1استاتیک از روابط )های الکتروگشتاور

شود. نتیجه مطابق رابطه گیری می، انتگرال 𝑙تا  0گسترده از 

 ( خواهد بود:2)

𝐹2 =
휀𝐴𝑣

2

(𝑉𝐷𝐶𝑣
+ 𝑉𝐴𝐶𝑣

)
2

(𝑑𝑣 − 𝑣)(𝑑𝑣 − 𝑣 − 𝑙𝑣′)
𝛿𝐿(𝑥) 

𝐹3 =
휀𝐴𝑤

2

𝑉𝐷𝐶𝑤

2

(𝑑𝑤 − 𝑤)(𝑑𝑤 − 𝑤 − 𝑙𝑤′)
𝛿𝐿(𝑥) 

𝑀2 =
휀𝐴𝑣

2
(𝑉𝐷𝐶𝑣

+ 𝑉𝐴𝐶𝑣
)

2
{

1

𝑣′(𝑑𝑣 − 𝑣 − 𝑙𝑣′)
 

          +
1

𝑙𝑣′
ln (1 −

𝑙𝑣′

𝑑𝑣 − 𝑣
)} 𝛿𝐿 

                                                        
1 Vacuum Permittivity 

 
𝑀3 =

휀𝐴𝑤

2
𝑉𝐷𝐶𝑤

2 {
1

𝑤′(𝑑𝑤 − 𝑤 − 𝑙𝑤′)
 

(2)           +
1

𝑙𝑤′
ln (1 −

𝑙𝑤′

𝑑𝑤 − 𝑤
)} 𝛿𝐿 

به ترتیب بیانگر، مساحت مقطع جرم  𝐴𝑤و  𝐴𝑣مقادیر

 گسترده در صفحه تحریک و شناسایی است.

پایستار سیستم، مقدار های نابا مشخص شدن مقادیر نیرو

نیروهای عمومی در جهات تحریک و شناسایی مطابق رابطه 

 شود:( تعیین می3)

 
(3) 

𝑄𝑣 = (𝐹2 − 𝑐2�̇�) + 𝑀2

Δ𝑣′

Δ𝑣
 

𝑄𝑤 = (𝐹3 − 𝑐3�̇�) + 𝑀3

Δ𝑤′

Δ𝑤
 

𝑄𝑣  و𝑄𝑤  نیروهای عمومی وΔ𝑣  وΔ𝑤 های مجازی جابجایی

است. با توجه به انرژی جنبشی و پتانسیل و نیروهای عمومی 

های حذف عبارت افتهی میتعمو اصل همیلتون  آمده دستبه

 شود:کوچک اینرسی، معادلات حرکت تعیین می

(4) 

(𝑚 + 𝑀𝛿𝐿(𝑥))(�̈� − �̇�𝑤 − 2𝛺�̇� − 𝛺2𝑣)

+ 𝑐2�̇� + 𝐷3𝑣(𝐼𝑉)

=   
휀𝐴𝑣

2

(𝑉𝐷𝐶𝑣
+ 𝑉𝐴𝐶 𝑣

)
2

(𝑑𝑣 − 𝑣)2 − 𝑙𝑣′(𝑑𝑣 − 𝑣)
𝛿𝐿(𝑥)

+
휀𝐴𝑣

2
(𝑉𝐷𝐶𝑣

+ 𝑉𝐴𝐶 𝑣
)

2

{
1

𝑣′(𝑑𝑣 − 𝑣 − 𝑙𝑣′)

+
1

𝑙𝑣′2 𝑙𝑛 (1 −
𝑙𝑣′

𝑑𝑣 − 𝑣
)}

𝛥𝑣′

𝛥𝑣
𝛿𝐿(𝑥)

−
𝑀𝑙

2
{𝑤′�̇�𝛿𝐿(𝑥) + �̇�𝛺𝛿𝐿

′(𝑥)

+ 𝑤�̇�𝛿𝐿
′(𝑥) − �̈�𝛿𝐿

′(𝑥)

−
𝑙

2
(�̈�′𝛿𝐿

′(𝑥) + �̈�′′𝛿𝐿(𝑥))} 
 

(𝑚 + 𝑀𝛿𝐿(𝑥))(�̈� + Ω̇𝑣 + 2Ω�̇� − Ω2𝑤)

+ 𝑐3�̇� + 𝐷2𝑤(𝐼𝑉)

+
휀𝐴𝑤

2

(𝑉𝐷𝐶𝑤
)

2

(𝑑𝑤 − 𝑤)2 − 𝑙𝑤′(𝑑𝑤 − 𝑤)
𝛿𝐿(𝑥)

+ (𝑉𝐷𝐶𝑤
)

2
{

1

𝑤′(𝑑𝑤 − 𝑤 − 𝑙𝑤′)

+
1

𝑙𝑤′2 ln (1 −
𝑙𝑤′

𝑑𝑤 − 𝑤
)}

Δ𝑤′

Δ𝑤
𝛿𝐿(𝑥)

+
𝑀𝑙

2
{𝑣′Ω̇𝛿𝐿(𝑥) + �̇�Ω𝛿𝐿

′(𝑥) + 𝑣Ω̇𝛿𝐿
′(𝑥)

+ �̈�𝛿𝐿
′(𝑥) +

𝑙

2
(�̈�′𝛿𝐿

′(𝑥) + �̈�′′𝛿𝐿(𝑥))} 

 (:4که در رابطه )

: 𝐷2 گشتاور سطح حول محورy 
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: 𝐷3 گشتاور سطح حول محورz 

: 𝑐2 میرایی در راستای تحریک 

: 𝑐3 میرایی در راستای شناسایی 

: 𝑣 جایی در راستای تحریکبهجا 

: 𝑤 جایی در راستای شناساییبهجا 

بعد بعد مناسب، معادلات حاکم بیبا کمک پارامترهای بی

 است: (5مطابق رابطه ) بعدیبپارامترهای   گردد.می

 

 
 

(5) 

�̂� =
𝑣

𝐿
 ,   �̂� =

𝑤

𝐿
,    �̂� =

𝑥

𝐿
, �̂� =

𝑡

𝜏
, Ω𝑟 = 𝜏Ω,

𝑀𝑟 =
𝑀

𝑚𝐿
, 𝜏 = √

𝑚𝐿4

𝐷2
, 𝑐𝑟2 =

𝑐2𝜏

𝑚
, 𝑐𝑟3 =

𝑐3𝜏

𝑚
, 𝑑 =

𝑑𝑣

𝑑𝑤
, 𝛽 =

𝐷3

𝐷2
, �̂�𝐷𝐶𝑣

= √𝛼𝑣𝑉𝐷𝐶𝑣
,

𝛾 =
𝑙

𝐿
,   𝛼𝑣 =

𝜀𝐴𝑣𝐿3

2𝐷2𝑑𝑣
3 , 𝛼𝑤 =

𝜀𝐴𝑤𝐿3

2𝐷2𝑑𝑤
3   

ی از نوشتن سینوسادهبعد، جهت در معادلات نهایی بی

از بسط تیلور جهت  و شودیم نظرصرف " ̂  " علامت

طول جرم   بعدی نیروها و گشتاورها حول پارامتر بیسازساده

 شود.گواه، استفاده می

، نتیجه حاصل، مطابق ادشدهپس از انجام مراحل ی

های تحریک و ( به ترتیب برای جهت7( و )6های )معادله

 شناسایی است:

 

 

 

 

 

 

 

 

(6) 

(1 + 𝑀𝑟𝛿1(𝑠)) (�̈� −
1

𝑑
Ω̇𝑟𝑤 −

2

𝑑
Ω𝑟�̇� −

Ω𝑟
2𝑣) + 𝑐𝑟2�̇� + 𝛽𝑣(𝐼𝑉) = (𝑉𝐷𝐶𝑣

+

𝑉𝐴𝐶𝑣
)

2
{

1

(1−𝑣)2 +
𝛾𝑣′

(1−𝑣)3 +
𝛾2𝑣′2

(1−𝑣)4 +

𝛾3𝑣′3

(1−𝑣)5}𝛿1(𝑥) + (𝑉𝐷𝐶𝑣
+

𝑉𝐴𝐶𝑣
)

2
{

𝛾(4𝛾𝑣′−3𝑣+3)

6(1−𝑣)3 }
Δ𝑣′

Δ𝑣
𝛿1(𝑥) −

𝑀𝑟𝛾

2
{

𝑤′

𝑑
Ω̇𝑟𝛿1(𝑥) +

�̇�

𝑑
Ω𝑟𝛿1

′(𝑥) +
𝑤

𝑑
Ω̇𝑟𝛿1

′(𝑥) − �̈�𝛿1
′(𝑥) −

𝛾

2
(�̈�′𝛿1

′(𝑥) +

�̈�′′𝛿1(𝑥))}  

 

 

 

 

 

 

 
(7) 

(1 + 𝑀𝑟𝛿1(𝑠))(�̈� + 𝑑Ω̇𝑟𝑣 + 2𝑑Ω𝑟�̇� −

Ω𝑟
2𝑤) + 𝑐𝑟3�̇� + 𝑤(𝐼𝑉) = 𝑉𝐷𝐶𝑤

2 {
1

(1−𝑤)2 +

𝛾𝑤′

(1−𝑤)3 +
𝛾2𝑤′2

(1−𝑤)4 +
𝛾3𝑤′3

(1−𝑤)5} 𝛿1(𝑥) +

𝑉𝐷𝐶𝑤

2 {
𝛾(4𝛾𝑤′−3𝑤+3)

6(1−𝑤)3 }
Δ𝑤′

Δ𝑤
𝛿1(𝑥) +

𝑀𝑟𝛾

2
{𝑑�̇�Ω𝑟𝛿1

′(𝑥) + 𝑑Ω̇𝑟𝑣𝛿1
′(𝑥) +

𝑑Ω̇𝑟𝑣′𝛿1(𝑥) + �̈�𝛿1
′(𝑥) +

𝛾

2
(�̈�′𝛿1

′(𝑥) +

�̈�′′𝛿1(𝑥))}  

بعد به بررسی رفتار های حاکم بیداشتن معادلهحال با 

شود. جهت بررسی استاتیکی و ارتعاشی سیستم پرداخته می

 شود:ناپایداری استاتیکی به ترتیب مطابق زیر اقدام می

در معادلات حاکم، مقادیر وابسته به زمان برابر صفر 

 شود. فرض می

 ، خیز استاتیکی در دو جهتشدهحاصلجهت حل معادله 

 شود:فرض می ( 8تحریک و شناسایی مطابق رابطه )

(8) 
𝑣𝑠(𝑥) = 𝑞𝑣𝜑(𝑥) 
𝑤𝑠(𝑥) = 𝑞𝑤𝜑(𝑥) 

𝜑(𝑥)  [19]شکل مود تیر یک سرگیردار است. 

، شده حاصلدر گام بعد با کمک روش گالرکین معادله 

 شود.کاهش مرتبه یافته و سپس حل می

جهت بررسی ارتعاشی سیستم، مراحل زیر به ترتیب 

 گیرد:انجام می

( در معادلات 8مقادیر مربوط به خیز مطابق رابطه )

 شود:جایگزین می (7و ) (6ارتعاشی حاکم یعنی روابط )

(9) 
𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑣𝑠(𝑥) + 𝑣𝑑(𝑥, 𝑡) 
𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑤𝑠(𝑠) + 𝑤𝑑(𝑥, 𝑡) 

 که در آن:
: 𝑣𝑠 خیز استاتیکی در راستای تحریک 
: 𝑤𝑠 خیز استاتیکی در راستای شناسایی 

: 𝑣𝑑 خیز دینامیکی در راستای تحریک 
: 𝑤𝑑 خیز دینامیکی در راستای شناسایی 

آمده با توجه به معادله استاتیکی حاکم، معادله به دست

 گردد.ی میسازساده

 شود:حاکم می شدهحاصل( در معادله 7رابطه )

(10) 
𝑣𝑑(𝑥, 𝑡) = 𝑞𝑣(𝑡)𝜑(𝑥) 

𝑤𝑑(𝑥, 𝑡) = 𝑞𝑤(𝑡)𝜑(𝑥) 
 

 تحلیل ارتعاشات خطی-2-1

 حاصلدر مرحله بعد، با استفاده از روش گالرکین، معادلات 

در حالت  شده حاصلیابند. معادلات کاهش مرتبه می شده

خطی به صورت پارامتریک در جهت تحریک و شناسایی 

 ( خواهد بود:12( و )11مطابق رابطه )

 𝑀𝑣�̈�𝑣 + 𝐾𝑣𝑞𝑣 + 𝐶𝑟𝑣𝑞�̇� − 𝜅𝑟𝑣�̇�𝑤 

             = (𝑉𝑟1𝑐𝑜𝑠2Ω𝑡 + 𝑉𝑟2𝑐𝑜𝑠Ω𝑡)𝑞𝑣 

(11)                +𝑉𝑟3𝑐𝑜𝑠2Ω𝑡 + 𝑉𝑟4𝑐𝑜𝑠Ω𝑡  

(12) 𝑀𝑤�̈�𝑤 + 𝐾𝑤𝑞𝑤 + 𝐶𝑟𝑤𝑞�̇� + 𝜅𝑟𝑤�̇�𝑣 = 0 

 ( است.1که ضرایب آن مطابق رابطه )پ.
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بدون در نظر گرفتن ولتاژ  ذکرشدهروال  کهیدرصورت

-متناوب تکرار گردد، معادله فرکانسی جهت تعیین فرکانس

 آید.دست میهای طبیعی سیستم به

𝑉𝐴𝐶𝑣 صورتبهولتاژ متناوب 
= 𝑉𝑐𝑜𝑠Ω𝑡 شود. فرض می

معادلات ارتعاشی حاکم با استفاده از دو روش عددی و 

روش گردد. روش عددی، روش رانگ کوتا و تحلیلی، حل می

های های چندگانه است. روش مقیاستحلیلی، روش مقیاس

چندگانه در حل معادلات دیفرانسیلی ارتعاشی کوپل و 

 . [22-20]گیرد می قرار استفاده موردغیرکوپل 

(، فرکانس ولتاژ تحریک 12( و )11جهت حل معادلات )

شود. در محدوده رزونانس سیستم )رزونانس اولیه( فرض می

 شود:( انجام می13تغییر متغیرهای )از طرفی 

(13)  

𝑉𝑟𝑖

𝑀𝑣
= 휀2𝑉𝑖    𝑖 = 1,4      

𝑉𝑟𝑖

𝑀𝑣

= 휀𝑉𝑖     𝑖 = 2,3 
𝜅𝑟𝑗

𝑀𝑗

= 휀2𝜅𝑗     
𝐶𝑟𝑗

𝑀𝑗

= 2휀2𝜇𝑗    𝑗 = 𝑣, 𝑤 

𝐾𝑗

𝑀𝑗

= 𝜔2                                   𝑗 = 𝑣, 𝑤 

پارامتر کوچک در بسط اغتشاشات است؛ بنابراین  휀که 

های تحریک و شناسایی به فرم رابطه معادلات حاکم در جهت

 شود:( تبدیل می14)
 �̈�𝑣 + 𝜔2𝑞𝑣 + 2휀2𝜇𝑣𝑞�̇� − 휀2𝜅𝑣�̇�𝑤 

        = (휀2𝑉1𝑐𝑜𝑠2Ω𝑡 + 휀𝑉2𝑐𝑜𝑠Ω𝑡)𝑞𝑣 

(14)            +휀𝑉3𝑐𝑜𝑠2Ω𝑡 + 휀2𝑉4𝑐𝑜𝑠Ω𝑡  

(15) �̈�𝑤 + 𝜔2𝑞𝑤 + 2휀2𝜇𝑤𝑞�̇� + 휀2𝜅𝑤�̇�𝑣 = 0 

حال در مرحله بعد، فرکانس ولتاژ در محدوده فرکانس 

 دشویمگیرد و رزونانس اولیه بررسی طبیعی اول قرار می

[23]: 

(16) Ω = 𝜔 + 휀2𝜎 

 پارامتر انحراف از رزونانس است. σکه 

( فرض 18رابطه ) صورتبهدر مرحله بعد، پاسخ معادلات 

 گردد:می

(17)      
𝑞𝑣 = 𝑞𝑣0 + 휀𝑞𝑣1 + 휀2𝑞𝑣2 

𝑞𝑤 = 𝑞𝑤0 + 휀𝑞𝑤1 + 휀2𝑞𝑤2 
( و 15( و )14( در معادلات )17با جایگزینی رابطه )

، معادلات در حالت 𝑇2و  𝑇0 ، 𝑇1استفاده از سه مقیاس زمانی  

گردند. بدین منظور ضرایب مقیاس چندگانه حاصل می

، 휀بندی ضرایب شود. با دستهجداسازی می 휀های مشابه توان

جایی جهات به( برای جا20( و )19(، )18سه دسته معادلات )

آید که این معادلات دی دست میتحریک و شناسایی به

 کوپله هستند:

휀0: 𝐷0𝑞𝑣0 + 𝜔2𝑞𝑣0 = 0 
𝐷0𝑞𝑤0 + 𝜔2𝑞𝑤0 = 0 (18) 

휀1:    𝐷0𝑞𝑣1 + 𝜔2𝑞𝑣1 = −2𝐷0𝐷1𝑞𝑣0 +

𝑉2 (
1

2
𝑒𝑥𝑝𝑖Ω𝑇0 + 𝑐𝑐) 𝑞𝑣0 + 𝑉3 (

1

4
𝑒𝑥𝑝2𝑖Ω𝑇0 +

1

4
+

𝑐𝑐)  

𝐷0𝑞𝑤1 + 𝜔2𝑞𝑤1 = −2𝐷0𝐷1𝑞𝑤0   (19) 

휀2:    𝐷0𝑞𝑣2 + 𝜔2𝑞𝑣2 = −2𝐷0𝐷1𝑞𝑣1 −

(𝐷1
2 + 2𝐷0𝐷1)𝑞𝑣0 + 𝜅𝑣𝐷0𝑞𝑤0 − 2𝜇𝑣𝐷0𝑞𝑣0 +

𝑉1 (
1

4
𝑒𝑥𝑝2𝑖Ω𝑇0 +

1

4
+ 𝑐𝑐) 𝑞𝑣0 + 𝑉2 (

1

2
𝑒𝑥𝑝𝑖Ω𝑇0 +

𝑐𝑐) 𝑞𝑣1 + 𝑉4 (
1

2
𝑒𝑥𝑝𝑖Ω𝑇0𝑐𝑐)  

𝐷0𝑞𝑤2 + 𝜔2𝑞𝑤2 = −2𝐷0𝐷1𝑞𝑤1 −

(𝐷1
2 + 2𝐷0𝐷1)𝑞𝑤0 − 𝜅𝑤𝐷0𝑞𝑣0 −

2𝜇𝑣𝐷0𝑞𝑤0  (20) 

 ( نتایج زیر را به دنبال دارد:18حل مجموعه معادلات )

(21) 
𝑞𝑣0 = 𝐴𝑣(𝑇1, 𝑇2)𝑒𝑥𝑝𝑖𝜔𝑇0 + 𝑐𝑐 
𝑞𝑤0 = 𝐴𝑤(𝑇1, 𝑇2)𝑒𝑥𝑝𝑖𝜔𝑇0 + 𝑐𝑐 

( جایگزین شده و 19معادلات )( در مجموعه 21روابط )

( به دست 22های دیرپای آن، روابط )از نتیجه حذف ترم

 خواهد آمد:

(22) 
𝐴𝑣 = 𝐴𝑣(𝑇2) 
𝐴𝑤 = 𝐴𝑤(𝑇2) 

( و حل آن، 19)از معادلات  یرپاید هایبا حذف ترم

 :شودیحاصل م یرز یجنتا
𝑞𝑣1 = 𝐵1𝐴𝑣(𝑇2)𝑒𝑥𝑝𝑖(Ω + 𝜔)𝑇0 

        +𝐵2�̅�𝑣(𝑇2)𝑒𝑥𝑝𝑖(Ω − 𝜔)𝑇0 

        +𝐵3𝑒𝑥𝑝2𝑖Ω𝑇0 + 𝐵4 + 𝑐𝑐  
(23) 𝑞𝑤1 = 0 

( و 20( در معادلات )23( تا )21با جایگزینی روابط )

 شود:( حاصل می24های دیرپای روابط )حذف عبارت

−2𝐷2𝑖𝜔𝐴𝑣 + 𝜅𝑣𝑖𝜔𝐴𝑤 − 2𝜇𝑣𝑖𝜔𝐴𝑣 

      +
𝑉1�̅�𝑣

4
𝑒𝑥𝑝2𝑖𝜎𝑇1 +

𝑉1𝐴𝑣

2
+

𝑉4

2
𝑒𝑥𝑝𝑖𝜎𝑇1 

       +
𝑉2�̅�𝑣𝐵2

2
𝑒𝑥𝑝2𝑖𝜎𝑇1 +

𝑉2𝐴𝑣𝐵2

2
 

       +𝑉2𝐵4𝑒𝑥𝑝𝑖𝜎𝑇1 +
𝑉2𝐴𝑣𝐵1

2
 

       +
𝑉2𝐵3

2
𝑒𝑥𝑝𝑖𝜎𝑇1 = 0 

(24) 2𝐷2𝑖𝜔𝐴𝑤 + 𝜅𝑤𝑖𝜔𝐴𝑣 + 2𝜇𝑤𝑖𝜔𝐴𝑤 
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 ( است:25(، مطابق رابطه )24ضرایب رابطه )

𝐵1 = −
𝑉2

6𝜔2
        𝐵2 =

𝑉2

2𝜔2
       

(25) 𝐵3 = −
𝑉3

12𝜔2
      𝐵4 =

𝑉3

4𝜔2
 

های مختلط دامنه(، 24)منظور حل مجموعه معادلات به

  :شودمیدر نظر گرفته  قطبی صورتبه (26)مطابق با 

𝐴𝑣(𝑇2) =
1

2
𝑎𝑣(𝑇2)𝑒𝑥𝑝[𝑖  (𝜎𝑇2 − Φ2)]   

𝐴𝑤(𝑇2) =
1

2
𝑎𝑤(𝑇2)𝑒𝑥𝑝[𝑖  (𝜎𝑇2 − Φ1 − Φ2)] 

(26)  

 فازهای ارتعاشی هستند. Φ2و  Φ1دامنه و  𝑎𝑣 ،𝑎𝑤که 

( و جدا کردن 24( در رابطه )26با جایگزینی رابطه )

( در 27بخش حقیقی و موهومی معادلات، چهار معادله )

 :شودیمحاصل  ایپاحالت
𝜅𝑣𝑎𝑣

2
cos Φ1 + 𝜇𝑤𝑎𝑤 = 0 

𝑎𝑤𝜎 +
𝜅𝑤𝑎𝑣

2
sin Φ1 = 0 

𝜅𝑣𝑎𝑤𝜔

2
cos Φ1 − 𝜇𝑣𝑎𝑣𝜔 

            +
𝑐1

2
𝑎𝑣𝑠𝑖𝑛2Φ2 + 𝑐3 sin Φ2 = 0 

𝜔𝑎𝑣𝜎 +
𝜅𝑣𝑎𝑤𝜔

2
sin Φ1 +

𝑐1

2
𝑎𝑣𝑐𝑜𝑠2Φ2 

(27)             +
𝑐2

2
𝑎𝑣 + 𝑐3 cos Φ2 = 0 

و  هافاز یین(، منجر به تع27)حل مجموعه معادلات 

 :دشویم ییو شناسا یکجهات تحر یارتعاش هایدامنه

Φ1 = 𝑡𝑎𝑛−1 (
𝜎

𝜇𝑤

) 

𝑎𝑣 = 𝑛𝑎𝑤  

𝑡𝑎𝑛𝛷2 =
(𝜅𝑣𝑐𝑜𝑠𝛷1 − 2𝑛𝜇𝑣)𝜔

(𝑐2 − 𝑐1)𝑛 + (2𝑛𝜎 + 𝜅𝑣𝑠𝑖𝑛𝛷1)𝜔
 

(28) 𝑎𝑣 =
−2𝑐3𝑠𝑖𝑛𝛷2

−2𝜇𝑣𝜔 + 𝑐1𝑠𝑖𝑛2𝛷2

 

( و با تقریب دو جمله 17و در پایان، پاسخ طبق رابطه )

 شود:تعیین می

 𝑞𝑣 = 𝑞𝑣0 + 휀𝑞𝑣1 ≡ 𝐸1𝑐𝑜𝑠Φ2 

           +𝐸2𝑐𝑜𝑠2Ω𝑡 + 𝑎𝑣 cos(Ω𝑡 − Φ2) 

           +𝐸3cos (2Ω𝑡 − Φ2) 

𝑞𝑤 = 𝑞𝑤0 + 휀𝑞𝑤1 ≡ 𝑎𝑤 cos(Ω𝑡 − Φ1 − Φ2) 
(29)  

 شود:( تعیین می30از روابط ) 𝐸3و   𝐸1 ،𝐸2که ضرایب 

 

𝐸1 = −
ε𝑉2

6𝜔2
𝑎𝑣 , 𝐸2 = −

ε𝑉3

6𝜔2
 , 𝐸3 = −

ε𝑉2

6𝜔2
𝑎𝑣 

(30)  

فازهای ارتعاشی  Φ2و  Φ1و  هادامنه 𝑎𝑤و  𝑎𝑣همچنین 

 جهات تحریک و شناسایی  هستند.

 

 غیرخطیتحلیل ارتعاشات  -2-2
گیرد. با قرار می توجه مورددر این مرحله، ارتعاشات غیرخطی 

های غیرخطی، معادلات ارتعاشی عبارت گرفتن نظردر 

یابند. غیرخطی، با استفاده از روش گالرکین، کاهش مرتبه می

پارامتریک در جهت تحریک و  صورتبه  شده حاصلمعادلات 

زیر به دست  صورتبه(، 32( و )31شناسایی مطابق رابطه )

 آیند:می

𝑀𝑣�̈�𝑣 + 𝐾𝑣𝑞𝑣 + 𝐶𝑟𝑣𝑞�̇� − 𝜅𝑟𝑣�̇�𝑤 + �̂�2𝑣𝑞𝑣
2 + �̂�3𝑣𝑞𝑣

3 

            = (𝑉𝑟1𝑐𝑜𝑠2Ω𝑡 + 𝑉𝑟2𝑐𝑜𝑠Ω𝑡)𝑞𝑣 

(31)             +𝑉𝑟3𝑐𝑜𝑠2Ω𝑡 + 𝑉𝑟4𝑐𝑜𝑠Ω𝑡  

 𝑀𝑤�̈�𝑤 + 𝐾𝑤𝑞𝑤 + 𝐶𝑟𝑤𝑞�̇� + 𝜅𝑟𝑤�̇�𝑣 

(32)             +�̂�2𝑤𝑞𝑤
2 + �̂�3𝑤𝑞𝑤

3 = 0  

حال معادلات فوق از طریق دو روش عددی و تحلیلی 

کوتای مرتبه -گردند. در بررسی عددی از روش رانگحل می

های شود و برای حل تحلیلی، از روش مقیاساستفاده می 4

چندگانه مشابه با تعیین پاسخ ارتعاشی خطی استفاده 

به صوت ضرایب  (،32( و )31شود. ابتدا  ضرایب رابطه )می

 شود:( در نظر گرفته می33( و  رابطه )13رابطه )

(33) 
�̂�2𝑗 = 휀2𝛼2𝑗 𝑀𝑗⁄  , 𝑗 = 𝑣, 𝑤 
�̂�3𝑗 = 휀2𝛼3𝑗 𝑀𝑗⁄  , 𝑗 = 𝑣, 𝑤 

و  𝑇2و  𝑇0 ، 𝑇1سپس با استفاده از سه مقیاس زمانی  

(، معادلات در 17در رابطه ) شده ارائهی از بسط ریگبهره

گردند. بدین منظور ضرایب حالت مقیاس چندگانه حاصل می

، 휀بندی ضرایب جداسازی شده و با دسته 휀های مشابه توان

 آید:سه دسته معادله زیر به دست می

 휀0: 𝐷0𝑞𝑣0 + 𝜔2𝑞𝑣0 = 0 

(34) 𝐷0𝑞𝑤0 + 𝜔2𝑞𝑤0 = 0 

휀1:    𝐷0𝑞𝑣1 + 𝜔2𝑞𝑣1 = 𝛼2𝑣𝑞𝑣0
2 − 2𝐷0𝐷1𝑞𝑣0 

                     +𝑉2 (
1

2
𝑒𝑥𝑝𝑖Ω𝑇0 + 𝑐𝑐) 𝑞𝑣0 

                     +𝑉3 (
1

4
𝑒𝑥𝑝2𝑖Ω𝑇0 +

1

4
+ 𝑐𝑐)  
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𝐷0𝑞𝑤1 + 𝜔2𝑞𝑤1 = 𝛼2𝑤𝑞𝑤0
2 − 2𝐷0𝐷1𝑞𝑤0   (35) 

휀2:    𝐷0𝑞𝑣2 + 𝜔2𝑞𝑣2 = 𝛼3𝑣𝑞𝑣0
3 + 2𝛼2𝑣𝑞𝑣0𝑞𝑣1 

                     −2𝐷0𝐷1𝑞𝑣1 − (𝐷1
2 + 2𝐷0𝐷1)𝑞𝑣0 

                     +𝜅𝑣𝐷0𝑞𝑤0 − 2𝜇𝑣𝐷0𝑞𝑣0 

                     +𝑉1 (
1

4
𝑒𝑥𝑝2𝑖Ω𝑇0 +

1

4
+ 𝑐𝑐) 𝑞𝑣0 

                     +𝑉2 (
1

2
𝑒𝑥𝑝𝑖Ω𝑇0 + 𝑐𝑐) 𝑞𝑣1   

                     +𝑉4 (
1

2
𝑒𝑥𝑝𝑖Ω𝑇0𝑐𝑐) 

𝐷0𝑞𝑤2 + 𝜔2𝑞𝑤2 = 𝛼3𝑤𝑞𝑤0
3 + 2𝛼2𝑤𝑞𝑤0𝑞𝑤1 

             −2𝐷0𝐷1𝑞𝑤1 − (𝐷1
2 + 2𝐷0𝐷1)𝑞𝑤0 

             −𝜅𝑤𝐷0𝑞𝑣0 − 2𝜇𝑣𝐷0𝑞𝑤0 (36) 

( به همراه حذف 36( تا )35حال با حل معادلات )

شده در بخش قبل، اشاره روندهای دیرپای، مشابه با عبارت

 شود.دامنه و فاز پاسخ ارتعاشی محاسبه می

 

 نتایج و بحث -3
پایداری استاتیکی در حالت نمودار خطای ولتاژ نا 4در شکل 

بعد طول ترسیم پارامتر بی برحسبفرض متمرکز بودن جرم 

 است.گردیده 

مقدار خطای ولتاژ ناپایداری استاتیکی، مطابق رابطه 

 شود:( تعیین می37)

(37) 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑖𝑛 𝑉𝑃𝐼 = |
𝑉𝑃𝐼𝑑𝑖𝑠 − 𝑉𝑃𝐼𝑡𝑖𝑝

𝑉𝑃𝐼𝑑𝑖𝑠

| 

و  𝑑𝑖𝑠های پایداری و علامتبیانگر ولتاژ نا 𝑉𝑃𝐼که در آن 

𝑡𝑖𝑝 حالت گسترده و متمرکز جرم گواه  ،بیانگر بیبه ترت

با افزایش پارامتر ، 4با شکل  . مطابقاست تیرمتصل به میکرو

بعد طول، میزان گستردگی جرم گواه نیز بیشتر شده و بی

دهد، خطای ناشی از فرض نشان میگونه که شکل همان

یابد. بیشترین مقدار متمرکز گرفتن جرم گواه افزایش می

 %14,14برابر با  0,2 جرم گواه بعد طولخطا در پارامتر بی

  باشد.می

با در نظر گرفتن گستردگی جرم گواه، تغییرات فرکانس 

است.  آمدهدستبه 5شکل در ولتاژ  برحسبطبیعی سیستم  

شکل مذکور، با افزایش ولتاژ، فرکانس طبیعی مطابق با 

ولتاژ  ای ازشود که در محدودهمشاهده مییابد. کاهش می

شدت زیاد ولتاژ به-شده، شیب کاهشی نمودار فرکانساعمال

کند. در این محدوده، شده و فرکانس به سمت صفر میل می

ان ناپایداری اتفاق افتاده و ولتاژ متناظر با این شیب زیاد، هم

 ولتاژ ناپایداری کششی است.

 

 
 برحسبنمودار خطای ولتاژ ناپایداری استاتیکی  -4شکل 

 جرم گواه  بعد طولپارامتر بی

 

 
ولتاژ با در نظر گرفتن ابعاد  برحسبنمودار فرکانس  -5شکل 

 طولی جرم گواه
 

خطای فرکانس در حالت فرض متمرکز بودن  6در شکل 

 طول ترسیم گردیده است.بعد پارامتر بی برحسبجرم 
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 برحسب پارامترفرکانس طبیعی  ینمودار خطا -6شکل 

 بعد طولیب

 

 شود:( تعریف می38خطای فرکانسی مطابق رابطه )

(38) 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑖𝑛 𝑓𝑟𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑦 = |
𝜔𝑑𝑖𝑠 − 𝜔𝑡𝑖𝑝

𝜔𝑑𝑖𝑠

| 

با افزایش پارامتر  ،گونه که از نمودار مشخص استهمان

یابد. میزان ، میزان خطا افزایش میجرم گواه بعد طولبی

 ؛است %86/11 ، برابر با2/0 بعدخطا در نسبت طول بی

کوچک باشد، فرض  جرم گواه بعد طولنسبت بی کهیدرصورت

  چیزی دارد.جرم متمرکز با حالت گسترده، اختلاف نا

نمودار تغییرات دامنه جهت شناسایی بر ، 7در شکل 

 دهشدر جهت تحریک، ترسیم  شدهاعمالولتاژ متناوب  اساس

در یک است، گونه که در شکل نشان داده شده است. همان

سرعت دورانی مشخص، دامنه جهت شناسایی با افزایش ولتاژ 

های افزایش یکی از راه بنابراین ؛یابدمتناوب، افزایش می

حساسیت سیستم، افزایش ولتاژ متناوب و بالا بردن دامنه 

. در همین نمودار در چند استارتعاشی جهت تحریک 

تغییرات ولتاژ مستقیم نشان داده شده است. با  ریتأثمنحنی 

 ؛یابددامنه جهت شناسایی افزایش می ،افزایش ولتاژ مستقیم

های افزایش یکی دیگر از راه ،توان گفتبنابراین می

اما باید توجه داشت  است؛حساسیت، افزایش ولتاژ مستقیم 

که افزایش ولتاژ تا جایی مجاز است که سیستم دچار 

شود که  برای سه ولتاژ ؛ همچنین مشاهده میناپایداری نشود

مستقیم مختلف،  یک رابطه خطی بین ولتاژ متناوب و دامنه 

 ارتعاشی جهت شناسایی وجود دارد.

 
نمودار دامنه جهت شناسایی بر حسب ولتاژ  -7شکل 

 ولتاژ تحریک مستقیم متفاوت بر اساسمتناوب و 

 
( که بیانگر خطای دامنه ارتعاشی 33)توجه به رابطه با 

 ترسیم 8شکل   در ،، میزان خطادر فرض جرم متمرکز است

ترسیم شده، بیشینه خطا در پارامتر  نموداراست. در  شده

 توجهقابل که  است %6/32 برابر با 2/0 جرم گواه بعد طولبی

پایین بیاورد.  شدتبهسیستم را پاسخ تواند دقت بوده و می

طول، این خطا ناچیز بوده و  بعدبیهای کوچک در پارامتر

جرم گسترده و متمرکز بر هم منطبق  یجه حاصل از فرضنت

 است.
 

 
فرض نمودار خطای دامنه شناسایی در حالت  -8شکل 

 بعد طولگسترده و متمرکز نسبت به پارامتر بی



 

 

 

 103 | یناو ب یمجاهد 

 

 2شماره  /8دوره  /1397ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

 گردد:( تعریف می39مقدار خطای دامنه مطابق رابطه )

(39) 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑖𝑛 𝑎𝑤 = |
𝑎𝑤𝑑𝑖𝑠

− 𝑎𝑤𝑡𝑖𝑝

𝑎𝑤𝑑𝑖𝑠

| 

بعد پایه، در سرعت دورانی بی برحسبنمودار دامنه 

تواند میزان نشان داده شده است. این نمودار می 9 شکل

گیری دامنه ارتعاشات ثانویه در اختیار دوران پایه را با اندازه

طراح قرار دهد و رابطه بین ورودی و خروجی سیستم را 

گونه که مشخص است، با افزایش سرعت همان دهد.نشان می

      به دلیلبعد میزان دامنه جهت شناسایی دورانی بی

     یابد؛ همچنینافزایش می سیولیکورافزایش نیروی 

ای و دامنه شود که رابطه بین سرعت زاویهملاحظه می

 صورتبههای پایین ارتعاشی جهت شناسایی برای سرعت

 صورتبههای بالا این رابطه خطی است، اما برای سرعت

 شود. غیرخطی می

وش حاصل از دو ر دینامیکی جاییبهمقایسه جا 10شکل 

چندگانه را در حالت های مقیاس و تحلیلیدقیق سری فوریه 

دو پاسخ بر یکدیگر شود که می مشاهدهدهد. نشان می  خطی

تواند در می ،شده بنابراین روش تحلیلی ارائههستند؛ منطبق 

مورد  خوبیبه ذکرشدههای ژیروسکوپبررسی عملکرد میکرو

 قرار گیرد. استفاده

 

 
زاویه  برحسببعد جهت شناسایی نمودار دامنه بی -9شکل 

 بعد پایهدوران بی

 

پاسخ ارتعاشی جهت شناسایی در دو حالت  11در شکل 

رزونانس به دست آمده  حالتغیرخطی و خطی در نزدیکی 

است و نتایج غیرخطی آن با روش عددی مقایسه گردیده 

که نتایج غیرخطی دو روش مقیاس  شودیماست. ملاحظه 

نطبق چندگانه و عددی بعد از گذشت زمان بر هم م

، نشان داده 03/0 . همچنین برای ضریب میراییباشندیم

درصدی بین دامنه ارتعاشی نتایج  5/7شده است که اختلاف 

شود. چنانچه ولتاژ متناوب غیرخطی و خطی مشاهده می

شود، این اختلاف کمتر  بزرگکوچک و یا ضریب میرایی 

ولتاژ متناوب بزرگ و ضریب  کهیدرصورتشود و برعکس می

 گردد.تر میشود، این اختلاف برجسته ترکوچکمیرایی 
 

 گیرینتیجه -4
در پژوهش حاضر به بررسی اثرات مربوط به گستردگی جرم 

ژیروسکوپ ارتعاشی پرداخته شده است. گواه در یک میکرو

 ها مشاهده شده است: سازیهای مهم زیر در شبیهنتیجه

 خطا در  فتن جرم گواه، موجب بروزفرض متمرکز گر

ویژه دامنه پایداری، فرکانس طبیعی و بهمحاسبه ولتاژ نا

شود. با افزایش جهت شناسایی ) محاسبه حساسیت( می

بعد طول )نسبت طول جرم گسترده به طول عدد بی

 یابد. تیر(، میزان این خطاها افزایش می

  دامنه افزایش ولتاژ مستقیم و متناوب، باعث افزایش

شود. افزایش دامنه جهت شناسایی، جهت شناسایی می

به مفهوم افزایش حساسیت سیستم است. باید توجه 

پذیر مستقیم تا جایی امکان داشت که افزایش ولتاژ

مشاهده شده پایداری نرسد. همچنین است که به ولتاژ نا

است که یک رابطه خطی بین افزایش ولتاژ متناوب و 

 عاشی جهت شناسایی وجود دارد.افزایش دامنه ارت

  نمودار بسیار مهم دامنه جهت شناسایی برحسب سرعت

دورانی پایه ترسیم شد. با کمک این نمودار عملکرد 

گیری دامنه شود. با اندازهژیروسکوپ مشخص میمیکرو

جهت شناسایی، میزان دوران پایه از طریق منحنی 

عت شود. ملاحظه گردید که ارتباط بین سرمشخص می

-ای و دامنه ارتعاشی جهت شناسایی برای سرعتزاویه

های صورت خطی است؛ اما برای سرعتهای پایین، به

 شود.صورت غیرخطی میبالا این رابطه به
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تیر به دو روش حل مقایسه خیز انتهایی میکرو -10شکل 

 های چندگانهدقیق و مقیاس

 

 
در دو  ییجهت شناسا یپاسخ ارتعاش یسهمقا -11شکل 

 یرخطی برای دو روش تحلیلی و عددیو غ یحالت خط

 

 ژیروسکوپ عبارت است پارامترهای مهم طراحی میکرو

پایداری، فرکانس طبیعی و دامنه ارتعاشات در از: ولتاژ نا

جهت شناسایی. میزان خطای هرکدام از پارامترهای 

دست ذکرشده در فرض متمرکز گرفتن جرم گواه به

تواند مشاهده شد که فرض جرم متمرکز نمیآمده است. 

خوبی رفتار سیستم را ارائه نماید. بیشترین میزان به

خطای مشاهده شده، مربوط به دامنه جهت شناسایی 

بوده که به علت نقش مهم آن در تعیین حساسیت، حائز 

دهد که فرض متمرکز در نظر اهمیت بوده و نشان می

د ارتعاشی میکروتواند عملکرگرفتن جرم گواه نمی

 بینی نماید.ژیروسکوپ را پیش

 

 پیوست -5

𝑀𝑣 = ∫ {(1 + 𝑀𝑟𝛿1(𝑥))𝜑2(𝑥)}𝑑𝑠
1

0

 

            +𝑀𝑟𝛾𝜑′(1)𝜑(1) +
𝑀𝑟𝛾2

4
𝜑′2(1) 

𝐾𝑣 = 𝛽 ∫ 𝜑(𝐼𝑉)(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑥
1

0

 

            −Ω𝑟
2 ∫ {(1 + 𝑀𝑟𝛿1(𝑥))𝜑2(𝑥)}𝑑𝑥

1

0

 

            −𝑉𝐷𝐶𝑣

2 ∫ (𝐴𝜑2 + 𝐵𝜑
1

0

𝜑′)𝑑𝑥 

𝑀𝑤 = ∫ {(1 + 𝑀𝑟𝛿1(𝑥))𝜑2(𝑥)}𝑑𝑥
1

0

 

            +𝑀𝑟𝛾𝜑′(1)𝜑(1) +
𝑀𝑟𝛾2

4
𝜑′2(1) 

𝐾𝑤 = ∫ 𝜑(𝐼𝑉)(𝑥)𝜑(𝑥)𝑑𝑥
1

0

 

            −Ω𝑟
2 ∫ {(1 + 𝑀𝑟𝛿1(𝑥))𝜑2(𝑥)}𝑑𝑥

1

0

 

            −𝑉𝐷𝐶𝑤

2 ∫ (𝐶𝜑2 + 𝐷𝜑
1

0

𝜑′)𝑑𝑥 

𝜅𝑟𝑣 =
2𝛺𝑟

𝑑
∫ {(1 + 𝑀𝑟𝛿1(𝑥))𝜑2(𝑥)}𝑑𝑥

1

0

 

            +
𝑀𝑟𝛾

𝑑
𝛺𝑟𝜑′(1)𝜑(1) 

𝜅𝑟𝑤 = 2𝑑𝛺𝑟 ∫ {(1 + 𝑀𝑟𝛿1(𝑠))𝜑2(𝑥)}𝑑𝑥
1

0

 

            +𝑀𝑟𝛾𝑑𝛺𝑟𝜑′(1)𝜑(1) 

𝐶𝑟𝑣 = ∫ 𝑐𝑟2𝜑2𝑑𝑥
1

0

 

𝐶𝑟𝑤 = ∫ 𝑐𝑟3𝜑2𝑑𝑥
1

0

 

𝑉𝑟1 = 𝑉2 ∫ (�̃�𝜑2 + �̃�𝜑
1

0

𝜑′)δ1(𝑥)𝑑𝑥 



 

 

 

 105 | یناو ب یمجاهد 

 

 2شماره  /8دوره  /1397ها/ سال ها و شارهمکانیک سازه

 

𝑉𝑟2 = 2𝑉𝑉𝐷𝐶𝑣
∫ (�̃�𝜑2 + �̃�𝜑

1

0

𝜑′)δ1(𝑥)𝑑𝑥 

𝑉𝑟3 = 𝑉2 ∫ (�̃�𝜑 + �̃�𝜑′)δ1(𝑥)𝑑𝑥
1

0

 

𝑉𝑟4 = 2𝑉𝑉𝐷𝐶𝑣
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1

0
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1
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1
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            {(4𝜑3 + 𝛾3𝜑′3
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